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Uber meromorphe Abbildungen von komplexen 
Mannigfaltigkeiten. 
Von 


WALTER Turmo in Boan. 


Einleitung. 


Von WEIERSTRASS stammt der Satz, daB zwischen n + 1 2 n-fach periodi- 
schen, meromorphen Funktionen von n Variablen eine algebraische Relation 
besteht. Fiir diesen Satz, den Werrerstrass selbst nicht bewiesen hat, hat 
PorncaRE einen Beweis skizziert'). Die Porncartsche Beweisidee kommt 
darauf hinaus, die durch die Funktionen bestimmte, meromorphe Abbildung 
des Periodenparallelotops zu untersuchen. Porncaré hat jedoch iibersehen, 
daB eine meromorphe Abbildung bestimmte Punkte nicht auf Punkte, sondern 
auf héherdimensionale algebraische Gebilde abbildet. Seit Porncars& sind Be- 
weise des WeEIERSTRASSschen Satzes angegeben worden, die auf anderen Ge- 
danken beruhen und die die Eigenschaften der periodischen Funktionen 
stiirker ausnutzen. Derartige Beweise findet man in Oscoops Lehrbuch?) 
und im Buche von Srecgv: “Analytic functions of several complex variables‘). 
Der Wererstrasssche Satz ist ein Spezialfall eines allgemeinen Satzes, der 
folgendermaBen lautet: Es seien n+ 1 meromorphe Funktionen auf einer 
kompakten 2 n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit*) gegeben. Unter 
diesen gebe es » analytisch unabhingige. Dann besteht zwischen den n + 1 
Funktionen eine algebraische Relation. In Arbeiten von BLUMENTHAL ,,Uber 
Modulfunktionen von mehreren Veranderlichen“*) und in dem erwahnten 
Buche von Srecec*) finden sich weitere Beispiele fiir Anwendungen dieses 
allgemeinen Satzes in der Theorie der automorphen Funktionen von mehreren 
Verinderlichen. Fiir den allgemeinen Satz hat der Verf. in seiner Disser- 
tation’) einen Beweis gegeben, der die Porycartsche Beweisidee benutzt. 
Dieser Beweis soll in einer sehr stark vereinfachten und gekiirzten Form noch 
veréffentlicht werden. Der Grundgedanke in der Neufassung des PorncarE- 
schen Beweises liegt darin, die Bildpunktmenge derjenigen Punkte genau zu 
untersuchen, in denen die meromorphe Abbildung unbestimmt wird. Die 
Lésung dieser Aufgabe ist dem Verf. inzwischen gelungen und soll demniachst 
veroffentlicht werden. 


1 


Acta Math. 26, 43 (1902). 

Oscoop, Lb. II, 2, 8. 603. 

S. 94 und S. 97. 

Vgl. Definition X, Nr. 2.1. 

Math. Ann. 56, 509 (1903); 58, 497 (1904). 
S. 124 ff. 

") Vgl. Literaturverzeichnis. 
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Der angegebene Satz iiber die kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten 
legt zwei Verailgemeinerungen nahe: 


1. Die Voraussetzungen iiber die Anzahl und die analytische Unabhangig- 
keit der meromorphen Funktionen sind wegzulassen, so daB man zu der fol- 
genden Formulierung gelangt: Auf einer kompakten komplexen Mannig- 
faltigkeit seien meromorphe Funktionen analytisch abhaingig. Dann sind sie 
algebraisch abhangig. 


Diese Verallgemeinerung ist auch deswegen bedeutsam, weil es kompakte, 
2 n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten gibt, die keine n analytisch 
unabhingigen meromorphen Funktionen zulassen. Es werde an die Perioden- 
relationen bei 2 -fach periodischen Funktionen von n Variablen erinnert*). 
Den Ausartungsfall des Verietztseins der Periodenrelationen behandelt SreGEL 
ausfiihrlich in seinem Buche®) und beweist, daB auch in diesem Falle die mero- 
morphen Funktionen des Periodenparallelotops einen algebraischen Funk- 
tionenkérper bilden. 


2. Der Begriff der komplexen Mannigfaltigkeit ist in der Funktionen- 
theorie mehrerer komplexer Verinderlichen nicht das vollstandige Analogon 
zum Begriff der Rremannschen Flache in der klassischen Funktionentheorie. 
Um ein solches zu erhalten, mu8B man den Mannigfaltigkeitscharakter auf- 
geben und singulare Stellen zulassen. Man gelangt dadurch zum Begriff des 
Rremannschen Gebietes!”) und zu folgender Verallgemeinerung unseres Satzes: 
Auf einem kompakten Rremannschen Gebiete sind analytisch abhangige mero- 
morphe Funktionen algebraisch abhangig. 


In der vorliegenden Arbeit wird die erste Verallgemeinerung des Satzes 
iiber die kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten bewiesen. Die Beweis- 
methode wurde in friiheren Arbeiten des Verf. (vgl. T 1, T 2)7) zur Unter- 
suchung von ausgearteten meromorphen Abbildungen der Umgebung eines 
Unbestimmtheitspunktes entwickelt. Fiir den vorliegenden Fall der Ab- 
bijlung einer kompakten komplexen Mannigfaltigkeit bedarf sie wesentlicher 
Abanderungen, wenn auch ihr Grundgedanke erhalten bleibt. Unabhangig 
von der Verallgemeinerung des WerEeRsTRASSschen Satzes scheint dem Verf. 
auch die Methode zur Behandlung der meromorphen Abbildungen von kom- 
plexen Mannigfaltigkeiten von selbstandigem Interesse zu sein. Die Sitze 2") 
und 4!) iiber parameterabhingige analytische Mengen verallgemeinern Ent- 
wicklungen in der Arbeit T 17). Besonders wichtig sind die Definitionen XIV**) 
iiber verallgemeinerte kanonische Darstellungen von analytischen Mengen auf 
komplexen Mannigfaltigkeiten und die anschlieBenden Siatze 7'*), 815) und 97°). 
Der Satz 107) enthalt eine Aussage iiber die Existenz derartiger Darstellungen. 


*) Srecet, loc. cit., 8. 56. 

*) Srecet, loc. cit., S. 100. 

‘°) Bennke-Srern: Modifikationen komplexer Mannigfaltigkeiten und Rremannscher 
Gebiete. Math. Ann. 124, 1 (1951). 

") Nr. 1.18. 12) Nr. 1.20. 13) Nr. 2.6. M4) Nr. 2.16. 8) Nr. 2.17. 

%) Nr. 2.21. 17) Nr. 2.22. 
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Der Verf. ist iiberzeugt davon, daB seine Methoden auch zum Beweise der 
oben erwahnten zweiten Verallgemeinerung des WrErERSTRASSschen Satzes 
ausreichen, wenngleich einige neue Schwierigkeiten zu erwarten sind. Dariiber 
wird in einer spiiteren Arbeit berichtet werden. 


$ 1. Definitionen und einleitende Betrachtungen. 

1.1 Die Begriffe, die hier zu besprechen sind, sind teilweise schon in T | 
und T 2 gepriigt worden. Einige von ihnen bediirfen jedoch einer prignanteren 
Fassung und Verallgemeinerung. 

,,Gebiet sei eine offene und zusammenhangende Punktmenge eines topo- 
logischen Raumes. ,,Bereich‘‘ sei die abgeschlossene Hiille eines Gebietes. 
Die abgeschlossene Hiille einer Punktmenge A werde mit A bezeichnet. 

Das System der m (komplexen) Variablen 2,,..., 2,, werde (x),, genannt. 
Wenn der Hinweis auf die Dimension m unwesentlich ist, werde dafiir x ge- 
schrieben. 

Das topologische Produkt der Mengen A und B werde mit {A, B} bezeichnet. 

1.2 Definition I. Es sei Me) eine analytische Mannigfaltigkeit in der Um- 
gebung des Punktes9O: (2), = (0) 
schaften: 


m des (2),,-Raumes mit den folgenden Eigen- 


a) M® sei im Punkte O irreduzibel. 

b) Es sei i das zu Me) gehérende Primideal im Ring der in einer Umgebung 
von O konvergenten Potenzreihen von (z),,. i enthalte kein Element, das 
allein von (x), abhangt, und fiir jeden Wert von j, j = 1,...,m — 9, sei ini 
ein Element vorhanden, das regular in 2,4; ist und sonst nur noch von (2), 
abhingt. Diesen Sachverhalt kennzeichnen wir durch die Gleichung: 

(1) Me) = K.D. (2,44, - - -; Vml(X),] - 
Eine im Punkte 0 irreduzible analytische Mannigfaltigkeit nennen wir ,,Prim- 
keim in O**. 

1.3 Wenn der in Definition I beschriebene Sachverhalt vorliegt, besitzt M 

eine kanonische Darstellung folgender Art (vgl. Bocunrer-Martin, S. 208 


bis 212): 


a) H (x,.,/(x),) = 0 in O irreduzible ganz algebroide Gleichung fir os1- 


G; (p41 | (Xo) ha ia ,_ OH 
I ee be Rh j= 2,....m—0,H'= 
») er’ A’ (Seas| (Ze) ’ ] li O%o+1 
vgl. Oscoon, Lb. IT 1, S. 106. 
1.4 Definition IT. Es sei Me)= K.D.[2,,,,..., »/(x),], vgl. Definition I. 


Das Gebiet X des (x),,-Raumes habe folgende Eigenschaften: 
a) X sei ein Kreiszylindergebiet : 
(1) AX : |%| < Xj, X,> 0, $= 1,....™. 


t 
Es ist dann: X = {X(e), X(™-e)} mit den Bedeutungen: 
(2) Xe): |x| < X;, ¢+=1],...,@ und: 
(3) X(m—e): |x 45] < Xeas, j=1,....m-—o. 
b) Fir (x), X(e) seien die Koeffizienten der Polynome H und G;, in der 
kanonischen Darstellung, Nr. 1.3, analytisch. 


1* 
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c) Fir (2), ¢ Xe) sollen die nach Nr. 1.3 berechneten GréBen t+) =1,.. 
m — o, den Ungleichungen (3) geniigen. 

Ein solches Gebiet X heiBe K.D.-Gebiet von M‘e). Wir gebrauchen auch 
den Ausdruck: M‘e) besitzt in X eine kanonische Darstellung. Es sei ferner: 


(4) (M(e)) = Me) \X. 


Jede beliebige Umgebung von O enthilt ein K.D.-Gebiet von Me). 

1.5. Man beweist ohne Schwierigkeiten die folgenden Hilfssiatze: 

Hiljssatz 1. Es sei M‘e)= K.D.[z,,,, ..., L»/(x),] .X sei ein K.D.-Gebiet 
von Me). Es sei (2z’),, ein Punkt von (M‘e)) = M‘e)-\ X. Es gibt eine Um- 
gebung X’ von (2’),,, derart, daB alle Punkte von M‘e) -\ X’ zu endlich vielen 
Primkeimen M‘ in (z’),, gehéren und: 


(1) Mi = K.D.[y_41, - - -; Yml(Y)o]: eee es 
mit: 
(2) Y¥;= X,— XZ, é=—1,...,m, 
gilt. 


Hilfssatz 2. Es sei M‘e)= K.D.[2,,,, . . ., &»/(x),]. Es sei p (x,/(x),-,) ein 
im Punkte (x), = (0), irreduzibles und ausgezeichnetes Pseudopolynom von z,. 
Es gibt eine Umgebung X’ von O, derart, daB die Punkte von Me) 4 X’, 
welche der Gleichung: 
(3) P (%,/(Z),-1) = 0 
geniigen, auf endlich vielen Primkeimen in O: 

(e—1) — 

(4) M‘ = K.D. [z, Teths +s 2 
liegen. 

1.6. Bei spiateren Untersuchungen spielt eine Verallgemeinerung der 
kanonischen Darstellung eine Rolle: 

Definition III. A. Es sei 0S 9 < m. Das Gebiet X sei topologisches 
Produkt eines Gebietes X‘e) des (x),-Raumes und eines Gebietes X("-e) des 
{Zia +++ x,,}-Raumes. Es gelte also: 


(1) X = {Xle), X(m-e)}. 
B. Gegeben seien m — 0 ganz algebroide Gleichungen: 
(2) P;(X,+5/(),) = (), j= a "0; 
p, sei ein Polynom von z,,;, dessen Koeffizienten in X‘e) analytisch sind; der 
héchste Koeffizient sei 1. Die Diskriminante d,(x), des Polynoms p; sei + 0, 
j=1,...,.m—o. Es sei: 
m—o 
(3) D(x) = Il d;(zx). 
j=1 
Die analytische Mannigfaltigkeit D=0 heiBe ,,Verzweigungsmannigfaltig- 
keit V. 
C. Es sei Q = (z’), ein Punkt aus X‘e)— V. In Q existieren die Zweige 
der durch die Gleichungen (2) bestimmten ganz algebroiden Funktionen 





al 


sc 


n 


D> 
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%,+;(#),, die wir mit x, (Q) bezeichnen. Weil Q nicht zu V gehért, haben 
diese Zweige verschiedene Funktionswerte 2’, im Punkte Q. 

D. Gegeben sei eine Zuordnung der Zweige, d.h. eine endliche Anzahl 
von (verschiedenen) Reihen: 

(4) A,(Q) = (2,9) (Q), -- -» # (Q)), v=1,...,N, 
mit folgenden Eigenschaften: 

a) Die Reihe A,(Q) enthalte von jeder algebroiden Funktion z,,;(z), 
genau einen zu Q gehérenden Zweig. 

b) Bei simultaner analytischer Fortsetzung der m — 9 Zweige von A,(Q) 
auf einem beliebigen, von Q ausgehenden, geschlossenen Wege in X‘e)— V 
soll eine Reihe A,, (Q) entstehen. 

c) Jeder Zweig 2. (Q) soll wenigstens einer Reihe A,(Q) angehdéren. 

Die N Punkte Q, = {(2’),, 2’, ..., 2%} sind verschieden. Wir nennen 
sie Uberlagerungspunkte von Q, und Q heiBe ,,regular“. 

E. Es sei Q’ ein Punkt von X‘e)— V. Verbinden wir Q’ mit Q durch einen 
Weg in X‘e) — V, so kénnen wir die Zweigreihen A,(Q) lings dieses Weges bis 
zum Punkt Q’ analytisch fortsetzen und erhalten in Q’ ganz analog gebildete 
Reihen: A,(Q’), y= 1,..., 1 N. Sie ergeben N verschiedene iiber Q’ liegende 
Punkte. 

F. Es sei (M‘e)) die analytische Menge mit folgenden Punkten: 

a) den iiber Punkten von X‘e) — V liegenden Punkten, 

b) den iiber Punkten von Xe) liegenden Haufungspunkten der Punkt- 
menge a). 

G. Die Punktmenge (M‘e)) liege im Gebiet X. 

H. Die beschriebene Darstellung von (M‘e)) nennen wir ,,verallgemeinerte 
kanonische Darstellung, V.K.D., und gebrauchen fiir sie das Symbol: 


(5) (Me)) = V.K.D. [,4,, . . ., Lm] (X),)- 


Das Gebiet X nennen wir V.K.D.-Gebiet von (M(e)) und sagen auch: (M¢e)) 
gestattet in X eine V.K.-Darstellung. 

I. Die Reihen A,(Q) erfahren bei analytischer Fortsetzung auf geschlosse- 
nen Wegen in X‘e)— V Permutationen, die eine Gruppe bilden, die Gruppe 
G (X‘e)) der analytischen Menge (M‘e)) beziiglich X‘e). Wenn diese Gruppe 
transitiv ist, nennen wir (M(e)) irreduzibel. 

1.7. Wir ziehen einige einfache Folgerungen aus den bisherigen Defini- 
tionen: 

Folgerung 1. Es sei (M‘e)) = V.K.D.[z,,,,..., Zm/(x),]. Es sei P = (z’),, 
ein Punkt von (M‘)). Es gibt eine Umgebung X’ von P, derart, daB die 
Punkte von (M‘e)) 7 X’ zu endlich vielen Primkeimen in P: 


(1) M = K.D.[y,41, ++ Yml(Y)o]; eee = 
mit: 
(2) Y¥;= X,— XZ, t+=1,....m, 


gehoren, vgl. Definition I. 
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Folgerung 2. Es sei (M‘e)) = V.K.D.[2,4,, . . «+ %m/(x),]. (MM?) laBt sich 
eindeutig in irreduzible Komponenten zerlegen. Diese Zerlegung entspricht 
eineindeutig der Zerlegung der Gruppe G (X‘e)) in die Systeme der Intransi- 
tivitét. Alle Komponenten haben das V.K.D.-Gebiet von (M‘e)) zum V.K.D.- 
Gebiet. Je zwei irreduzible Komponenten von (M‘e)) haben folgende Eigen- 
schaft: Es gibt keinen Primkeim der einen Komponente, der auf der anderen 
Komponente liegt. 

Folgerung 3. Es sei M‘e) = K.D.[z,,,;, . . ., 2m/(x),], vgl. Definition I. X sei 
ein K.D.-Gebiet von Me), vgl. Definition III. Dann ist auch (M‘e)) = V.K.D. 
[Zeta ++ + Z_/(x),], und X ist V.K.D.-Gebiet von (M‘e)). Ferner ist (M‘e)) 
irreduzibel im Sinne der Definition ITI, I. 

1.8. Definition IV. Beziiglich der benutzten Bezeichnungen vgl. Defi- 
nition III, Nr. 1.6. Es sei (M‘e)) = V.K.D. [x,,,,..., %m/(z),]; X = {X@), XC"e)} 
sei ein V.K.D.-Gebiet von (M‘e)). Es sei: 

(1) D(z), = 0 
die Verzweigungsmannigfaltigkeit von (M‘e)). Die Funktionen: 


(2) z= (tb, ..-,&); ea 
seien analytisch im Gebiete 7‘). Wir schreiben die Abbildung (2) kurz: 

(3) (z),= @ (t),- 

Die Abbildung (2) bilde 7‘ in Xe) ab. Die Funktion: 

(4) D(qy: «+ +» %) = D't, 


verschwinde nicht identisch. Es sei V’ die Nullstellenmenge von D’. Wir 
definieren: X’= {T(”, X(™-e)}. Nun laBt sich in der folgenden Weise eine 
analytische Menge: 

(5) (MM) = V.K.D. [2,45, - - -, Zm/(t)r] 


mit dem V.K.D.-Gebiet X’ gewinnen: 

Wir setzen in die linken Seiten der Gleichungen (2), Definition III, die 
Funktionen (2) ein: 
(6) Dj (Zp+sl(t)e) = Pj (Lisl Py ---> P,) = 9, j=1,....m—-o. 
Die Zuordnung der Zweige der durch (6) bestimmten ganz algebroiden Funk- 
tionen geschehe folgendermaBen: Es sei Q’ = (t’),¢ 7‘ — V’. Dann liegt der 
Punkt Q = {9,(t’),, - - -, g,(t’),} in X@)— V. Daher sind in Q Systeme zu- 
sammengehoriger Zweige A,(Q), vy = 1, .. ., N, definiert. Wir substituieren in 
allen Zweigen die Funktionen (2) und erhalten Zweigsysteme: 


(7) AL (Q) = (20) (Pas - «+> Peds +» +> (Myr - - +> Pe): y=l,..., N. 


Durch die Gleichungen (6) und die Zweigzuordnung (7) werde (M’(”) bestimmt. 

Die Kurve C’ in 7‘) — V’ werde durch (2) auf die Kurve C in Xe) — V ab- 
gebildet. Der durch die Substitution (2) bewirkte Zusammenhang zwischen 
den Zweigreihen A,(Q) und A’, (Q’) bleibt bei analytischer Fortsetzung der 
Zweigreihe A,(Q) lings C und der Zweigreihe A‘ (Q’) lings C’ erhalten, weil 
in einem reguliren Punkte Q (bzw. Q’) verschiedene Zweigsysteme verschie- 
dene Uberlagerungspunkte von Q (bzw. Q’) bestimmen, vgl. Definition III, D 
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Den Zusammenhang zwischen (M‘e)) und (M‘(”)) beschreiben wir durch die 
Formulierung: (M‘(”) entsteht aus (M‘e)) durch die Substitution (2). Hierin 
sei auch die Beziehung zwischen den V.K.D.-Gebieten X und X’ eingeschlossen. 

1.9. Folgerung. Es seien (M‘e)) und (N‘e)) analytische Mengen mit V.K.- 
Darstellung. Sie sollen im Punkte (z’),, einen gemeinsamen Primkeim K 
haben. Die Substitution (3), Definition IV, iiberfiihre (M‘e)) in (M’”) und 
(N‘e)) in (N). Es sei (x’),= ¢ (t’),. Dann besitzen (M’") und (N’(”) einen 
gemeinsamen Primkeim im Punkte {(¢’),, 741, -.., x}. Es wird nimlich K 
durch die Substitution in eine analytische Menge der Dimension r iiberfiihrt, 
die zu (M"() ~\ (N"“) gehért. 

1.10. Definition V. z = (z), bedeute ein System von k (= 1) Variablen, die 
wir Parameter nennen. Im n+ k dimensionalen {(w),,, (z),}-Raum sei eine 
analytische Mannigfaltigkeit (bzw. analytische Menge) (M‘e)) gegeben. Es 
gebe eine lineare Transformation der Variablen (u — w®),,, die also die Para- 
meter z unberiihrt laBt: 


(1) (z),= L (u — wu), , 
derart, daB (vgl. Definitionen I, Nr. 1.2, II, Nr. 1.4, ITI, Nr. 1.6): 
(2) (Mie)) = K.D.[2,,,, ..-; Z_i(z),, 2], o=-o+k, 


(bzw. (3) (Me)) = V.K.D. [z,4;,..-; ais)... 21 o=a+k) 
gilt. Unter diesen Bedingungen gebrauchen wir die Ausdrucksweise: 
Die analytische Mannigfaltigkeit (bzw. die analytische Menge) (M‘e)) = (M‘e) (z)) 
haingt parametrisch von z ab und kennzeichnen diesen Sachverhalt durch 
zwei Bestimmungsstiicke: a) die lineare Transformation (1), b) die Gleichung (2) 
(bzw. (3)). Wenn (M‘e)(z)) parametrisch von z abhingt, sei das zugeordnete 
V.K.D.-Gebiet 11 das topologische Produkt eines Gebietes U des (u),,-Raumes 
und eines Gebietes Z des z-Raumes: 


(4) U = {U, Z}. 

AuBerdem ist: 

(5) X = L(V) = {X@), X(*-)}, 

wobei X‘*) ein Gebiet im (x),-Raum und X("-*) ein solches im {2,,,,.. ., x,,}- 
Raum ist. 

1.11. Die Definition der Schar von analytischen Mannigfaltigkeiten in T' 1 
werde — etwas abgeandert iibernommen: 

Definition VI. Die Funktion D((z),,, (z),.) sei analytisch im Gebiet {U, Z}. 
Hier sei Ul eine Umgebung des Nullpunktes des (z),,-Raumes; Z sei ein Gebiet 
des (z),-Raumes. Durch die analytische Gleichung: 

(1) D(x, z) = 0 
werde die analytische Menge V (z) bestimmt. 
A. n= 1. Es gebe einen Kreis X CU um O in der x-Ebene und ein Ge- 


biet 8 C Z, derart, daB fiir z € 8 die zu X gehérenden Lésungen der Gleichung (1) 
eine ganz algebroide Gleichung: 


(2) p (x/z) = 0 
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erfiillen. Dabei sei p ein Polynom von z mit héchstem Koeffizienten 1, dessen 
weitere Koeffizienten in 8 analytisch sind. Fiir z ¢€8 besitze p im Innern 
von X lauter verschiedene Wurzeln und keine Wurzel auf dem Rande von X. 
Dann heiBe V (z) Schar fiir {X, 3}. 

B. Scharen seien fiir Dimensionen < n — 1 erklart. Es gebe Gebiete 
X CU und 8 CZ mit folgenden Eigenschaften: 

1. Eine lineare Transformation: 
(3) (yn) = L (2)y 
iiberfiihre X in das Kreiszylindergebiet Y, das topologisches Produkt des in 
der y,-Ebene gelegenen Kreises k und des im (y),-, Raum liegenden Kreis- 
zylindergebietes Y’ sei: 
(4) Y = {Y’, k}. 

2. Es gebe im (y),,,-Raum eine Schar analytischer Mannigfaltigkeiten m (z) 
fiir { Y’, 8} mit folgenden Eigenschaften: 

a) Fiir Parameter z €§ geniige jeder Punkt von V (z), der in X liegt und 
dessen Projektion in den (y),,-Raum nicht zu m (z) gehért, der Gleichung: 


(9) P (Yn/(Y)n-1 2) = O- 
Dabei sei p ein Polynom von y,, mit héchstem Koeffizienten 1, dessen weitere 
Koeffizienten in { Y’, 8} analytisch sind. 

b) Wenn {(y),,-,, z} © {¥’ — m (z), 8} ist, besitze p im Innern von k lauter 
verschiedene Wurzeln und keine Wurzel auf dem Rande von k. Geniigt V (z) 
den angegebenen Bedingungen, so heiBe V (z) Schar fiir {X, 8}. 

1.12. Folgerung. V(z) sei Schar fiir {X,8}. Die analytische Abbildung: 
(z).= @ (t), [vgl. Definition IV, (3)} bilde das Gebiet © in 8 ab. Dann ist die 
analytische Menge V’(t), bestimmt durch die Gleichung: 

(1) D(x, Py, - + +> Pe) = D'(x, t) = 0 
Schar fiir {X, T}. 

1.13. Definition VII. Die Funktion D((zx),,,(z),) sei analytisch im Gebiet 
{X.Z}. Es sei G ein Gebiet in X. Durch die Gleichung 
(1) D(x, z) = 0 
werde die analytische Menge V (z) bestimmt. 

Es sei § ein Teilgebiet von Z. V (z) heiBe G-Schar fiir 8, wenn es fiir jeden 
Punkt x’¢€ G eine Umgebung U (2')CG gibt, derart, daB V(z) Schar fiir 
{U (x’),8} ist, vgl. Definition VI, Nr. 1.11. 

V (z) heiBe G-Schar im Punkte z°¢ Z, wenn es eine Umgebung § (z®) von z® 
gibt, so daB V (z) G-Schar fiir 8 (z®) ist. 

Punkte z°, in denen V (z) keine G-Schar ist, sollen G-Ausnahmepunkte 
genannt werden. 


1.14. Folgerung. Es sei V(z) G-Schar fiir 8. Die analytische Abbildung 
(z),= p(t), bilde das Gebiet & in 8 ab (vgl. Nr. 1.8). Dann ist V’(é), 
V (gq (t),) G-Schar fiir ©. 
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1.15. Satz 1. Die Funktion D((z),,(z),) sei analytisch im Gebiet {X, Z}. 
V (z) sei die analytische Menge D = 0. Es sei A ein (abgeschlossener) Bereich 
m Innern von X. 


- 


a) Es seien €¢€Z und Z(C) eine beliebige Umgebung von ¢: Z(f)cZ 

vorgegeben. Dann gibt es einen Punkt z’¢€ Z (¢) mit einer Umgebung § (z’) 
Z (¢) und dazu ein Gebiet G: 

(1) =acG@ca . 

derart, daB V (z) G-Schar fiir 8 (z’) ist (vgl. Definition VII). 

b) k= 1. Zu jedem Punkte z°¢ Z gibt es eine Umgebung § (z®) und dazu 
ein Gebiet G [vgl. (1)], derart, daB in 8 (z®) auBer evtl. z® kein G-Ausnahme- 
punkt fiir V (z) liegt. 

Beweis. Wir fiihren den Beweis durch vollstaéndige Induktion nach n. 

I.n=1. la) Es seien € und eine Umgebung Z (¢)CZ beliebig vorge- 
geben. Im Punkte z°c Z (C) sei D(x, z®) + 0. 

1b) k= 1. 2° sei beliebig in Z. Im Falle D(z, z®) = 0 ist z®° G-Ausnahme- 
punkt (fiir jedes Gebiet GDA). Wir dividieren D(z,z) durch eine solche 
Potenz von z — z°, daB der Quotient D’(z,z) analytisch in {X, Z} und D’(z,z®) 
= 0 ist. 

2. Es sei 2, ein beliebiger Punkt von A. Auf D(z, z) (bei k = 1 auf D’(z, z)) 
wenden wir im Punkte {2,, z°} den Wererstrassschen Vorbereitungssatz bei 
Auszeichnung der Variablen x’ = x — a, an. 

(1) D = p,,(2'/2) « ey, (2’, 2). 
Es werde ein Gebiet H, = {U (x,),Z,,(z°)} mit den folgenden Eigenschaften 
bestimmt: 

a) U (a) X sei ein Kreis mit dem Mittelpunkt 2». 

b) p,, und e, seien in H, analytisch. Es gelte e, + 0 in H,.. 

ce) Fir z’¢€Z, (z®°) sollen die Wurzeln von p, (z’/z’) im Innern von U (z») 
liegen. Wenn p, = | ist, entfallt diese Bedingung. 

3. Der Bereich A wird von endlich vielen Gebieten U (z‘),i=1,...,h, 
iiberdeckt. 


h 
(2) ACG=UU (x*)cX. 
i=1 
h 
(3) 8 (z°) = N Z,i (z°). 
i=1 


Die Nullstellen von D (bzw. D’) in {G, 8 (z®°)} verteilen sich auf die Gebiete 
{U (x*), 8 (z°)}, i= 1,...,. Im i. Gebiet sind sie Nullstellen des in {z‘, z°} 
ausgezeichneten Pseudopolynoms p,i(z — 2‘/z). Wir diirfen auch annehmen, 
daB die Diskriminante d,(z) von p,i nicht identisch verschwindet, sonst ver- 
schaffen wir uns aus p,; mit algebraischen Mitteln ein solches Polynom. 

4.a) Im Punkte 2’¢€ 8 (z°) \Z (¢) seien die Funktionen d;(z), i= 1,...,h, 
von 0 verschieden ; 8 (z’) sei eine Umgebung von z’, in der alle Punkte dieselbe 
Eigenschaft haben. Ist nun 2’ ein beliebiger Punkt von G, so gehért er zu 
einem Gebiet U (x‘); V(z) ist Schar fir {U (2x*), 8 (z’)}. Daher ist V (z) 
G-Schar fiir 8 (z’). Das ist die Behauptung a). 
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4.b) k=1. Die Funktionen d,(z) haben in einer Umgebung von 2°, 
auBer evtl. z°, keine weitere Nullstelle. Daraus folgt wie in 4. a) die Behaup- 
tung b). 

II. Induktionsbeweis. Satz | sei fiir Dimensionen < n — | bewiesen. 

l.a) Es seien ¢ und eine Umgebung Z (£)<Z beliebig vorgegeben. z® sei 
ein Punkt in Z (¢) mit D (z, z®) = 0. 

1. b) k= 1. 2° sei beliebig in Z. Im Falle D(z, z®) = 0 ist z® G-Ausnahme- 
punkt (fiir jedes Gebiet G>A). Wir dividieren D(x,z) durch eine Potenz 
von z — 2°, so daB der Quotient D’(z, z) analytisch ist und fiir z = z® nicht 
identisch verschwindet. 

2. Es sei x°® ein beliebiger Punkt von A. Auf D(z, z) [bzw. bei k = 1 auf 
D'(x, z)] wenden wir im Punkte {x®, z°} den Wererstrassschen Vorbereitungs- 
satz an. Vorher ist evtl. eine lineare Transformation der Variablen z erfor- 


derlich. 
(4) (Y)n -_ Ly (x z°*), ’ 
(5) D (baw. D’) = py (Yn!(Y)n—1 2) * xe (Y, 2). 


Es werde ein Gebiet H,. mit folgenden Eigenschaften bestimmt : 

a) H.= {W (x), Z,.(z°)}. 

b) W(x°)c X, Z.(z®) CZ (f). 

C) Pz», €,» seien in H,. analytisch, e,.+ 0 in H,». 

d) Y(x°) = L,.(W(x°)) sei ein Zylindergebiet im (y),-Raum. Es sei Y(zx®) 

{Y’(x°), K(x°)}, wobei Y’(x®) ein Kreiszylindergebiet im (y),-,-Raum und 
K(x®) ein Kreis in der y,,-Ebene sind. 

e) Fir {(y),-,,z} € {¥’(x®), Z,(z®)} sollen die Wurzeln des Polynoms p,. 
im Kreise K (x®) liegen. Fiir p,.= 1 entfallt diese Bedingung. 

Wir nehmen an, daB die Diskriminante des Polynoms p,.: d,o((y),-),z) = 0 
sei. 

3. Es seien A (x°) ein Kreiszylinderbereich mit dem Zentrum (y),,_; = (0),—1, 
der ganz im Innern von Y’(z®) liege, und: 


B (x®) = {A (x®), K (x®)}, C (x®) = LZ (B (2°). 
Dann gilt: C (2®)c W(x°)c X. 
4. Der Bereich A wird von endlich vielen Punktmengen C (x°) iiberdeckt. 
h 
Ac UC (zc X. 
i=1 
Dann sei: 


A 
Z (z°) = NZ,i(2°). 
i=1 


5. Um die Induktionsvoraussetzung auf die analytische Menge v,(z) mit 
der Gleichung d,i((y),-,, z) = 0 anzuwenden, setzen wir A’()= A (x*), X’C 
- Y’(z*) und nehmen das z-Gebiet Z (z°). 

6. a) Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es in Z (z®) einen Punkt z;, 
mit einer Umgebung § (z;) und dazu ein Gebiet G’(: 


(6) AWM CAM CX, 
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derart, daB v,(z) G-Schar fiir 8 (z;) ist. Da i nur endlich viele Werte hat, 
kénnen wir z; und 8 (z;) so wihlen, da8 diese Aussage mit dem gleichen Punkt 
und der gleichen Umgebung fiir i = 1, . . ., A zutrifft. 

6.b) k=1. Nach der Induktionsvoraussetzung gibt es eine Umgebung 
8 (z®) und dazu ein Gebiet G’(® [vgl. (6)], derart, daB in 3 (z®) — auBer 
evtl. z° — kein G’(-Ausnahmepunkt fiir v,(z) liegt. Es sei: 


h 
8 (2°) = NBO (29) NZ (2°). 
i=1 


7. Wir setzen: 


A 
(7) Do {G’9, K (x*)}, 4) — L- (Di), G = UG, 
i=1 
Dann gilt: 
(8) AcGcX. 
8. Es seien z’ und die Umgebung von 2z’: § (z’) C8 (z®), so bestimmt, daB 
fiir jedes i = 1, .. ., h v,(z) G\-Schar fiir 8 (z’) ist. Wir behaupten, daB V (z) 


eine G-Schar fiir 8 (z’) ist. Zum Beweise nehmen wir einen Punkt zx’ von G. 
Dann liegt x’ in einem Gebiete G(. Der Punkt kann auch in mehreren Ge- 
bieten liegen, dann besteht die folgende Uberlegung fiir jedes von diesen. 
Es seien nach (4): 

(y a= Lyi (x’ os x), und (y¥’)n = {(¥’)n—1 Yrs - 
Nun liegen nach (7) (y’),-, in @’ und y, in K (z*). Nach 6.a), 6. b) und 8. 


gibt es eine Umgebung 22’(y’),-, von (y’),-;, die zu G(® gehért, derart, daB 
v,(z) Schar fiir {22’(y’),,, 8 (2’)} ist. Wir setzen: 


2 (y’)n _ {Q'(y’'), 1> K (x*)} und Y (x’) = L-} (Q (y’)n)- 


Y (x’) ist eine Umgebung von 2’ und gehért zu G( und daher zu G. Wir 
zeigen: V (z) ist Schar fiir { ¥ (z’), 8 (z’)}. 

9. Da {¥ (x’), 8 (2’)} in H,, liegt, sind die Nullstellen von D in diesem 
Gebiet Lésungen der Gleichung p,i (y,/(y),-.,z)= 90. Fir {(y),., z} 
€ {2' (y')n-1, B (2z’)}. C{Y (x*), Z,4(z°)} liegen die Wurzeln des Polynoms p,,; 
im Kreise K (x*) [vgl. 2.e)]. Diese Wurzeln sind auch alle verschieden, es 
sei denn {(y),-,, 2} Nullstelle von d,[vgl. 5.], also {(y),-,, z} ¢ v;,(z). Es ist 
jedoch v;(z) Schar fiir {22’(y’),-,, 8 (z’)}. Nach Definition VI ist V(z) Schar 
fiir { ¥ (x’), 8 (z’)}. 

10. Da 2’ beliebig in G gewahlt werden kann, folgt nach Definition VII, 
Nr. 1.13, unsere Behauptung. 

1.16. Definition VIII. Die parametrisch von z abhangige analytische 
Menge (M(‘e)(z)) gestatte im Gebiet {U,Z} eine V.K.-Darstellung (vgl. De- 
finition III, Nr. 1.6 und Definition V, Nr. 1.10). 

(1) (z),= D(u— wu), (Me) (z)) = V.K.D. [z,,,, ..., ta/(z),, 2), 0 =o+k. 
Es seien: X= L(U) und X = {X™, X(*-%}. Die Verzweigungsmannig- 
faltigkeit V(z) von (M‘e)(z)) werde durch die Gleichung: 

(2) D ((x\,,z) = 0 


gegeben. 
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a) o= k(o = 0). In Z liege keine Nullstelle von D(z). 

b) 0 >k(ao>0). V(z) sei eine X(%-Schar fiir Z (vgl. Definition VII, 
Nr. 1.13). 

Wenn die V.K.-Darstellung von (M(e)(z)) den Bedingungen a) bzw. b) 
geniigt, nennen wir sie ausgezeichnet. 

1.17. Folgerung 1. Es sei (M‘e)(z)) eine analytische Menge mit einer aus- 
gezeichneten V.K.-Darstellung im Gebiet {U,Z}. Es sei Z einfach zusammen- 
hangend. Es sei @ =k. Nach dem Monodromiesatz ist jeder Zweig af” (2), 
iy See n, (Definition ITI, Nr. 1.6), eine eindeutige analytische Funktion in Z. 
(M\(z)) besteht aus einer endlichen Anzahl von analytischen Mannigfaltig- 
keiten 

(1) (z),= L(u—w®),, 2; = (2), j=1,...,%, af” analytisch in Z; 
eer N. 

Bei jeder Spezialisierung z = z’ ¢ Z geht (M‘ (z)) in N verschiedene Punkte 
liber. (M) (z)) ist irreduzibel, wenn N = | ist. 

Folgerung 2. Es sei (M‘e)(z)) eine analytische Menge mit einer ausge- 
zeichneten V.K.-Darstellung im Gebiet {U,Z}. Die analytische Abbildung 
(z),= @ (t), bilde das Gebiet 7 in Z ab. Durch diese Abbildung entstehe aus 
(M‘e)(z)) die analytische Menge (M‘(e+"—*) (t)). Diese analytische Menge besitzt 
eine ausgezeichnete V.K.-Darstellung mit dem V.K.D.-Gebiet {U, 7}. 

Beweis. Man beachte, daB wegen der Definitionen VII und VIII fiir jedes 
z’€Z D((x),, 2’) = 0 gilt, so daB die Definition IV auf die Substitution (z), 

= p(t), anwendbar ist. Wegen Nr. 1.14 ist die V.K.-Darstellung von (M‘(e+"-*)(t)) 
auch ausgezeichnet. 

1.18. Satz 2. Die parametrisch von z abhingige analytische Menge (Me) (z)) 
gestatte im Gebiet {U, Z} eine V.K.-Darstellung (vgl. Definition III und De- 
finition V). Es sei B ein (abgeschlossener) Bereich in U. 

a) Es seien €€Z und Z(f)CZ eine beliebige Umgebung von ¢. Dann 
gibt es einen Punkt z’¢ Z (£) mit einer Umgebung 8 (z’)c Z (¢) und dazu ein 
Gebiet G: 

(1) BcGc, 


derart, daB {G,8 (z’)} V.K.D.-Gebiet von (M‘e)(z)) ist und die V.K.-Dar- 
stellung von (M‘e)(z)) in diesem Gebiet ausgezeichnet ist (vgl. Definition VIII). 
b) k= 1. Zu jedem Punkt z,¢ Z gibt es eine Umgebung § (z,) und dazu 
ein Gebiet @ [vgl. (1)], derart, daB jeder Punkt z’ von 8 (z,) evtl. nur mit 
Ausnahme von z,— eine Umgebung 8 (z’) C8 (29) besitzt, so daB {G, 8 (z’)} 
V.K.D.-Gebiet von (M‘e)(z)) ist und die V.K.-Darstellung von (M‘e)(z)) in 
diesem Gebiet ausgezeichnet ist. 
Beweis. 1. Es seien: 
(2) (<),= D(u — wu), (Me) (z)) = V.K.D. [z,,,, ---; z,|(z),,z2], c=o-—k. 
(3) X=L(U), X = {X), X(*»)}, 
Die Verzweigungsmannigfaltigkeit von (M‘e)(z)) sei V (z); sie werde durch die 
Gleichung: 
(4) D((2),, 2) = 0 








Meromorphe Abbildungen von komplexen Mannigfaltigkeiten. 13 


bestimmt. Beziiglich der verwendeten Bezeichnungen vgl. Definition IIT. 
2.09=k(o=0). Wir setzen G = U. 
a) Es werde 8 (z’) so gewahlt, daB fiir z ¢ 8 (z') D(z) + 0 ist. 
b) k = 1. 8 (z) sei eine Umgebung von zp, in der auBer z, keine Nullstelle 
von D(z) liegt. 
3.0 >k(o > 0). Es sei B’= L (B); dann gilt: 


(5) B’cX. 

Die Projektion von B’ in den (z),-Raum sei A‘), und die Projektion von B’ 
in den {7,,;,-.-.; x,}-Raum sei A("-*). Es gelten: 

(6) Alo) c X) | A(n-0) c X(n-2) 


Die Anwendung von Satz | liefert folgendes Ergebnis: 

a) Esseienf ¢€ Z und Z (¢) CZ eine beliebige Umgebung von ¢. Dann gibt es 
einen Punkt z’¢ Z (¢) mit einer Umgebung 8 (z’)c Z (¢) und dazu ein Gebiet 
Ge); 

(7) At) Gio) X(e) : 
derart, daB V (z) G@)-Schar fiir 8 (z’) ist. 

b) k= 1. Zu jedem Punkte z,¢ Z gibt es eine Umgebung § (z,) und dazu 
ein Gebiet G@ (vgl. (7)), derart, daB in 8 (z,) —auBer evtl. z, — kein G(*)-Aus- 
nahmewert fiir V (z) liegt. 8 {z’) seiso gewahlit, daB V (z) G)-Schar fiir § (z’) ist. 

4. Wir setzen: G’= {G@, X("-*)}. Nun ist {G@’, 8 (z’)} V.K.D.-Gebiet fiir 
die analytische Menge M‘e) (z). Das kann man direkt anhand der Definition IIT 
beweisen; es folgt aber auch aus Definition IV mit & = {G@), 8 (z’)} und der 
identischen Abbildung von ¢ in {X(), Z}. Es sei G = L(G’). Dann haben 
wir (1). Offenbar ist die V.K.-Darstellung von (M(e)(z)) mit dem V.K.D.- 
Gebiet {G, 8 (z’)} ausgezeichnet. Damit ist Satz 2 bewiesen. 

1.19. Die Anwendung des Begriffes der Schar beruht auf einem topologi- 
schen Satz, der eine Verallgemeinerung eines Satzes der Arbeit T 1 ist. 

Satz 3. Durch die Gleichung: 

(1) D(x, z) = 0 

werde eine G-Schar V (z) fiir 8 bestimmt (vgl. Definition VII, Nr. 1.13). 8 sei 
einfach zusammenhingend. Es sei C eine Kurve, die in {@,} liegt, die 
punktfremd zu V(z) ist und deren Endpunkte zu {G,z’}, z’€8, gehéren. 
Dann gibt es eine Kurve J’, die auf {G, z’} liegt, derart, daB C in {G, 8} — V(z) 
unter Festhaltung der Endpunkte auf J’ deformiert werden kann. 

Beweis. 1. Der Beweis benutzt den Satz 2 in T1, der folgendermaBen 
lautet: V (z) sei Schar fiir {X,8}; es sei 8 einfach zusammenhingend. C sei 
eine Kurve in {X,8} —V(z), deren Endpunkte zu {X, z’}, z’€8, gehdren. 
Dann kann C in {X,8} — V(z) unter Festhaltung der Endpunkte auf eine 
Kurve J’ {X, z’} deformiert werden. 

2. Es sei Q = {x*,z*} €C. Nach Definition VII gibt es eine Umgebung 
U (a*)C G von 2*, so daB V(z) Schar fiir {U (x*), 8} ist. Von endlich vielen 
Gebieten dieser Art wird C iiberdeckt: 


h 
(2) Cc U {U (x*), 3} 4 


i=1 
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Nun werde C in Teilbégen c;= Q;, Q;.,, i= 0, 1,...,4 — 1, geteilt, derart, 

daB c,; in {U (x*), 8} liegt. Q, und Q, sind die Endpunkte von C. Es sei Q, 
{E,, C:3, Cg= C,= 2’. Die Punkte Q, seien so gewahlt, daB fir i = 0,1,..., A: 


D(éE,, z') + 0 ist. Da D(x, z’) = 0 ist, kann das durch eine kleine Deformation 
von C unter Festhaltung der Endpunkte erreicht werden. 

3. Wir betrachten den Teilbogen c;. Da Q; auf C, also nicht auf V(z) 
liegt, gilt D(é;, £;) + 0 und daher D(é,,z)+ 0. Wir kénnen in 8 die Punkte 
£, und z’ durch eine Kurve y; verbinden, auf der D(&,, z) + 0 ist. Die Kurve 
d,= {&,, y,} liegt in {U (x*-), 8} und {U (2*), 8}. Sie verbindet die Punkte Q, 
und Q; = {&,, z’} und ist punktfremd zu V (z). In umgekehrter Richtung durch- 
laufen, werde diese Kurve d>' genannt. 

4. Wir deformieren C auf folgende Kurve C’ 
d,,)UdrtUc. 


i 


A-1 
C= UG UG" Ve 
i=1 


Es seien: ¢ = ¢gU d,, ch = dy ' Uy, ce = d>'Ue,Ud,,;, 
bindet Qj und Qj,1, Qo = Qo. Qh = Qa- 

5. Da V(z) Schar fiir {U (x*), 8} ist, kann der in 1. zitierte Satz benutzt 
werden. c; kann in {U (2*),8}— V(z) unter Festhaltung der Endpunkte 
Q, Q;,, auf eine Kurve J; deformiert werden, die zu, {U (x*), z’} gehért. 

h 


$=1,...,h4 — l.c{ver- 


Hieraus ergibt sich eine Deformation von C’ auf J’= U I’; mit den verlangten 
i=0 
Eigenschaften. 

1.20. Satz 4. Die parametrisch von z abhangige analytische Menge (Me) (z)) 
gestatte im Gebiet {U,Z} eine ausgezeichnete V.K.-Darstellung (vgl. Defi- 
nition VIII, Nr. 1.16). Z sei einfach zusammenhiangend. Die analytische Ab- 
bildung (z),=  (t), bilde das einfach zusammenhangende Gebiet 7 in Z ab. 
Durch diese Substitution entstehe aus (M‘e)(z)) die analytische Menge 
(M(e*r-®) (t)) (vgl. Definition IV, Nr. 1.8). Sie besitzt das V.K.D.-Gebiet 
{U, T} und eine ausgezeichnete V.K.-Darstellung in diesem Gebiet. 

Die. Gruppe © ({X), Z}) von (M(e)(z)) ist identisch mit der Gruppe 
G' ({X@,7}) von (M"e*"-*) (t)). Zur Bedeutung der Bezeichnungen vgl. De- 
finition V, Nr. 1.10 und Definition III, Nr. 1.6. 

Beweis. 1. Aus Nr. 1.14 folgt die Aussage iiber die V.K.-Darsteliung von 
(M"(e*r-*) (t)). Fiir 0 = k folgen die Behauptungen aus Nr. 1.17. Es sei also 
o>k. 

2. Sodann beweisen wir die Aussage iiber die Gruppe zuniachst fiir eine 
spezielle Substitution, die Spezialisierung z = z'¢ Z. Die Gruppe von (M) (z’)) 
beziiglich X) sei g (X‘). 

a) Jedes Element von g (X‘)) gehért zu G ({X‘), Z}). Unmittelbare Fol- 
gerung aus D((x),,z')+ 0 und den Eigenschaften der V.K.-Darstellung (vgl. 
Definition IV, Nr. 1.8). 

b) Jedes Element von © ({X‘), Z}) gehért zu g(X). Folgerung aus 
Satz 3 und bekannten Satzen iiber analytische Fortsetzung. 
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3. Es sei t'€7', z’= p(t’). Aus dem soeben Bewiesenen folgen: g (X‘)) 
G ({X@, Z}) und g (X)) = G' ({X, T}) und hieraus die Behauptung. 

1.21. Definition 1X. Es seien (M‘e)(z)) und (N)(z)) analytische Mengen, 
die parametrisch von z abhaingen. (M(e)(z)) habe eine V.K.-Darstellung mit 
dem V.K.D.-Gebiet {A,Z,}. (N@)(z)) habe eine V.K.-Darstellung mit dem 
V.K.D.-Gebiet {B, Z,} (vgl. Definitionen III und V). Es seien D Teilgebiet 
von A) B und 8 Teilgebiet von Z, -\ Z,. Unter der folgenden Voraussetzung 
gebrauchen wir die Ausdrucksweise: (M‘e)(z)) und (N‘)(z)) befinden sich in 
{D, 8} ,,in allgemeiner Lage“ zueinander: Durch Durchschnittbildung') mit 
z = z'€8 entstehen aus (M(e)(z)) und (N‘) (z)) analytische Mengen (Me-*) (z’)) 
bzw. (N‘?-*) (z’)), die sich in der Umgebung jedes Punktes von D in einer analy- 
tischen Mannigfaltigkeit schneiden, deren Dimension kleiner als das Minimum 
der beiden Zahlen o — k und o — k ist. 

1.22. Folgerung 1. Wenn (M‘e)(z)) und (N@)(z)) in {D, 8} in allgemeiner 
Lage zueinander sind, besitzt (M‘e)(z)) in keinem Punkte von {D, 8} einen 
Primkeim, der auf (N‘) (z)) liegt. 

Folgerung 2. Die analytischen Mengen (M‘e)(z)) und (N(@)(z)) seien in 
{D, 8} in allgemeiner Lage zueinander. Die analytische Abbildung (z),= 9 (¢), 
bilde das Gebiet 7’ in 8 ab. Durch diese Substitution entstehe (M’(e+"-*) (t)) 
aus (M(e)(z)) und (N’(**r-*)(t)) aus (N()(z)) (vgl. Definition IV, Nr. 1.8). 
Dann befinden sich (M’(e+r-*)(t)) und (N’(e*r-*) (t)) in {D, 7} in allgemeiner 
Lage zueinander. 

1.23. Satz 5. Es seien (M‘e)(z)) und (N)(z)) analytische Mengen, die pa- 
rametrisch von z abhangen (vgl. Definition V, Nr. 1.10). (M‘e)(z)) habe eine 
V.K.-Darstellung mit dem V.K.D.-Gebiet {A, Z,}; (N‘(z)) habe eine V.K..- 
Darstellung mit dem V.K.D.-Gebiet {B, Z,}. Es seien D Teilgebiet von A> B 
und Z Teilgebiet von Z,-\Z,. Der Durchschnitt (Me) (z)) > (N@)(z)) sei eine 
analytische Menge, deren Dimension in jedem Punkte von {D, Z} kleiner als 
das Minimum von o und ga ist. H sei ein (abgeschlossener) Bereich in D. 
Es sei z°¢€ Z beliebig vorgegeben. Dann gibt es eine Umgebung Z (z®) von z® 
und ein Gebiet G mit: H c G < D, ferner eine in Z (z°) analytische Funktion g(z) 
mit folgender Eigenschaft: Ist z’ ein Punkt von Z (z®), in dem g(z’) + 0 ist, 
so gibt es eine Umgebung § (z’) von z’, so daB (Me)(z)) und (N@)(z)) in 
{G, 8 (z’)} in allgemeiner Lage zueinander sind. 

Beweis. Es seia <0. Wegen der Voraussetzung tiber (Me) (z)) ~\ (N‘) (z)) gibt 
es eine Funktion ®(z, z), die in {A, Z,} analytisch ist, auf (Me) (z)) identisch ver- 
schwindet und +0 ist auf (N)(z))\{D,Z}. Es sei B= {x°,z°} € {H, z%}. 
Es gibt eine Umgebung von %,: H,.= {U (x°), Z,0(z®)} C {D, Z}, derart, daB 
die Punkie von (N()(z)) in H,. auf endlich vielen Primkeimen in , liegen, 
(vgl. Folgerung 1, Nr. 1.7). Das Produkt der Normen von @ beziiglich dieser 
Primkeime sei ¥’,.((x),-,.z) (vgl. Definition V, Nr. 1.10 und Folgerung 1, 
Nr. 1.7). Y,. ist analytisch in der Umgebung von {(x®),_,,z°}, genauer in der 
Projektion von H,. in den {(x),,,z}-Raum. Wegen unserer Voraussetzung 
iiber ® ist Y,.+ 0. Alle Punkte von (Me) (z)) ~\ (N)(z)) in H,» geniigen der 


‘) Vgl. Definition V, Nr. 1.10, Folgerung 1, Nr. 1.7 und Hilfssatz 2, Nr. 1.5. 
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Gleichung VY. = 0. Von endlich vielen Gebieten U (x‘),i = 1,...,h, wird H 
iiberdeckt. Es seien: 
h A 
G=UJ0 (2*) und Z (2°) = )Z,i (2°). 
i=1 i=1 


Dann gilt: HC Gc D. Diejenigen Punkte z von Z (z,), fiir welche die Funktion 
YP i((x),-».2) identisch in (z),_, verschwindet, befriedigen eine analytische 


h 
Gleichung g,(z) = 0, g,;(z) analytisch in Z (z°). Wir setzen: g (z) = JI g;,(z). 
i=1 


Mit den so bestimmten G, Z (z®) und g (z) ist die Aussage des Satzes richtig. 
Es sei nimlich z’€ Z (z®), g(z’) + 0. Dann werde 8 (z’) so gewahlit, daB g(z) + 0 
in 8 (z’) ist. (Me) (z)) und (N) (z)) sind in {G, 8 (z’)} in allgemeiner Lage zu- 
einander wie aus Definition V, Nr. 1.10, Folgerung 1, Nr. 1.7 und Hilfssatz 2, 
Nr. 1.5 folgt. 

1.24. Satz 6. Die parametrisch von z abhangige analytische Menge (Me) (z)) 
gestatte im Gebiet {U,Z} eine ausgezeichnete V.K.-Darstellung (vgl. Defi- 
nition VIII, Nr. 1.16). Je zwei irreduzible Komponenten von (M‘e)(z))” sind 
in {U, Z} in allgemeiner Lage zueinander. 

Beweis. Um einen indirekten Beweis zu fiihren, nehmen wir an, daB die 
beiden irreduziblen Komponenten (M,‘¢)(z)) und (M,{e)(z)) in {U, Z} nicht in 
allgemeiner Lage zueinander sind. Dann gibt es ein z’¢ Z und einen Punkt 
Q « U, derart, daB (M,‘e-*)(z’)) und (M,{e-*) (z’)) im Punkte Q einen gemein- 
samen Primkeim haben. Wiahrend also (M,‘¢)(z)) und (M,{¢)(z)) nicht ana- 
lytisch zusammenhangen (vgl. Nr. 1.7), trifft das fiir (M,‘e-")(z’)) und 
(M,{e-*) (z’)) zu. Das steht im Widerspruch zu Satz 4, der verlangen wiirde, 
daB die Gruppe © ({X‘, Z}) von (M¢e)(z)) tibereinstimmt mit der Gruppe 
G'({X), 2’}) von (Mle-*) (z’)). 


§ 2. Analytische Mengen auf komplexen Mannigfaltigkeiten. 


2.1. Definition X. A. Unter den folgenden Bedingungen heife der topo- 
logische Raum © eine 2 m-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit : 

a) © lasse sich in jedem Punkte mit m komplexen (lokalen) Parametern 
versehen, d.h. zu jedem Punkte %, von G gebe es eine Umgebung U (Py) 
und eine topologische Abbildung 7’, , die U (P,) auf eine Umgebung U des 
Nullpunktes O des Raumes der m komplexen Variablen abbildet, wobei DB, 
in O iibergeht. 

b) Die lokale Uniformisierung nach a) habe folgende Eigenschaft: Haben 
die bei der Parameterdefinition fiir B, bzw. PB, abgebildeten Umgebungen U (P,) 
und U (%,) einen nichtleeren Durchschnitt 9, so sollen fiir die Punkte B von D 
die Parameter (2 ()),, aus den Parametern (2(?) (%)),, mittels einer analyti- 
schen Transformation: 


(1) 2 (P) = Ox (P))m t=1,...,m, 
®, analytisch in Ty (9), 


1) Vgl. Nr. 1.7. 
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hervorgehen, deren Funktionaldeterminante 


9(@,,...,@ . an . 
(2) (2®) =a) + Q in T's, (D) ist. 
Cc 1 ett? m 


B. Die Funktion f(%) sei in einer Umgebung des Punktes %,¢ G definiert. 
{(B) heiBe analytisch (meromorph) in By, wenn /(PB) eine analytische (mero- 
morphe) Funktion eines Systems zu J, gehériger lokaler Parameter ist. 

C. Die Punktmenge M auf G bestimmt inn Punkte B,¢ M einen analyti- 
schen Mengenkeim, wenn es eine Umgebung % von G, gibt, die im Definitions- 
gebiet eines Systems (z),, von Ortsuniformisierenden von J, liegt, derart, 
daB Ty (OM) eine analytische Mannigfaltigkeit in der Umgebung des 
Nullpunktes O darstellt. Wenn diese analytische Mannigfaltigkeit in O irre- 
duzibel ist, nennen wir den analytischen Mengenkeim von M in YP, einen 
Primkeim. 

D. Die Punktmenge M auf G heibe analytisch, wenn sie in jedem Punkte 
von © einen analytischen Mengenkeim bestimmt. Ist QB, ein Punkt von G, 
so gibt es eine Umgebung G (%,) und endlich viele Primkeime in PB, : KR, (Bp), - - .; 
R,, (By), derart, daB: 


h 
(3) MB (Bo) = U(K; (B_) AB (Bo)) 
i=] 


gilt. Natiirlich kann M7 G (%,) auch leer sein. Wir nennen R;(B,), i = 1, . ., A, 
die zu DB, gehérigen Primkeime von M. 

2.2. Definition XI. A. Es sei I,,(P) der Ring der Potenzreihen in den 
Variablen x,— x°,..., %»,— xp, die in einer Umgebung von P = x° konver- 
gieren. i (P) sei ein Ideal in J,,(P). Dann gibt es eine Basis voni (P): (f,, . . ., fy) 
und eine Umgebung X von P, derart, daB: a) die Potenzreihen f, in X kon- 
vergieren, b) die Funktionen f, in jedem Punkte x’ von X die Basis des- 
jenigen Ideals sind, das aus den Funktionen besteht, die auf der analytischen 
Mannigfaltigkeit : 

(1) f,= 9, ae ee 
verschwinden und in 2’ analytisch sind'). Wir nennen die Basis ,,koharent* 
in X. 

B. Es sei i (P) ein Primideal in J,,(P) mit der in X koharenten Basis f,, 
y=1,...,h. Es sei 2’ ein Punkt von X. Das Ideal i’(z’) = (f,,..., f,) im 
Ring I,,(x’) sei nicht das Einheitsideal. i’ (x’) bestimmt eindeutig Primideale 
i; (w’) in I,,(2’). Jedes dieser Ideale heiBe ,,direkte analytische Fortsetzung 
von i (P)*. Diese Bezeichnung werde auch auf die den Idealen entsprechenden 
Primkeime iibertragen. i(P) und jede direkte analytische Fortsetzung von 
i (P) haben gleiche Dimension. 

C. Es sei G eine 2 m-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. B, und DB, 
seien Punkte auf G. Falls in G, und B, verschiedene Ortsuniformisierende ge- 
geben sind, sollen ihre Definitionsgebiete einen nichtleeren Durchschnitt 
haben. Die Ortsuniformisierenden seien in U (%,): 2 und in U (B,): 2. 


1) Die Existenz einer solchen Basis und einer solchen Umgebung wird durch einen 
Satz von H. Cartan, Théoreme 2, Bulle iin de la Société math. de France, t. 78 (1950) 
sichergestellt. 


Math. Ann. 128. 2 
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Die Parameterpunkte von B, bzw. DB, seien O, bzw. O,. Gegeben seien Prim- 
ideale i,(O,) und i,(0,) der Ringe J,,(0,) bzw. I,,(O,). Diesen entsprechen 
auf G Primkeime &,(%,) bzw. R,(B,). Es gebe einen Punkt Q auf U(,) 

RK, (B,) AU (By) A K,(B,), dessen Parameterpunkte 7 bzw. X®) seien, und 
dazu direkte analytische Fortsetzungen von i,(O,) in #:1(%) bzw. von 
i,(O,) in X*): T (ZH) mit folgender Eigenschaft: Nach Ausfiihrung der umkehr- 
bar analytischen Transformation (1), Nr. 2.1, an den Funktionen der Basis 
von Tt (@) entstehe das Primideal i*(z®)) im Ring J/,,(%@), und es gelte: 
1 (Z) = i* (XH). Dann heiBe R,(B,) analytische Fortsetzung von R,(P,). 

D. Es seien 2% und G Punkte der 2 m-dimensionalen komplexen Mannig- 
faltigkeit G-i und f seien Primkeime in 2% bzw. G. Es gebe endlich viele 
Punkte auf G :D,= 2,P,, .. .. B,-,,B,=B und in diesen Primkeime: i, (B,) 

= i, i, (BD), . - -, ip (Ba-1), p(B) = & derart, daB i,,,(B,;,,) analytische Fort- 

setzung von i,;(%,) ist, 7=0,...,4—1. Dann heiBe i analytische Fort- 
setzung von f, und i, i, (J), . . ., i,-,(B,-,), & heiBe eine i und f verbindende 
Kette von Primkeimen. Eine analytische Menge M auf G heiBe (analytisch) 
zusammenhangend, wenn zwei beliebige Primkeime von I durch eine Kette 
von Primkeimen von MY verbindbar sind. Wegen B haben alle Primkeime 
einer zusammenhingenden analytischen Menge die gleiche Dimension, die 
auch Dimension von IM genannt werde. 

E. Es sei M eine analytische Menge auf der 2 m-dimensionalen kom- 
plexen Mannigfaltigkeit G. Wir definieren einen Raum M, dessen Punkte 
die Primkeime von QM sind. Dieser Raum wird topologisch durch die folgende 
Umgebungsdefinition: Es seien 8 (%) ein Primkeim im Punkte B ¢€ M und 
¥ (%) eine Umgebung von auf G, derart, daB fiir die Punkte von R (B) m\ H (B) 
direkte analytische Fortsetzungen von  (%) definiert sind (vgl. B und C). 
Ferner sei 11 (QB) eine beliebige Umgebung von $ auf G, die zu § (Y) gehGre. 
Die Menge der direkten Fortsetzungen von R (%) in Punkten von U (B) A K(B) 
sei eine Umgebung von J auf M. Wir nennen M den Uberlagerungsraum 
von IM. Da jeder topologische Raum eindeutig in zusammenhingende Kom- 
ponenten zerfallt, erhalten wir den Satz: 

Jede analytische Menge laBt sich eindeutig in analytisch zusammen- 
hangende Komponenten zerlegen. 

F. Es sei M eine analytische Menge auf der 2 m-dimensionalen komplexen 
Mannigfaltigkeit G. Wenn der Uberlagerungsraum OM von M zusammen- 


hangend ist, nennen wir M irreduzibel. Wenn M kompakt ist, nennen wir IM 
kompakt. 


2.3. Folgerung. Es sei: 
(M‘e)) = V.K.D. [x,,;, . - -, Xm/(x),] (vgl. Definition ITT). 
(M‘e)) sei irreduzibel im Sinne der Definition III, I. Dann ist (M‘e)) irredu- 
zibel im Sinne der Definition XI, F (d. h. die Uberlagerungsmenge von (M‘e)) 
ist zusammenhangend). 


2.4. Definition XII. Es sei G eine 2 m-dimensionale komplexe Mannig- 
faltigkeit. Wir gebrauchen den Ausdruck: ,,Die analytische Menge M auf G 
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wird durch ein System von analytischen Gleichungen auf @ bestimmt, 
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

$ sei ein beliebiger Punkt von G. Es gebe eine Umgebung B (3%) von DB 
mit folgenden Eigenschaften: 

a) G(%B) liege im Definitionsgebiet eines Systems zu Y gehériger lokaler 
Uniformisierender. Es ist dann V= T's (G (%)) eine Umgebung des Null- 
punktes im (2),,-Raum. Es gebe ein System von analytischen Gleichungen: 
(1) F,(z)_= 9, j=1,...,h, F; analytisch in V, 
derart, daB T,,(M-\B(P)) aus den Lésungen dieses Systems besteht. Wenn 
DB nicht auf M liegt, seiV (BG) —\ M leer. 

b) Uberschneiden sich die Umgebungen B (%,) und B (%,) und sind die 
Ortsuniformierenden (x ),, bzw. (x),,, so besteht in Ty (B (P,) \B (P,)) 
nach Definition X, Nr. 2.1, eine umkehrbar analytische Transformation : 


(2) (a) = D (xl). 

Die Gleichungen fiir M in 74, (B (P,)) seien: 

(3) PY) (2), = 0, j=1,...,h, 
und in T'y, (B (,)): 

(4) F)(x(?)),, = 0, jo — - 
Falls z. B. MAG (B,) leer ist, setze man: PY) = 1,j=1,...,h. Mit diesen 
Bezeichnungen und Festsetzungen gelte in Ty (SB (B,) 1B (P,)) 

(5) FY?) (x) = FY) (D (2(?)),,) - E; (x0), j=1,...,h. 


Die Funktionen £,(x‘),, seien in Ty (SB (P,) \B (P,)) analytisch und + 0. 

2.5. Bei den folgenden Untersuchungen handelt es sich vor allem darum, 
die Abhiangigkeit analytischer Mengen auf komplexen Mannigfaltigkeiten 
von Parametern zu untersuchen. Dazu legen wir eine komplexe Mannig- 
faltigkeit mit Eigenschaften zugrunde, die in der nachsten Definition genau 
angegeben werden. 

Definition XIII. Es sei (z), ein System von k komplexen Parametern. 
Z sei ein (endliches) Gebiet des (z),-Raumes. Q sei eine 2 n-dimensionale 
komplexe Mannigfaltigkeit. Unter der folgenden Voraussetzung nennen wir 
die 2m = 2n + 2 k-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit G topologisches 
Produkt von R und Z und schreiben: 


(1) G = {R, Z}: 
Ist DB, = { Po, z*} ein Punkt von G, P,€ R, z°€ Z, so habe die topologische Ab- 
bildung 7'y, (vgl. Definition X A) folgende Gestalt: 
(2) Ty, : (U)n = Tp, (P), Cj = 2, — 2), j=1,...,k; 
dabei sei 7'p, eine zur Einfiihrung der Ortsuniformisierenden in der Umgebung 
von P, auf R geeignete topologische Abbildung. 

2.6. Es folgt jetzt eine Ubertragung der Begriffe in den Definitionen III, 
Nr. 1.6 und V, Nr. 1.10, auf 2 n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten. 

9Q* 
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Definition XIV. §1. Wir definieren: A) kanonische Darstellungen von 
analytischen Mengen, B) verallgemeinerte kanonische Darstellungen von ana- 
lytischen Mengen. 


» 


2 n + 2k-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit G topo- 
logisches Produkt der 2 n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit R und 
des (endlichen) Gebietes Z des (z),-Raumes (vgl. Definition XIII). M sei eine 
analytische Menge auf G (vgl. Definition X D). Es seien © Teilgebiet von R 
und § Teilgebiet von Z. Es gebe abzaihibar unendlich viele Gebiete G,, . . ., 
G,,... auf R, derart, daB: 


Es sei die 2 m 


(1) S=U 4G, 


ist, und folgende weitere Bedingungen gelten: 
a) Die abgeschlossene Hiille G, von G, liege im Definitionsgebiet U, = U( P.,) 
uo ue q “ 
eines Systems zu P,, gehorender lokaler Uniformisierender (u’),,, die durch die 
topologische Abbildung 7’, eingefiihrt werden. Es seien: 


u T (U,), ©, =T,(G,); es gilt: G, 8 


a a “ “ a 


b) Es gebe endlich viele analytische Mengen: 


(M, «(z)), i Beatie wae N fa N, > 0). 
mit: | 
Hu 
(2) {G,,,8} M U (M., (z)) {U,,3} mM. 
i=l 
Es seien: 
(Ma (2)) = Ti (Mal) ens 


wobei 7’), diejenige topologische Abbildung sei, die auf U,, mit 7, und auf Z 
mit der Identitét iibereinstimmt. 
c) Nun unterscheiden wir die anfangs erwahnten Fille A und B: 


A. Es seien: 


(3) (x), = L(® (u™),, eine lineare Transformation der u™, 

(4) (M,,(z)) = K.D. [a4,---, x,/(x),, z] (vgl. Definition V, Nr. 1.10). 

Es seien {21,,, 8} ein K.D.-Gebiet von (©; (z)) (vgl. Definition IT, Nr. 1.4) und: 
(5) G, CUCU, i=1,..., ie 
(6) (M,,; (2)) = M,; (2) 0 QU,;, 8}. 


Die analytischen Mannigfaltigkeiten M_,(z) seien isoliert, d.h. fiir keinen 
Wert von i gebe es ein i’+ i, so daB M,,(z) Teilmenge von M_¥ (z) ist. 

B. Mit (3) gelte: 
(7) (M,,(2)) = V-K.D. [a,4, .-- 2,,|(%),, 2] (vgl. Definition V, Nr. 1.10). 
(M,,;(z)) sei irreduzibel (vgl. Definition III, Nr. 1.6). Es sei {U,,, 8} ein V.K.D.- 
Gebiet von (M,,(z)); es gelte (5), (6). Die analytischen Mengen ( _,,(z)) seien 
isoliert im folgenden Sinne: Es gebe ein Gebiet B, mit: 


(8) G, CB, CU, i=1,...,N,, 
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und folgender Eigenschaft: Fiir keinen Wert von i gebe es ein i’+ i und einen 
Punkt Q ¢ {%,, 8}, derart, daB (M_,(z)) in Q einen Primkeim hat, der Teil- 
menge eines Primkeimes von (© 4 (2) in Q ist. 


d) Unter den angegebenen Voraussetzungen (fiir u = 1, 2, . . .) gebrauchen 
wir folgende Ausdrucksweise: Die analytische Menge: 
(9) (M) = (M (z)) = Mr [S, 8} 


haingt in {6,8} parametrisch von z ab. Sie gestattet: im Fall A eine kanoni- 
sche Darstellung (K.D.) mit dem K.D.-Gebiet {6,8}, im Fall B eine verall- 
gemeinerte kanonische Darstellung (V.K.D.) mit dem V.K.D.-Gebiet {G, 8}. 
Mit Formeln schreiben wir diese Sachverhalte: 


(10) (M (z)) = K.D. {G, 8}, 
(11) (M (z)) = V.K.D. {S, 8}. 


§ 2. Die K.- (bzw. V.K.)-Darstellung von (IM (z)) hei®e ,,vollstandig“ 
auf NR, wenn © = X& ist. 

§ 3. Die V.K.-Darstellung von (M (z)) heiBe ,,ausgezeichnet‘‘, wenn die 
V.K.-Darstellung jeder analytischen Menge (M_,(z)) ausgezeichnet ist (vgl. 
Definition VIII, Nr. 1.16). 

§ 4. Es gelte (11). Die analytische Menge (QM (z)) befinde sich in {G, 8} in 

,,allgemeiner Lage“, wenn es ein Gebiet B/ mit: 
(12) 6, cBicu,, i=1,...,N,, 
gibt, so daB irgendzwei analytische Mengen (Mi (2)) und (M_,;(2)),t,9=1,..., N 
in {%',8} in allgemeiner Lage zueinander sind (vgl. Definition IX, Nr. 1.21 
Diese Bedingung gelte fiir alle y. 

§ 5. Es gelte (11). Es sei Z’ ein Gebiet in 8. Die Gebietseinteilung (1) von 
© habe folgende Eigenschaft: Sind (M,,;(z)) und (Q,,;(z)) analytische Mengen, 
die zu G, bzw. G, gehéren, und haben sie einen gemeinsamen Primkeim in 
einem Punkte Q¢{G,G,,Z’}, so gibt es fiir jedes z’€Z’ einen Punkt 
Q’ = {P’,z'} mit P’¢ G, \G,, in dem sie einen gemeinsamen Primkeim besitzen. 
Unter dieser Voraussetzung nennen wir die Gebietseinteilung von © ,,normiert 
fiir das Gebiet Z’ “‘. 

§ 6. Die V.K.-Darstellung von (MM (z)) heiBe ,,.kompakt*‘, wenn folgende 
Bedingungen erfiillt sind: 

a) Sie sei vollstandig auf R (vgl. § 2). 

b) Es sei R kompakt. Dann geniigen endlich viele Gebiete G, zur Dar- 
stellung von (IM (z)). 

Wie man leicht unter Benutzung von Definition III, F, Nr. 1.6, beweisen 
kann, gilt fiir kompakte V.K.-Darstellungen: Es sei R ein beliebiges Kom- 
paktum in {RN,$}. Dann ist (M (z)) \ KR kompakt (vgl. Definition XI, Nr. 2.2.). 

2.7. Die Folgerungen aus Definition XIV formulieren wir als Hilfssitze 
unter Verwendung der Bezeichnungen in Definition XIV. Zunichst kommen 
Hilfssitze tiiber Spezialisierungen. 

Hilfssatz 1. Aus (M (z)) = K.D.{G, 8} folgt (M (z)) = V.K.D.{S, 8}. Der 
Beweis ergibt sich aus Folgerung 3, Nr. 1.7. Zur Begriindung der Isoliertheits- 
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eigenschaft, die bei V.K.-Darstellungen anders als bei K.-Darstellungen for- 
muliert ist, werde an den folgenden Satz erinnert” : 1 


Satz. Es sei K (P) ein Primkeim im Punkte P. M (P) sei ein analytischer s 
Mengenkeim in P. X sei eine Umgebung von P, in der K (P) und alle Prim- 
keime von M (P) kanonische Darstellungen besitzen. Es sei P’€ X ~\ K (P)r y 
M (P). K (P) besitze in P’ einen Primkeim K’(P’), der zu M (P) gehdére. . 
Dann ist K (P) Teilmenge von M (P). k 
2.8. Hilfssatz 2. Es sei (M(z)) = V.K.D.{G, 8}. Es sei (z),= — (t), eine , 
analytische Abbildung des Gebietes 7 in 8. Diese Substitution sei auf alle , 
analytischen Mengen (M_,(z)) anwendbar und iiberfiihre sie in analytische ‘ 
Mengen (M/,(t)) (vgl. Definition IV, Nr. 1.8). Diese Abbildung erhalte die i 
Isoliertheitseigenschaft, d.h. die analytischen Mengen (M/;(t)),i = 1, ..., 1 N ; 
seien im Sinne der Definition XIV, § 1 B, in {B,,7} [vgl. loc. cit. (8)] f 
isoliert. Dann erhalten wir durch die Substitution aus (I (z)) eine analy- 
tische Menge: 
(1) (M’ (t)) = V.K.D.{G, T}. 
Man beachte, daB (M’,;(t)) nicht irreduzibel zu sein braucht. Um eine Dar- j 
stellung von (I’(t)) mit irreduziblen Mengen gemaB Definition XIV, § 1 B, 
zu erhalten, sind diese Mengen in die irreduziblen Komponenten zu zerlegen. : 
Die Komponenten eines (M/,;(t)) erfiillen nach Folgerung 2, Nr. 1.7, die Iso- I 
liertheitseigenschaft ; zwischen den Komponenten verschiedener (M/,;(t)) be- , 
steht diese laut Voraussetzung. ‘ 
2.9. Folgerung 1. Es sei (M (z)) = V.K.D.{G, 8}. Es sei Z ein Teilgebiet I 
von § und (z),= @ (z), die identische Abbildung von Z in 8. Diese Abbildung 
erhalt die Isoliertheitseigenschaft (vgl. Nr. 2.8). Es ist also: < 
(1) (M’ (z)) = V.K.D. {G, Z}. I 
Folgerung 2. Es sei (M (z)) = V.K.D.{G, 8}. Die analytische Menge (QM (z)) i 
befinde sich in {G, 8} in allgemeiner Lage (vgl. Definition XIV, § 4). Dann 
erhalt jede analytische Abbildung (z),= 9 (t), von 7 in 8 die Isoliertheits- ( 
eigenschaft. Der Beweis ist eine Folge der Folgerungen 1 und 2 in Nr. 1.22. ; 
2.10. Hiifssatz 3. Es sei (M (z)) = V.K.D.{G, 8}. Diese V.K.-Darstellung ( 
sei ausgezeichnet (vgl. Definition XIV, § 3). 8 sei einfach zusammenhingend. 
Es sei (z),= ¢@ (t), eine analytische Abbildung des einfach zusammenhiangenden 
Gebietes 7 in 8. Diese Abbildung erhalte die Isoliertheitseigenschaft (vgl. ( 
Nr. 2.8). Dann ist die V.K.-Darstellung von (M’ (¢)) ausgezeichnet. Die Mengen ‘ 
(M/,;(t)) sind irreduzibel. Der Beweis folgt aus Satz 4, Nr. 1.20. 
2.11. Hilfssatz 4. Es sei (M (z)) = V.K.D.{G, 8}. Diese V.K.-Darstellung 
sei ausgezeichnet (Definition XIV, § 3). 8 sei einfach zusammenhangend. 
(M (z)) befinde sich in {G, 8} in allgemeiner Lage (Definition XIV, § 4). Es 


sei (z),= @ (t), eine analytische Abbildung des einfach zusammenhangenden 

Gebietes 7' in 8. Diese Substitution iiberfiihre (MN (z)) in (M’(t)). Dann ist 
(M’ (t)) in {S, T} in allgemeiner Lage. Zum Beweise vgl. Folgerung 2, Nr. 1.22, 
Nr. 2.9 und Hilfssatz 3. 


1) H. Kneser: Analytische Mannigfaltigkeiten im komplexen projektiven Raum. 
Math. Nachr. 1950, 8. 386, § 2, IV. 
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2.12. Hilfssatz5. Es sei (M(z))=V.K.D{G,8}. Jede analytische 
Menge (M_,(z)), die {4 G,, 8} schneidet, besitzt eine oder mehrere analyti- 
sche Fortsetzungen he 


Beweis. Es sei Q = {Q,z ‘jen Punkt von (M_, \{G,,\G,, 3}, der durch 
die topologische ee F nw (vel. Definition rw. § 1) onf den Punkt ©’ 
von (M_,(z)) abgebildet werde. Diese analytische Menge habe in Q’ die Prim- 
keime K,. Da Q€(M(z)) A {G, 0 G,, B} ist (vgl. Formel (2) in Defi- 
nition XIV), also Q € (M (z)) A {G,, 8} gilt, folgt aus derselben Formel, daB © 
zu wenigstens einem (IM,,(z)) gehért. Es sei Q ¢ (M,,,(z)), r=1,...,R. 
Q werde durch 7} auf den Punkt Q” abgebildet. Die Primkeime von (M,,;,(z)) 
in Q” seien Li”. Nun beachte man, daB fiir Punkte von GAG, die Orts- 
uniformisierenden u“) und wu” durch eine umkehrbar analytische Trans- 
formation zusammenhiangen. Diese transformiert die Primkeime D3” in 
Primkeime L‘;) des Punktes Q’. Da alle Punkte von (I (z)) in der ne 
von Q auf den Mengen (M,,,(z)) liegen, muB jeder Primkeim K, zu einem Prim- 
keim Ly) gehéren. Er mu8 sogar mit einem solchen identisch sein; denn wire 
K, echter Teil von L‘}’, so wire also die Dimension von L‘) groBer als die Di- 
mension von K,. Nach genau demselben Schlu8B muB L'? zu einem Prim- 
keim K’ gehéren, den eine analytische Menge (¥,;,(z)), i’ 7, in Q’ hat. Dann 
wire K, echter Teil von K’. Das ist ein Widerspruch zu der Isoliertheits- 
eigenschaft in Definition XIV § 1B. Ist also K,= LY’, so ist (M,,,(z)) ana- 
lytische Fortsetzung von (M4 (z )). 


2.13. Hilfssatz 6. Es sei (M (z)) = V.K.D.{G, 8}. Diese V.K.-Darstellung 
sei ausgezeichnet und befinde sich in {6,8} in allgemeiner Lage (vgl. Defi- 
nition XIV, §§ 3,4). Die analytische Abbildung (z),= 9 (¢), tiberfiihre (M(z)) 
in (M’ (t)) = V K.D{S, T}. Es seien 8 und 7 einfach zusammenhingend. 
Nach Nr. 2.10 sind die analytischen Mengen in der V.K.-Darstellung von 
(M’ (t)) die Mengen (Mi ,(t)), die mgr die Substitution aus den (M_,;(z)) ent- 
stehen. (M’,; (t)) besitze im Punkte Q’ = {Q, t’} € {@, \G,, T} einen Primkeim, 
der Teilmenge von (Ij; (t)) sei. Diath haben (M, Me )) und (M, ,(z)) einen ge- 
meinsamen Primkeim im Punkte Q = {Q, z’= (t )}. 


Beweis. Aus der Voraussetzung folgt, daB (2M’,;(t’)) = (22,4 (2) im Punkte 
@ ¢ GG, einen Primkeim € besitzt, der auf (RC )) = (M,(z’)) liegt. Unter 
den Primkei simen von (IM,;(z)) in Q befindet sich ein Primkeim R mit §cCR. 
Nach Hilfssatz 5 ist R Primkeim einer analytischen Menge (M,,(z)) in Q. 
Dann ist § im Durchschnitt von (M,;(z’)) und (M,,(z’)) enthalten. Die Di- 
mension von (M,,(z)) sei g. Da diese analytische Menge parametrisch von z 
abhingt, ist nach Hilfssatz 2, Nr. 1.5, die Dimension von (%M,,(z’)) @ — &. 
Der Durchschnitt von (M,,;(z’)) und (M,,(z’)) hat daher in der Umgebung 
von @¢G, die Dimension = 9 — k. Wegen der Voraussetzung iiber die all- 
gemeine Lage folgt jetzt i = s und daraus die Behauptung. 

2.14. Hilfssatz 7. Es sei (M (z)) = V.K.D{G, 8}. Diese V.K.-Darstellung 
sei ausgezeichnet und befinde sich in 8 in allgemeiner Lage; die Gebiets- 
einteilung von © sei normiert fiir das Gebiet Z C8 (vgl. Definition XIV, §§ 3, 
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4, 5). Die analytische Abbildung (z), = @ (t), bilde T in Z ab. Es seien T und § 


einfach zusammenhingend. Die Substitution iiberfiihre (M(z)) in die analyti- a 
sche Menge (MN’ (t)) = V.K.D.{G, 7}. Diese V.K.-Darstellung ist ausgezeichnet I 
und (M’ (¢)) befindet sich in {G, 7'} in allgemeiner Lage; die Gebietseinteilung ( 
von © ist normiert fiir das Gebiet 7’. 

Beweis. 1. Nehmen wir an, da die analytischen Mengen (2M,;(¢)) und \ 
(M,;(¢)) einen gemeinsamen Primkeim im Punkte Q’= {Q, t’} €{@,G,,7} ( 
haben. Nach Hilfssatz 6 haben daher (M,,(z)) und (M,,(z)) einen gemein- 
samen Primkeim im Punkte Q = {Q, 2’ = @ (t’)}, 2’ € Z. u 

2. Es seien ¢ ein beliebiger Punkt von 7 und z g(t) <«Z. Nach Defi- 
nition XIV, § 5, gibt es einen Punkt Q,¢ @,G,, derart, daB (M_,(z)) und a 
(M,,;(z)) im Punkte {Q,, Z} einen gemeinsamen Primkeim besitzen. Aus Nr. 1.9 
folgt, daB (IM’,;(¢)) und (M,(t)) einen gemeinsamen Primkeim im Punkte 
{Q,,t} haben. Das ist die Behauptung. 

2.15. Hilfssatz 8. Es sei (M(z)) =V.K.D{R, 8B}. Diese V.K.Darstellung c 
sei volistandig in R (vgl. Definition XIV, § 2). Es sei K Primkeim von (M_,(z)) Lb 
im Punkte Q = {Q, z’}. Es liege Q nicht in G,. Dann gibt es endlich viele € 
analytische Mengen (M,, i, (z)), = 1,...,4, mit folgenden Eigenschaften: e 

a) (M,, i, (2))= (M,; (z)). } 

b) K ist Primkeim von (M,,, i, (z)) und Q gehort zu Gy: 

ce) (M, ; (z)) und (M, ;  (z)) haben einen gemeinsamen Primkeim in 

a2 a+1 &+1 
einem Punkte Q, = {Q,, z*}, wobei Q, in G,, CG, liegt,a=1,...,k—1. 

Beweis. Da jeder Punkt von (%,,(z)) nach Formel (2), Definition XIV, 

zu (M (z)) gehdrt, folgt die Behauptung aus dem analytischen Zusammenhang ] 


von (2N_,(z)) (vgl. Nr. 2.3) und der vorausgesetzten Vollstandigkeit der V.K.- 
Darstellung. Die letztere bewirkt nimlich, daB ein Primkeim von (QM (z)) 
im Punkte J = {P, z} stets Primkeim einer analytischen Menge (M,,(z)) ist, 
fiir die P im Gebiet G, liegt. 

2.16. Satz 7. Es sei (M (z)) =V.K.D.{R, 8}. Diese Darstellung sei voll- ' 
standig in R (vgl. Definition XIV, §§ 1,2). Die analytischen Komponenten 
von (IM (z)) seien (IN*(z)). Sie hangen in {R, 8} parametrisch von z ab; es gilt: 
(1) (M*(z)) = V.K.D{R, 3}, a=1,2,.... | 
Die V.K.-Darstellung jeder analytischen Menge (2N*(z)) ist vollstandig in X. 
Fiir keinen Wert von « gibt es ein 6 + «, derart, daB (IN*(z)) einen Primkeim 
hat, der auf (M?* (z)) liegt. 

Beweis. Die Zerlegung von (M(z)) in die analytischen Komponenten 
kann nach Hilfssatz 8 folgendermaBen erfolgen: 

1. Es sei D,,= G,-G, leer. Dann werde keine Verbindung zwischen 
analytischen Mengen (2_,,(z)) und (IM,,;(z)) hergestellt. 

2. Es sei (M4 (z)) punktfremd zu {D,,,, B}- Dann werde (M_¢(z)) mit 
keinem (M,,(z)) verkniipft. 

3. Es sei (M,,(z)) \{D,,, 8} nicht leer. Nach Hilfssatz 5 besitzt (M_,;(z)) 
eine oder mehrere analytische Fortsetzungen (M,,(z)); mit diesen werde es 
zusammengeheftet. 
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Die beschriebene Zusammenheftung werde fiir alle Werte von jy,» und 
alle méglichen Kombinationen von Mengen (I,,;(z)), (M,,(z)) vorgenommen. 
Es entstehen so Reihen zusammengehefteter analytischer Mengen: 


(2) (M, «(2)), (M5 (2)... =1,2,.... 
Wir setzen: 
(3) (M* (z)) = (M,, «UM, 4 @)U--.%=1,2,.-. 


und zeigen, daB diese (I*(z)) die analytischen Komponenten von (M (z)) sind. 

a) Die analytischen Mengen (2N*(z)) sind zusammenhangend. Folgerung 
aus Definition XI, Nr. 2.2 und Nr. 2.3. 

b) (M*(z)) und (M* (z)), B + a, hangen nicht analytisch zusammen. 

Diese Behauptung werde indirekt bewiesen. Es gebe einen Punkt Q 

{Q, z’} € {N, 8} und in diesem Punkte einen Primkeim fc (M,,;(z)) C (M*(z)), 
der auf einem Primkeim & c (M,,(z)) < (M* (z)) liege. Nach Hilfssatz 8 diirfen 
wir annehmen, daB Q¢ GG, ist. Nach Hilfssatz 5 ist dann 8 Primkeim 
eines (M,,(z)) in {Q, z’}. Wegen der Isoliertheitsbedingung mu8 dann s = ¢ 
sein. (M,,;(z)) miiBte dann auch in (M*(z)) liegen, was nicht méglich ist. 

2.17. Satz 8. Es sei (M(z)) =V.K.D.{N,8}. B sei einfach zusammen- 
hangend. Diese V.K.-Darstellung sei: 

a) volistandig in %, 

b) ausgezeichnet, 

c) (M (z)) befinde sich in {R, 8} in allgemeiner Lage, 

d) die Gebietseinteilung sei normiert fiir das Gebiet 8 (vgl. Definition XIV, 
Nr. 2.6, §§ 1 B, 2, 3, 4, 5). 

Die analytischen Komponenten von (IM (z)) seien (M*(z)), a= 1,2,.... 

LX 

Die analytischen Mengen (IM*(z)) besitzen die Eigenschaften a), b), c) 

und d). 
II. 

Es sei: 
(1) (= 9 
eine analytische Abbildung des einfach zusammenhangenden Gebietes T' in 8- 
Diese Transformation bilde (IN (z)) auf (M’(t)) ab. Es gilt: 


(2) (M’ (t)) = V.K.D. {R, T}. 
Diese V.K.-Darstellung besitzt die Eigenschaften a), b), c) und d). Die ana- 
lytischen Komponenten von (QM (t)) seien (Ii, (t)), « = 1, 2,... . Firdiese gilt: 
(3) (Mz (t)) = V.K.D. {R, T} 


mit den Eigenschaften a), b), c) und d). 


ITI. 


Die Substitution (1) stellt eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen 
den Mengen (2, (z)) und (Mj(t)) her. Bei richtiger Verteilung der Indizes 
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entsteht (NJ (¢)) aus (M*(z)) durch die Substitution (1). Fiir keinen Wert von « 
gibt esein 6 + « derart, daB (IM; (t)) einen Primkeim besitzt, der auf (M, (t)) liegt. 

Beweis. I. Wir wenden das Verfahren in Nr. 2.16 zur Komponenten- 
zerlegung von (IN (z)) an. Danach folgen die Eigenschaften a), b), c), d) fiir 
die (M*(z)) aus den entsprechenden Eigenschaften von (IM (z)). | 

II. Die Formel (2) und die Eigenschaften a), b), c) und d) fiir (M’(#)) | 
folgen aus den Hilfssitzen 2, 3, 4 und 7. Die Gebietseinteilung von & fiir die | 
V.K.-Darstellung von (M'(t)) ist dieselbe wie bei (M(z)). Die zugehérigen 
analytischen Mengen sind die Mengen (M/;(t)), die sich aus (M,,(z)) mittels 
der Substitution (1) ergeben. Die Zerlegung von (I (#)) in die analytischen 
Komponenten kann nach dem Verfahren in Nr. 2.16 erfolgen. So ergeben sich 
(3) und die Eigenschaften a), b), c) und d) fiir die Komponenten (IM; (t)). 

III. Wir zeigen: Wenn die Zerlegungen von (IM (z)) und (M’(t)) nach dem 
Verfahren in Nr. 2.16 erfoigen, so sind (IM,,(z)) und (M,,(z)) dann und nur 
dann zusammenzuheften, wenn (M/;(¢)) und (M/;(¢)) zusammenzuheften sind. 

a) (M,,(z)) und (M,,;(z)) sind zusammenzuheften, wenn sie einen gemein- 
samen Primkeim in einem Punkte {Q, 2} € {@,\G,, 8} besitzen. Es seien t’ 
ein beliebiger Punkt aus 7' und z’ = @ (t’) €8. Wegen Eigenschaft d) gibt es 
einen Punkt {Q’, 2’} € {4 G,, 8}, indem (M,,,(z)) und (M,,(z)) einen gemein- 
samen Primkeim haben. Aus Nr. 1.9 folgt, daB (IM',;(t)) und (M},(¢)) im 
Punkte {Q’, t’} €{@,G,, T} einen gemeinsamen Primkeim haben. Es sind 
also (IN},;(t)) und (My, (t)) zusammenzuheften. 

b) Es seien (M;,;(¢)) und (Mi, (t)) zusammenzuheften. Dann haben sie 
einen gemeinsamen Primkeim im Punkte {Q, t’} € {@,,-\ G,, T}. Aus Hilfssatz 6 
folgt, daB (M,,(z)) und (M,;(z)) einen gemeinsamen Primkeim im Punkte 
{Q, z'= p(t’)} {4 G,, 8} haben. Aus der bewiesenen Behauptung folgt die 
umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den analytischen Komponenten 
von (IM (z)) und (M’ (t)), die durch die Substitution (1) hergestellt wird. Die 
letzte Behauptung des Satzes folgt unmittelbar aus Hilfssatz 6. 

2.18. Es folgt nun eine zweite Gruppe von Hilfssitzen. 

Hilfssatz 9. Es sei (M (z)) = V.K.D.{G,8}. Die Anzahl der Gebiete G, 
sei endlich. . 

a) Es seien € mit der Umgebung Z (f)C8 beliebig vorgegeben. Dann 
gibt es einen Punkt z’¢ Z (C) mit einer Umgebung 8 (z’) CZ (¢), derart, daB 
(M’ (z)) = (M (z)) A{S, B (z’)} eine ausgezeichnete V.K.-Darstellung mit dem 
V.K.D.-Gebiet {S, 8 (z’)} besitzt (vgl. Definition XIV, § 1 B, § 3). 

b) k= 1. Zu jedem Punkt z°¢§8 gibt es eine Umgebung 8 (z®), derart, 
daB jeder Punkt z’ von 8 (z®) — evtl. nur mit Ausnahme von z® — eine Um- 
gebung 8 (z’) C8 (z®) besitzt, so daB (M’(z)) eine ausgezeichnete V.K.-Dar- 
stellung mit dem V.K.D.-Gebiet {G, 8 (z’)} hat. 

Beweis. Auf jede analytische Menge (M,,(z)) wenden wir den Satz 2, 
Nr. 1.18 an, wobei B = &,, U = U,,,Z = 8 gesetzt werde. Es gibt ein Ge- 
biet § (z’) und fiir jede analytische Menge (M,,(z)) ein Gebiet Uj, mit der 
Eigenschaft : 


ut 


G, CW. CU, 
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derart, daB (M‘,;(z)) = (M4 (2) 0 QU}, B (z’)} eine ausgezeichnete V.K.-Dar- 
stellung mit dem V.K.D.-Gebiet {1),;, 8 (z’)} hat. Im Fall a) liegt 8 (z’) in Z (€); 
im Fall b) gibt es eine Umgebung 8 (z®) von z®, derart, daB 8 (z’) als Umgebung 
jedes Punktes z’ von § (z®) — evtl. jedoch mit Ausnahme von z° — gewahlt 
werden kann. Zu beachten ist noch, daB die analytischen Mengen (M/,;(z)) 
in die irreduziblen Komponenten zu zerlegen sind, um eine Darstellung gemaB 
Definition XIV, § 1 B, zu erhalten. Die Isoliertheitseigenschaft (vgl. loc. cit.) 
folgt fiir verschiedene Komponenten desselben (M‘,;(z)) aus Nr. 1.7 und fiir 
Komponenten verschiedener (M’‘,;(z)) aus der entsprechenden Eigenschaft der 
(M_4(2)). 


2.19. Hilfssatz 10. Es sei (M(z)) =V.K.D{G,8}. Die Anzahl der Ge- 
biete G,, sei endlich. 

a) Es seien € mit der Umgebung Z (¢) c 8 beliebig vorgegeben. Dann 
gibt es einen Puukt z’¢ Z (¢) mit einer Umgebung 8 (z’), derart, daB (M’ (z)) 

(M (z)) \{SG, B (z’)} eine ausgezeichnete V.K.-Darstellung mit dem V.K.D.- 

Gebiet {G, 8 (z’)} besitzt und in {G, 8 (z’)} in allgemeiner Lage ist (vgl. De- 
finition XIV, §§ 1 B, 3, 4). 

b) k= 1. Zu jedem Punkt z°¢€8 gibt es eine Umgebung § (z®), derart, 
daB jeder Punkt z’ von 8 (z°) — evtl. mit Ausnahme von z® — eine Umgebung 
8 (z’) besitzt, derart, daB (QN’(z)) eine ausgezeichnete V.K.-Darstellung mit 
dem V.K.D.-Gebiet {G, 8 (z’)} besitzt und in {G, 8 (z’)} in allgemeiner Lage ist. 

Beweis. Man wende Satz 5, Nr. 1.23, auf alle Paare von analytischen 
Mengen (M_,,(z)), (M,5(z)), i, =1,...,N,, an, wobei H = ,, D=%, ge- 
setzt werde. Bensteen wir noch Hilfssatz 9, so folgt unter Verwendung von 
Satz 6, Nr. 1.24, die Behauptung. 


2.20. Hilfssatz 11. Es sei (M (z)) = V.K.D.{R, 8}. Diese V. ~ Darstellung 
sei a) volistaindig in RN, b) kompakt (vgl. Definition XIV, §§ 1, 2, 6). Es sei 2’ 
ein beliebiger Punkt aus 8. Dann gibt es eine Umgebung 8 (z’) von z’ und 
eine Uberdeckung von ® mit Gebieten G,,: 


h 
(1) R= UG, 
w= 
(2) GC G,, 
derart, daB die Gebietseinteilung (1) von R normiert fiir das Gebiet § (z’) ist 
(vgl. Definition XIV, § 5). 


Beweis. 1. Es sei Z ein (abgeschlossener) Bereich in 8, der z’ als inneren 
Punkt enthalt. Nach Voraussetzung b) ist (IN (z)) \{N, Z} kompakt. 


2. Wir gehen von der urspriinglichen Uberdeckung von ® mit den Gebieten 


G, aus und werden sie so abindern, daB “~ — Eigenschaft vorliegt. 


Es seien D,, = G, 7G, und E,, = {D,,, Z}\(M (z)). Die Menge E,, ist abge- 
schlossen. Unter Benutzung der Aces ent in Definition XIV‘: setzen wir: 
(2) G, — ri (G,), 9,, = Fs (Dy»)s €,, Ty (Ey); 

(3) G,=T,(G,), 9,, = T, (D,,): ame = " (E,,)- 
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Es gelten: 


(4) €. C {D,,, 2} 
und wegen (5) in Definition XIV und Zc8: 
(5) €,,{U,;,8} fiir alle ¢. 


3. Mit a” werde die Menge derjenigen Punkte von €,, dezeichnet, in 
denen (M,,(z)) und T';,(M,,(z)) einen gemeinsamen Primkeim haben. ei) ist 
abgeschlossen. Es sei nimlich Q, eine Folge von Punkten von €')) mit dem 
Grenzpunkt Q¢€,,. Die Primkeime von (M_,(z)) in Q seien K,,..., K,. 
Der Punkt Q’ = 7. T/-*(Q) liegt in {U,,;,8}. Die Primkeime von (M,,(z)) in 
 seien Lj, . . ., Li. Transformieren wir diese mit der umkehrbar analytischen 
Abbildung 7}, T.-', so entstehen Primkeime JL,,..., L, in Q. Es sei U (Q) 
eine Umgebung von Q, in der alle Primkeime K, und L, kanonische Dar- 
stellungen haben. Wenn A groB genug ist, liegt Q, in U (Q). In Q, haben 
(M., (z)) und 7" (M,, (z)) einen gemeinsamen Primkeim K, der also Primkeim 
eines K, und eines L, sein wird. Nach dem in Nr. 2.7 zitierten Satze folgt 
hieraus K,= L,, d.h., Q ist Punkt von €'). 


4. Aus (4) folgt: 


(6) eu {Dy»» J}. 
Es sei: 
(7) EMD (2*) = CN A{D,,, 2%} fiir 2*€Z. 


Wir unterscheiden nun drei Fille: 

5. Fall I. Es existiere ein Punkt Q() = { P\), z’} in €%)), derart, daB_ PC? 
in®,,, liegt. Dabei sei z’ der vorgegebene Punkt von 8 (vgl. die Formulierung des 
Satzes). Dann gibt es eine Umgebung von g®: U (Q‘?) {U (PED), BED}, 
deren abgeschlossene Hiille in {9,,, Z} liegt, derart, da® fiir alle z ¢ 8''” ein 
Punkt Q = {P, Z} in U (Q“?) existiert, der zu €')) gehért. 

Zum Beweise bemerken wir, daB nach Definition V, Nr. 1.10, und Folge- 
rung 1, Nr. 1.7,der gemeinsame Primkeim K von (M,,(z)) und 7’) (M,;(z)) 
in Q') eine kanonische Darstellung besitzt, die parametrisch von z abhingt. 
Daher kénnen wir die Umgebungen U (PS) und dg so wihlen, daB K fiir 
alle z <3) Punkte in U (P)) hat und daB® auBerdem U (Q‘) in {9_,,, Z} liegt. 
Die Behauptung folgt jetzt daraus, daB jeder Primkeim von K in einem be- 
liebigen Punkte von U (QM?) gemeinsamer Primkeim von (M,, (z)) und 
T;, (M,,(z)) ist. Wir markieren uns die Umgebung U (Pt?) im Gebiet G, 
und auBerdem U (PY?) = 7’ - 1(U (P™)) in G,. 

6. Die Konstruktion und die Markierung der Umgebungen U (P*))) 
werde fiir alle méglichen Kombinationen der Werte y, v, i, j, fiir welche der 
Fall I vorliegt, durchgefiihrt. Alle diese Umgebungen liegen einschlieBlich 
Rand im Innern derjenigen Gebiete G,, fiir welche sie konstruiert sind. 

7. Fall IT. Es sei €“)(z’) leer. Dann gibt es wegen 3. eine Umgebung 
3%: von z’, derart, daB auch die Mengen €‘))(z) leer sind, wenn z ¢ 3°?) ist. 
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8. Fall JI. AuBer den Fallen I und II besteht nur noch folgende Még- 
lichkeit: Es sei €/)(2’) = {F), 2’}. Alle Punkte von FC? liegen auf dem 
Rande von 9,,. Diesen Fall werden wir durch eine Abinderung der Gebiete 
ausschlieBen. Die Menge der Randpunkte von D_,, die zugleich Randpunkte 
von G@, sind, sei B,, und die Menge der Randpunkte von D_,, die zugleich 
Randpunkte von G, sind, sei B,. Alle Randpunkte von D,, gehéren zu B, 
oder zu B,. Es seien: 


(8) T,,(B,)=%,, T,(B,) =%,, T 
Alle Punkte von 3, bzw. %, sind Randpunkte von G, bzw. G,. Alle Rand- 
punkte von 9,, liegen in B,, oder B). Es seien: 


ij) Mis) ij)_ Frid) £ 
BY ” os 1B, B . Po B,. 


*( 
uy 


(B,)=3,, T,(B,) =3,. 


’ & 


Entsprechend werden fiir das Gebiet G, definiert: 
Mji)_ 1( Rt) ‘Gd Ji) -\ OB’ ji) PUD A 
I ve T v oe F ped ), BY F vu Bin» BY’ F, F ve ’ %,. 


Zwischen diesen Mengen bestehen folgende Relationen: 


(9) BOO. TT) (BY), BO = T, To * (BO) 

‘ vu v “ py ?? vu v u uy “ 

AuBerdem gelten wegen unserer Annahme tiber F")): 

(10) FO) = BY BY) und FOO = BOY BOY 
pe uy uy vu sn ms 


9. Es sei B ein beliebiger Punkt von BS. Der Punkt P = Pe (%) liegt 
im Gebiet U,, das durch die topologische Abbildung 7’, mit Ortsuniformi- 
sierenden versehen wird. Da P € ® ist und die Gebiete G, ganz R iiberdecken, 
liegt P in einem Gebiet G,. Wir bestimmen eine Umgebung U (P) von P, 
die in U,-\G, enthalten ist. Es sei U(P) = 7,(U (P)); es gilt U(P) c U, 

T,(U,,). Wir wihlen jetzt einen Bereich V ($), die abgeschlossene Hiille 
einer Umgebung von %, mit folgenden Eigenschaften: 

a) V(B) CU (P), 

b) V(%) sei punktfremd zu den abgeschlossenen Hiillen aller im Gebiet 6, 
nach den Vorschriften in 5., 6. markierten Umgebungen U (P?)). 


Die Wahl von V(%) ist méglich, weil alle U (P=) einschlieBlich Rand 
in G,, liegen und PB ein Randpunkt von G,, ist. Jedem Punkte B ¢ BY? werde 
ein solcher Bereich V(%) zugeordnet. Von diesen geniigen endlich viele zur 
Uberdeckung von Bt), Ihre Vereinigungsmenge sei V‘!). Ferner werde 
gesetzt: 

GM) — 6, — G60 Ve. 
Auf dem Rande von G liegen keine Punkte von BY), denn diese sind ja 
innere Punkte von ve. 

10. Kommt der Fall III fiir mehrere Wertsysteme y, i, j vor, so konstru- 
ieren wir fiir jedes das Gebiet G‘)) und bilden den Durchschnitt G,, aller dieser 
Gebiete. G, hat die Eigenschaft, daB fiir jedes Wertsystem », i, j, welches 
den Fall III realisiert, der Rand von G, frei von Punkten von Bi) ist. 
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. Die Konstruktion der Gebiete ot werde nacheinander fiir alle Gebiete 
©, mrtto= 2 Setzen wir noch G, = TG, ), so haben wir eine Uberdeckung 
von ® mit den verlangten Bigenschaften, wie wir nun beweisen wollen. 

a) DaB tatsiichlich noch eine Uberdeckung von & vorliegt, ergibt sich 
aus den Konstruktionsvorschriften der G‘)) (vgl. in 9. die Bedingung a) fiir 
V (B)). 

b) Entsprechend den Definitionen in 2. bis 8. werden fiir das System G,, 
die dort fiir die Uberdeckung G, angegebenen Punktmengen konstruiert und 
zum Unterse ‘hied von diesen durch Unterstreichen gekennzeichnet. Es gelten 


dann: G,cG,, G, CG,, also D,, C C Dy und fiir die abgeschlossenen Hiillen: 
D.C D... Hie raus ergeben sich E,, - E,, und 

(11) €'') (z) C ED(2) ‘el speziell fiir z = z’: 

(12) POD ¢ PO), 


c) Wenn ein Wertsystem y, v, i, 7 bei der Uberdeckung G, den Fall I 
ergibt, so tut es das auch bei der Uberdeckung G,, denn es liegen U (Pt) in 
G, und U (PY?) in G,, (vgl.5 und die Bedingung b) fiir V($®) in 9). Daraus 
ergibt sich: U (PH) CD D,.: 

d) Wenn ein ‘Wertaystem a, v, i, 7 bei der Uberdeckung G, den Fall I 
realisiert, so auch bei der Uberdeckung G,, wie aus (11) folgt. 

e) Jetzt ergebe ein.Wertsystem y, », i,j bei der Uberdeckung G, den Fall IIT. 
Aus (7) folgt: 


(13) FP <5, 
Es seien D ein Punkt von F\?) und P = T>* (BS). Aus (13) folgt 
(14) PcD, cG,nG,. 
Wegen (12) und (10) bestehen die Maglichkeiten: 
a) Pe BY), B) ® € BX), 


Nach Konstruktion von G, ist im Fall «) $ auBerer Punkt von G, und daher 
P aiuBerer Punkt von q.. Das widerspricht (14). Im Fall £) ist der Punkt 
Q = T,T'(B) wegen 9) in BY). Nach Konstruktion von G, ist dann Q 
iuBerer Punkt von G,. Es ist also P auBerer Punkt von G,. Auch diese Fest- 
stellung widerspricht (14). Daher ist die Menge I yds leer. Nach Abanderung 
der Gebiete wird also aus Fall III der Fall IT. 

12. Bei der Uberdeckung G, treten nur die Fille I und II auf. Wir kon- 
struieren fiir alle méglichen Wertsysteme bu, ¥, i, 7 die Umgebungen von z’: 
gm. Es sei § (z’) der Durchschnitt dieser endlich vielen Umgebungen. Mit 
8 (z') und der Uberdeckung G, gilt Hilfssatz 11. Haben namlich (%M,,;(z)) 
und (%M,,(z)) im Punkte Q ¢{@,-\G,, 8 (z’)} einen gemeinsamen Primkeim, 
so realisiert das Wertsystem yp, v, i, j den Fall I. Nach 5. gibt es fiir jedes 
z €8 (z’) einen Punkt {Q,z} mit Q¢@,G,, in dem (M,,(z)) und (M,,(z)) 
einen gemeinsamen Primkeim haben. Das ist die Behauptung. 

2.21. Wir fassen die Ergebnisse der Hilfssitze 10 und 11 zusammen: 

Satz 9. Es sei (M (z)) = V.K.D.{R, 8}. Diese V.K.-Darstellung sei: 1) voll- 
staindig, 2) kompakt (vgl. Definition XIV, §§ 1 B, 2, 6). 
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a) Es seien ¢ mit der Umgebung Z (¢) C8 beliebig vorgegeben. Dann gibt 
es einen Punkt z’ € Z (¢) mit einer Umgebung 8 (z’) Cc Z (¢) und eine Gebiets- 
einteilung von %, derart, daB (IM’(z)) = (M (z)) A {R, B (z’)} eine V.K.-Dar- 
stellung mit den folgenden Eigenschaften hat: 3) Die V.K.-Darstellung ist 
ausgezeichnet. 4) (M’(z)) ist in {N, 8 (z’)} in allgemeiner Lage. 5) Die Ge- 
bietseinteilung ist normiert fiir 8 (z’) (vgl. Definition XIV, §§ 3, 4, 5). 

b) k= 1. Zu jedem Punkte z°¢€8 gibt es eine Umgebung § (2°), derart, 
daB jeder Punkt z’ von § (z°) — eventuell mit Ausnahme von z® — eine Um- 
gebung 8 (z’) besitzt, fiir welche mit einer geeigneten Gebietseinteilung von R 
die Aussage in a) zutrifft, d.h. die Eigenschaften 3), 4), 5) vorhanden sind. 

Beweis. Man beachte, daB die zur Normierung vorzunehmende Abanderung 
der Gebietseinteilung an den Eigenschaften 3), 4) nichts verdirbt (vgl. 
Formel (2) in Nr. 2.20). 

2.22. Saiz 10. Die 2+ 2 k-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit G 
sei topologisches Produkt der 2 n-dimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit 
RN und des Gebietes Z des (z),-Raumes. 

(1) G = {R, Z} (vgl. Definition XIII, Nr. 2.5). 
RN sei zusammenhiangend. 

Die analytische Menge 2% auf G werde durch ein System von h analyti- 
schen Gleichungen bestimmt (vgl. Definition XII, Nr. 2.4). Es sei A ein 
(abgeschlossener) Bereich in X%. 

a) Es seien € mit der Umgebung Z (¢)CZ beliebig vorgegeben. Dann 
gibt es einen Punkt z’¢€ Z (¢) mit einer Umgebung 8 (z’)C Z (¢) und dazu ein 
Gebiet G: 


(2) ACGCR, 
derart, daB: 
(3) (M) = (M (z)) = K.D.{G,8 (2’)} 


gilt (vgl. Definition XIV, § 1 A). 
b) k= 1. Zu jedem z’€Z gibt es eine Umgebung 8 (z’) und dazu ein Ge- 
biet G [vgl. (2)], derart, daB: M = M, UM, ist und 


(4) (M,) = (M,(2)) = K.D.{G, 8 (2’)} 


gilt, wihrend M,\{@, 8 (z’)} nur Punkte enthalt, in denen z = z’ ist. Wir 
nennen IM, eine ,,feste‘‘ Lésungsmannigfaltigkeit des analytischen Gleichungs- 
systems. 

Beweis. Wir nehmen vollstindige Induktion nach h, der Anzahl der Glei- 
chungen, vor. 

I. h=1. 1a) Es sei D,= {P,, z,} ein Punkt von G. In der Umgebung 
B(B,) = {V (P,), V (z)} von B, sei M durch die analytische Gleichung F, = 0 
definiert (vgl. Definition XII). Es gelte F,(P,z)=0 fir P¢é€V(P,). Ist 
,= {P,, z,} ein anderer Punkt von G (mit den gleichen z-Koordinaten), und 
wird M in B(P,) = {V (P,), V (z,)} durch die Gleichung F,(P,z) = 0 be- 
stimmt, so gilt fiir P €¢ V (P,): F,(P, z,) = 0. 
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Diese Behauptung ergibt sich aus dem (vorausgesetzten) Zusammenhang 
von RN und der Formel (5) in Nr. 2.4. Genau so folgt fiir den Spezialfall: 
lb) k= 1. Mit den Bezeichnungen in 1a) gelte in G (%,): 
F,(P, z) = (z — z,)*Fi (P,z), «290 ganz, 
wobei F, in G(Y,) analytisch und F; (P,z,)+ 0 ist. Dann gilt in B (%,): 
F,(P, z) = (z — z)*F¢ (P, z) 
mit demselben Exponenten a, F3 (P,z) analytisch in B (B,), Fy (P, z) = 0. 
2a) Wir wahlen den Punkt z’ in Z (C) so aus, daB z = z’ nicht zu M ge- 
hért [vgl. la)]. 

2b) k= 1. Es sei z’ ein beliebiger Punkt aus Z. Wenn z = z’ zu M ge- 
hért [vgl. la)], notieren wir z= 2’ als ,,feste‘ Lésungsmannigfaltigkeit. 
Nach 1b) gibt es jetzt einen Exponenten « > 0 mit folgender Eigenschaft: 
Wird M in der Umgebung B (,) des Punktes HB, durch die Gleichung F (P, z) 

0 bestimmt, so ist F’(P, z) = F (P, z)/(z — z’)* in G (%,) analytisch und fiir 
z=2z' nicht identisch 0. Wir definieren sodann in jeder Umgebung & (Jy) 
eine analytische Menge M, durch die Gleichung: F’(P, z) = 0. Wie man sofort 
erkennt, wird IM, im Sinne der Definition XII durch eine analytische Gleichung 
auf © bestimmt. 

3. Es seien P ein beliebiger Punkt von A und (u), ein System von Orts- 
uniformisierenden in P, welche durch die topologische Abbildung 7'p einge- 
fiihrt werden (vgl. Definition XIII, Nr. 2.5). In der Umgebung 3% ($B) 

{V (P), V (z’)} des Punktes DB = {P,z’} auf G werde M (bzw. im Falle 
k = 1: ™M,) durch die Gleichung: 

(5) F (u,z) =0 

bestimmt. Es sei U =7Tp(V (P)). Da F (u,z’)+0 ist, kénnen wir auf F 
im Punkte {O, z’} den Wererstrrassschen Vorbereitungssatz so anwenden, 
daB die eventuell nétige lineare Variablentransformation die Parameter z 
unberiihrt laBt: 


(6) (v), = Lp (u),, F = pp (v_/(v)n-1, 2) * ep ((Y)n, 2) - 
Wir wahlen eine Umgebung H des Punktes {0, z’} mit folgenden Eigenschaften : 

a) H ={W,Zp(z’)}, 

b) WCU, Zp (z')cZ(C), 

C) Pp, ep seien analytisch in H, ep+ 0 in H. 
Die Lésungen der Gleichung (5) in H sind Nullstellen von pp. Wir zerlegen 
das Polynom pp in die im Punkte {O, z’} irreduziblen Faktoren. Jeder Faktor 
bestimmt eine im Punkte {O, z’} irreduzible analytische Mannigfaltigkeit, die 
parametrisch von z abhingt. Wir ordnen ihr ein K.D.-Gebiet zu, das in H 
liegt (vgl. Definition II, Nr. 1.4). Darauf bestimmen wir eine Umgebung 
{Gp, Bp(z')} des Punktes {O, z’}, deren abgeschlossene Hiille im Innern aller 
dieser K.D.-Gebiete enthalten ist. Es sei Gp = Tp (Gp). 

4. Endlich viele Gebiete G (P,), » = 1, ..., 17, ttberdecken A. Mit 


8 (’) =NBp, (2), 


v=1 
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den Gebieten G,= G(P,) und den zugehérigen analytischen Mannigfaltig- 
keiten mit ihren K.D.-Gebieten gilt Satz 10 (im Falle A = 1). 

II. Induktionsbeweis. 1. Der Satz 10 sei fiir Gleichungsanzahlen < h — 1 
bewiesen. Auf das System der h — lersten Gleichungen wenden wir die In- 
duktionsvoraussetzung an. Es gelte also fiir seine Lésungsmenge IX(*—» (bzw. 
im Falle k = 1: M@-»): 


(7) (MAD) baw. (MEY) = K.D. {GA-Y, BEd}, 
(8) ACGD CR. 
Es sei gemaiB Definition XIV: G-) = UG“-". In jedem Gebiet a 1) be- 
a 
stimmen wir einen Bereich B,, so daB noch: 
(9) ACUB,, G?-)>B,. 
A 


S sei ein Bereich in 3(*~ ; falls k = 1 ist, enthalte S den vorgegebenen Punkt 2’ 
im Innern. Wir diirfen annehmen, daB { B,, S} zu einem Gebiet B, = {V,, Z,} 
auf © gehért, in dem nach Definition XII die analytische Menge M = M™ 
durch ein System von h analytischen Gleichungen: 


(10) F,(P,z) =0, ry ee 
gegeben wird. Mit den Bezeichnungen in Definition XIV setzen wir: 

(11) B,=7,(B,), W,=T7, (V;). 

Es seien (M,,), i= 1,,..., N,, die zu G?~” gehérigen Teilmannigfaltigkeiten 


von (MN) (bzw. can” )). Sie lésen die h — 1 ersten Gleichungen von (10). 
Falls N,= 0 ist, besitzen die Gleichungen (10) keine Lésung in { B,, S} (auBer 
evtl. im Falle k = 1 Lésungen mit z = 2’, die zu einer festen Lésungsmenge 
von (W*-») gehéren). Wir setzen von jetzt an N,> 0 voraus. Ist {U,,,R0—} 
das K.D.-Gebiet von (M,;), so gelten nach Definition XIV und Definition V: 


(12) B,cGP-YcU,CW,, 

(13) (M,;) = Ti (My), 6 = LL. «00 Mai 
(14) (xz), = L(u),, (My) = K.D.[z,4, ..-, Z—l(Z),, 2]; 

(15) X=L(Uy), X={XM, Xl}, 

X( Gebiet im (x),-Raum, X("-*) Gebiet im {x,,,, . .., %,}-Raum (vgl. Defi- 


nition V). 
2. Wir ziehen die h-Gleichung heran: 


(16) F,(z,z) =0, 


und suchen die Lésungen von (16) auf (M,,) \{%,, S} = D,;. 

3. 1. Fall. F,, verschwindet identisch auf (M,,;). Dann ist (M,,) Lésungs- 
menge von (10). 

4. 2. Fall. F,+ 0 auf (M,,). Die Norm N,,((x),, z) von F, beziiglich M,, 
ist analytisch in {X),8-»}. Die Lésungen von (16) auf D,, sind Nullstel- 
len von N,,. 

5. Diese Normfunktion werde fiir jede analytische Mannigfaltigkeit in der 
K.-Darstellung von (*-») (bzw. (M-)) gebildet. 

Math. Ann. 128, 3 
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6a) Wir wahlen z’ in S so aus, daB keine Normfunktion fiir z = z’ identisch 
verschwindet. 

6b) k= 1. Falls N,, fiir z = z’ identisch 0 ist, erhalten wir aus D,, mittels 
z=z' endlich viele Lésungsmannigfaltigkeiten von (10), die als_,,feste‘ 
Lésungsmannigfaltigkeiten zu bezeichnen sind. Wir dividieren dann N,, 
durch eine passende Potenz von z — z’, so daB der Quotient N%4; analytisch 
und + 0 ist fiir z = 2’. 

7. Es seien P = u® ein beliebiger Punkt von G, und Q = {P, z’}. Es gelte 


(17) Q«(M,,), po l,..««ie- 
{2*(Q) sei eine Umgebung von Q, die punktfremd zu den (M,,) mit i + i,. 
r=1,...,Rp ist. Nach Hilfssatz 1, Nr. 1.5 zerfallt M,,, in Q (eventuell) 
in mehrere irreduzible Bestandteile N,, die in Q kanonische Darstellungen mit 
den gleichen Variablen wie M,,_ in (14) besitzen: 


(18) (yn = L(u—w%),, (N,) = K.D. (yu, - - -, Yn! (Y)q> 2] - 
Es seien {£, 8} ein K.D.-Gebiet von (%,) und: 
(19) Y=L(S), Y={Y), Y(*-)) (vgl. Definition V). 


Dann ist z’€8. Es sei Q’ der Punkt {(y),= (0),, z’}. Wir unterscheiden drei 
Fille: 

A) N,,= 0 (vgl. 3.). Dann werde N, das Gebiet 2,= {£,8} zugeordnet. 

B) N,, (bzw. bei k = 1: N},) + 0 in Q’. Dann sei { Y{’, 8,} eine Umgebung 
von Q’, in deren abgeschlossener Hiille N,,; (bzw. Nj;)+ 0 ist. Wir setzen 
Y’= {Y\”, ¥Yi"-} [vgl. (19)] und ordnen N, das Gebiet 2, = {L~'(Y’), 8,} zu. 

C) N,, (bzw. bei k = 1: N4;) = 0 in Q’. Auf N,, (bzw. N4;) wenden wir im 
Punkte Q’ den Wererstrassschen Vorbereitungssatz an. Vorher ist evtl. eine 
lineare Transformation der Variablen nétig, die im vorliegenden Fall so be- 
stimmt werden kann, daB sie nur die Variablen (y), und nicht die Parameter z 
beriihrt, weil naimlich N,, (bzw. Nj,) fiir z = z’ nicht identisch verschwindet. 
Wir wollen jedoch fiir die neuen Variablen keine neuen Bezeichnungen ein- 
fiihren. Die Nullstellen von N,, (bzw. Nj;) in der Umgebung von Q’ werden 
durch eine ganz algebroide Gleichung in y,: 


(20) P (¥o/(Y).-1, 2) = 9 

bestimmt. Wir zerlegen p in die in Q’ irreduziblen Faktoren. Auf jeden Faktor 
und %, wenden wir den Hilfssatz 2, Nr. 1.5 an und erhalten das Ergebnis: 
Fiir die Lésungen von (20) auf N, gibt es endlich viele, im Punkte Q 
irreduzible, analytische Mannigfaltigkeiten: Qf, die K.-Darstellungen: 

(21) (y)n= L(u—u),, (Qf) = K.D.[y,, - - -, Ynl(¥)o—» 2] 

besitzen. Es sei 2, = {U*, 8*} K.D.-Gebiet aller QF, derart, daB die Lésungen 
von (20) auf N, 2, auf den Mannigfaltigkeiten OF liegen. Zu beachten ist 
nun, daB nicht alle Q¥-Lésungen von (16) auf N, zu sein brauchen. Diejenigen, 
die es nicht sind, lassen wir fort, so daB die iibrigen alle Lésungen von (16) auf 
N, -\ Q, enthalten (vgl. Oscoon, Lb. II, 1, 8. 99 u. 101). Wir ordnen %, das 
Gebiet Q, zu. 
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8. Die Konstruktion der Gebiete Q, werde fiir alle N, und fiir jede Mannig- 
faltigkeit (M,,), r=1,...,Rp, ausgefiihrt. Wir bestimmen Umgebungen 
U (P) von P und $p(z’) von 2’, derart, daB: 

a) {U (P), Bp(2')} C Q*(Q) (vgl. 7.), 

b) {U (P), B8p(z’)} in allen Gebieten Q, liegt, die in 7. bestimmt sind. 

Endlich viele Gebiete U,,= U (P,), vy = 1, . . ., m,, tiberdecken B,. Es sei: 

“_ 


(22) 8, (2) = NBp, (2). 
v=l 


Fiir jeden Wert von A werde so eine Umgebung von z’ : §,(z’) bestimmt. Im 
Durchschnitt aller dieser Umgebungen sei die Umgebung von z’ 8(”) = § (z’) 
enthalten. 

9. Ist jetzt QF wie in 7. eine Lésungsmannigfaltigkeit von (10), so werde 
ihr das K.D.Gebiet: {11*, 8 (z’)} (vgl. 7.) zugeordnet. Mit 8 (z’), den Gebieten 
G® = T>' (U,,), den zugehérigen Mannigfaltigkeiten Qf mit ihren K.D.-Ge- 
bieten und mit: 

(23) G=G"= UG, ACG [vgl. (9) und 8.], 

Ae 
gilt Satz 10. Im Falle k = 1 kénnen auBer den in 7. beschriebenen Lésungs- 
mannigfaltigkeiten noch endlich viele feste Lésungsmannigfaltigkeiten vor- 
kommen (vgl. 6b). 


§ 3. Die Fasergesamtheit einer meromorphen Abbildung. 


3.1. Wir stellen einen bekannten Satz an den Anfang: 

Hilfssatz 1. Wenn die Potenzreihen p und q in der Umgebung von O kon- 
vergieren und in 0 teilerfremd sind, gibt es eine Umgebung U (OQ), derart, daB 
die direkten analytischen Fortsetzungen von p und q in jedem Punkte von 
U (O) teilerfremd sind. 

Zum Beweise vgl. Strecet, Analytic functions of several complex variables, 
S. 9. 

3.2 Definition XV. Es sei R eine 2n-dimensionale komplexe Mannig- 
faltigkeit (vgl. Definition X, Nr. 2.1). 

A. Unter den folgenden Bedingungen heiBe die Funktion {(P) meromorph 
auf X: 

a) Zu jedem Punkte Q €R gebe es eine Umgebung U (Q) von Q, in der 
}(P) eine meromorphe Funktion der Ortsuniformisierenden (u),, von U (Q) ist. 
(1) z= p(u)/q(u); p(u), q (uv) analytisch in U =T (U (Q)). 

Hierbei ist 7 die topologische Abbildung, welche die Ortsuniformisierenden 
einfiihrt. 

a’) Die Umgebung U (Q) und die Darstellung (1) kénnen so gewahlt 
werden, da8B p und q in allen Punkten von 2 teilerfremd sind (vgl. Hilfssatz 1, 
Nr. 3.1). 

b) Sind P, und P, Punkte von &, derart, daB die ihnen nach a) zugeord- 
neten Umgebungen U (P,) und U (P,) einander schneiden, so besteht im 
Durchschnitt D = U (P,)7-\U (P,) nach Definition X zwischen den lokalen 

3* 
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Parametern u™ von U (P,) und uw) von U (P,) eine umkehrbar eindeutige 
analytische Transformation: u() = ® (u‘®)). Die Darstellungen von f in U (P,) 
baw. U (P,) seien: f = p,(u)/q,(u) baw. f = p,(wi)/q,(ul®). Dann gelte 
in T',(D): 
(2) P, (D (ul?) gy (ul?) = py (ul) g, (D (ul®)) . 

b’) Wahlen wir U (P,) und U (P,) wie in a’) angegeben, so gelten in D: 
(3) P, (PD (ul) = e (ul) - po(ul), gy (PD (ul®)) = e (wl) - gy (ul) , 
wobei e (u(*)) in 7',(D) analytisch und + 0 ist. 

B. Es sei ein System von & Funktionen: 
(4) z,= f;(P), j=-1,...,k, 
gegeben, die auf R meromorph sind. Die durch diese Funktionen bewirkte 
Abbildung von & in den k-dimensionalen Raum der Funktionentheorie werde 
,meromorphe Abbildung A, von R* genannt. Wir definieren auf G = {R, Z} 
[Z ein beliebiges (endliches) Gebiet des (z),-Raumes] ein Gleichungssystem 
gemaB Definition XII, Nr. 2.4. Sind P ein Punkt von &, (x), ein System von 
Ortsuniformisierenden von P, U (P) eine Umgebung von P, die fiir alle Funk- 
tionen /; die Eigenschaft a’) hat, so setzen wir in T'(U (P)) die Gleichungen: 


(5) q;(u) z;— p;(u) = 0, gm i,...8, 


P;, 4 analytisch und teilerfremd in 7'(U (P)). Wegen (3) bestehen die Rela- 
tionen (5) von Definition XII. Durch das Gleichungssystem (5) wird eine 
analytische Menge auf R bestimmt; wir bezeichnen sie als ,,analytische Menge 
der meromorphen Abbildung A,“. 

C. Der Punkt P von & heiBe Unbestimmtheitspunkt der meromorphen 


Abbildung A,, wenn eine Abbildungsfunktion f; in der Umgebung von P 
eine Darstellung durch Ortsuniformisierende [wie in a)]: 


(6) fi(u) = p,;(u)/q,(u) 
mit der Eigenschaft a’) hat und wenn: 
(7) p;(O) = q;(0) = 0 (O = Parameterpunkt von P) 


gelten. Sind P ein Punkt von &, (u) ein System von Ortsuniformisierenden 
von P, U (P) eine Umgebung von P, die fiir alle Funktionen f; die Eigenschaft 
a’) hat, so setzen wir in 7'(U (P)) die Gleichungen: 

(8) p;(u) = 0, g;(u) = 0. 

Fiir jeden Wert von j, j = 1,..., &, ist das ein Gleichungssystem auf ® ge- 
maB Definition XII. Die Relationen (5) in Definition XII sind wegen (3) 
erfiillt. Die Gleichungen (8) bestimmen auf ® eine analytische Menge Q%,, 
die als Menge der Unbestimmtheitspunkte von z; zu bezeichnen ist. Die 
Menge der Unbestimmtheitspunkte von A, auf % ist die Vereinigungsmenge: 
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3.3. Hilfssatz 2. Es sei A, eine meromorphe Abbildung der 2 n-dimensio- 
nalen komplexen Mannigfaltigkeit RX. M sei eine analytisch zusammenhangende 
analytische Menge auf G = {R, Z} (Z ein beliebiges Gebiet im (z),-Raum). 
M besitze im Punkte P einen Primkeim K (P), der aus Unbestimmtheits- 
punkten von A, besteht. Dann sind alle Punkte von M Unbestimmtheits- 
punkte von A,. 

Beweis. Bestehen die Gleichungen (8), Nr. 3.2, auf K (P), so bleiben diese 
Relationen wegen (3), Nr. 3.2, bei analytischer Fortsetzung von K (P) er- 
halten. 

3.4. Definition XVI. A. Es sei ® eine 2 n-dimensionale komplexe Mannig- 
faltigkeit; A, sei eine meromorphe Abbildung von R. M sei die analytische 
Menge von A, (vgl. die Definition XV, Nr. 3.2). 8 sei ein Gebiet des (z),- 
Raumes. Es gelte auf {R, 8}: 


(1) (M) = Mr {R, B} = (M (z)) = V.K D{R, 8}, 


(vgl. Definition XIV, Nr. 2.6). Diese V.K.-Darstellung ist vollstandig auf X. 
Wenn X kompakt ist, ist sie auch kompakt (vgl. Definition XIV, §§ 2 und6). 
Zerlegen wir (IN (z)) nach Satz 7, Nr. 2.16, in die analytisch zusammenhangenden 
Komponenten, so besitzt keine von diesen einen Primkeim, der auf einer an- 
deren Komponente liegt. Jede Komponente von (2 (z)), die nicht zu der 
Menge der Unbestimmtheitspunkte von A, (vgl. Definition XV C) gehért, 
heiBe ,,Fasermannigfaltigkeit’‘ des Gebietes 8. 

B. Ein Punkt z’ des (z),-Raumes heiBe ,,regulir‘ fiir die Abbildung A,, 


wenn er eine einfach zusammenhangende Umgebung 8 (z’) mit folgenden Eigen- 
schaften hat: 


* (M) = MAB (z’) = (M (z)) = V.K.D{R, 8 (z’)}. 


b) Es gebe wenigstens eine Fasermannigfaltigkeit des Gebietes 8 (z’) 
c) Ist (M,(z)) eine Fasermannigfaltigkeit des Gebietes 8 (z’), so gelte: 
(M, (z)) = V.K.D{R, 8 (z’)}. 
Diese V.K.-Darstellung habe folgende Eigenschaften (vgl. Definition XIV, 
§§ 3, 4, 5). 
1. Sie sei ausgezeichnet. 
2. (M,_(z)) befinde sich in 8 (z’) in allgemeiner Lage. 
3. Die Gebietseinteilung von ® sei normiert fiir das Gebiet 8 (z’). 
AuBerdem gelte: 
4. Bei jeder Spezialisierung z = z*¢§ (z’) entstehe aus (IM, (z)) die ana- 


lytische Menge (M,(z*)), die nicht aus Unbestimmtheitspunkten von A, 
besteht. 


Man beachte, daB die Bedingung c) fiir alle Fasermannigfaltigkeiten des 
Gebietes § (z’) erfiillt sein muB. Die Fasermannigfaltigkeiten des regulairen 
Punktes z’ seien die Fasermannigfaltigkeiten des Gebietes § (z’) (vgl. A). 

3.5. Folgerung 1. Der Punkt z’ sei regular fiir die meromorphe Abbildung 


A, von ®. Dann gibt es eine Umgebung von z’, die lauter regulire Punkte 
von A, enthilt. 
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Beweis. Die in Definition XVI B vorkommende Umgebung 8 (z’) besteht 
aus reguliren Punkten von A,. Ist namlich z €8 (z’), so ordnen wir z eine 
einfach zusammenhingende Umgebung § (z) C8 (z’) zu; diese erfiillt die Be- 
dingungen a), b), c), wie aus Satz 8, Nr. 2.17, folgt, den man auf die identische 
Abbildung von 8 (z) in § (z’) anwende. 

Folgerung 2. Es sei R eine kompakte 2 n-dimensionale komplexe Mannig- 
faltigkeit. A, sei eine meromorphe Abbildung von %. Es sei Z ein Gebiet des 
z-Raumes mit einer Fasermannigfaltigkeit. Es sei €¢ mit der Umgebung 
Z(¢)CZ beliebig vorgegeben. Z (Cf) enthalt einen reguliren Punkt von A,. 

Beweis. Nach Definition XVI A gilt fiir die analytische Menge M von A,: 
(M (z)) = Mr {R, Z} =V.K.D{AR, Z}, wobei diese V.K.-Darstellung voll- 
stindig in R und kompakt ist. Nach Satz 9, Nr. 2.21, gibt es ein Gebiet 8 in Z, 
derart, daB die V.K.-Darstellung von (IM’(z)) = Mn{R, 8} = V.K.D{R, 8} 
die Bedingungen 1., 2. und 3. in Definition XVI B erfillt. Wir zerlegen 
(MN’(z)) in die analytischen Komponenten (vgl. Satz 7, Nr. 2.16). Diejenigen 
unter diesen analytischen Mengen, die nicht aus Unbestimmtheitspunkten 
von A, bestehen, seien (IN‘, (z)). Es gibt wenigstens eine solche, weil zum 
Gebiet Z nach Voraussetzung eine Fasermannigfaltigkeit gehért. Wir wahlen 
einen Punkt z’€8 so aus, daB die nach Satz 8, Nr. 2.17 (angewandt auf die 
Substitution z= 2’), analytisch zusammenhingenden Mengen (2M, (z’)) nicht 
aus Unbestimmtheitspunkten von A, bestehen. Dieser Punkt 2’ ist ein regu- 
larer Punkt von A,. 
die Sonderrolle des Spezialfalles k = 1 erkennen. Der Kern der vom Verf. 
entwickelten Methode der meromorphen Abbildungen besteht darin, dieses 
Ergebnis auszunutzen. Das geschieht folgendermaBen: 

Es sei z’ ein beliebiger (endlicher) Punkt des z-Raumes. Durch diesen 
Punkt legen wir ein Biischel von analytischen Ebenen hindurch: 


(E) z= 2z3+tC;, Gu l,.. 5h 
Abgekiirzt schreiben wir diese Transformation: 
(1) z=2'+tC. 


Dabei sei t die Koordinate auf der Ebene; £ 
der Ebene festlegen. 


,; sind Konstanten, welche die Lage 


3.7. Definition XVII. A. Es sei RN eine 2n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit. A, sei eine meromorphe Abbildung von %. In das zu A, 
gehorige Gleichungssystem (5), Nr. 3.2, setzen wir die Parameterdarstellung 
(E), Nr. 3.6, ein: 

(1) q;(u) (z; + tf) — p;(u) = 0, Gud... 8. 
Um auch den unendlich fernen Punkt der t-Ebene zu erfassen, setzen wir 
t = 1/t’ in das System (1) ein und erhalten nach Multiplikation mit ¢’: 


(2) (45 (te) 25 — py(u)) t+ qy(u) C,= 0, j=1,..,k. 


Die Systeme (1) und (2) bestimmen analytische Mengen 2 auf {R, 7}, 7’ ein 
beliebiges Gebiet auf der t-Ebene (vgl. Definition XII, Nr. 2.4). 
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B. Es sei 7' ein Gebiet der t- (oder ¢’'))-Ebene. Es sei = , U W,. 
Auf %, sei ¢ konstant, d. h. also %, sei eine feste Lésungsmenge des Systems (1) 
| bzw. (2)}]') im Sinne der Definition in Satz 10, Nr. 2.22. Fir , gelte: 


(3) (2B,) = WA {R, T} = (W, (t)) = V.K.D{R, 7}, 


(vgl. Definition XIV, Nr. 2.6). Diese V.K.-Darstellung ist vollstandig auf %; 
wenn R kompakt ist, ist sie auch kompakt (vgl. Definition XIV, §§ 2 und 6). 
Jede analytisch zusammenhingende Komponente von (%,), die nicht zur 
Menge der Unbestimmtheitspunkte von A, gehért (Definition XV, Nr. 3.2), 
heiBe Fasermannigfaltigkeit des Gebietes 7’. 

C. Ein Punkt ¢* der t-Ebene heiBe ,,regulir‘ fiir die Abbildung A,, wenn 
er eine einfach zusammenhingende Umgebung 7'(t*) mit folgenden Eigen- 
schaften hat: Ist (W,(t)) eine Fasermannigfaltigkeit des Gebietes T' (t*), 
so gelte: 

(WB, (t)) = V.K.D{R, T (t*)}. 
Diese V.K.-Darstellung habe folgende Eigenschaften (vgl. Definition XIV, 
§§ 3, 4, 5). 

1. Sie sei ausgezeichnet. 

2. (WD, (t)) befinde sich in {N, 7'(¢*)} in allgemeiner Lage. 

3. Die Gebietseinteilung von X sei normiert fiir das Gebiet 7’ (t*). 

4. Bei jeder Spezialisierung t =t¢ 7' (t*) entstehe aus (9, (t)) eine (wegen 
Satz 8) analytisch zusammenhingende Menge (,(#)), die nicht aus Un- 
bestimmtheitspunkten von A, besteht. Diese Eigenschaften sollen alle Faser- 
mannigfaltigkeiten von 7'(¢*) besitzen. Unter den Fasermannigfaltigkeiten des 
reguliren Punktes ¢* verstehen wir die Fasermannigfaltigkeiten eines Gebietes 
T (t*) mit den erklarten Eigenschaften. 

D. Jeder Punkt der t-Ebene, der nicht regular fiir A, ist, heiBe ,,singuiar“. 

Bemerkung. Man beachte, daB zum Unterschied zu Definition XVI die 
Existenz einer Fasermannigfaltigkeit fiir einen reguliren Punkt nicht ge- 
fordert wird. 

3.8. Folgerung. Der Punkt ¢* sei regular fiir die meromorphe Abbildung 
A, von R. Dann gibt es eine Umgebung von ?*, die lauter regulire Punkte 
von A, enthalt. Beweis wie in Nr. 3.5. 

3.9. Hilfssatz 3. Es sei N eine kompakte 2n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit. A, sei eine meromorphe Abbildung von ®. (E) sei eine 
Ebene durch den Punkt z’ (vgl. Nr. 3.6). Um jeden Punkt ¢ der Ebene gibt 
es eine Umgebung 7’ (¢), in der — evtl. mit Ausnahme von ¢ — nur regulire 
Punkte von A, liegen. 

Beweis. 1. Es sei T, eine Umgebung von ¢. Auf das analytische Glei- 
chungssystem (1), Nr. 3.7 [bzw. bei t = oo: auf das System (2)], wende man 
Satz 10 fir k= 1 mit A= an. Es gibt eine Umgebung 7,,(¢)C 7, von ¢, 
so daB 3 = W, U W, ist, auf W, ¢ = ¢ gilt und fur W,: 

(1) (;,) lig W, f {R, T,(t)} as (WB, (t)) = V.K.D{R, T,(t)} 


1) Diesen Zusatz lassen wir im folgenden weg. 
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ist. Die analytische Menge (%,) ist vollstandig auf R und kompakt (vgl. De- 
finition XIV, §§ 2 und 6). 

2. Wir zerlegen (I, (¢)) in die analytischen Komponenten (vgl. Satz 7, 
Nr. 2.16). Diejenigen unter diesen, die nicht aus lauter Unbestimmtheits- 


punkten von A, bestehen, seien: ({B*(¢)), « = 1,..., A. Es kann auch A = 0) 
sein. Dann gelten nach Satz 7: 
(2) (W*(t)) = V.K.D{R, 7, (#)}, a=1,...,A. 


Diese V.K.-Darstellungen sind vollstindig und kompakt. 

3. Die Anwendung von Satz 9, Nr. 2.21, auf die analytischen Mengen 
(W*(t)) liefert das Ergebnis: Es gibt eine Umgebung 7',(¢)< 7,(t#) von f, 
derart, daB jeder Punkt t* von 7',(¢) —evtl. mit Ausnahme von ¢ — eine ein- 
fach zusammenhingende Umgebung 7'(t*) mit folgenden Eigenschaften hat: 

a) (Wi (t)) = V.K.D{R, T (t*)}; 

b) diese V.K.-Darstellung ist vollstandig und kompakt, 

c) sie ist ausgezeichnet, 

d) (QWs, (t)) ist in {N, 7’ (¢*)} in allgemeiner Lage, 

e) die Gebietseinteilung von X ist normiert fiir das Gebiet 7' (t*). 

Diese Bedingungen sollen zugleich fiir alle « gelten. 

4. Wir miissen noch Bedingung 4. in Definition XVII C erfiillen. Es sei 
(W_,;(¢)) eine zum Gebiet G, gehérende analytische Menge, die im Sinne von 
Definition XIV Baustein einer der analytischen Mengen (I*(t)) ist. Da 
(2*(t)) und also auch (%,,(¢)) nicht aus lauter Unbestimmtheitspunkten 
von A, bestehen, verschwinden auf (W ,,,(t)) fiir keinen Wert vonj,j = 1, . . ., k, 
gleichzeitig p,;(u) und q,(u)) (uw Ortsuniformisierende von G,) identisch. 
Es sei etwa p,(u) = 0 auf (W,,(t)). Dann ist die Norm von p; beziiglich 
(W,;(t)) = 0. Daher gibt es eine Umgebung T°?) (t) von #, so daB diese Norm 
auBer evtl. fiir t = ¢ bei keiner weiteren Spezialisierung t = f* ¢ T°) (t) identisch 
null wird. Fiir diese ¢* verschwindet dann p; auf keinem Primkeim von 
(W_,(t*)) identisch. Es sei T;(t) der Durchschnitt aller Gebiete T(t), ge- 
bildet fiir die analytischen Mengen (%,,,(¢)), die an den Mengen (I*(t)) be- 
teiligt sind, und fiir alle 7,7 = 1,..., k. 

5. Wir setzen 7' (t) = 7’, (¢) -\ 7,(t). Fir t* aus T (t) ist auch Bedingung 4. 
in Definition XVII C erfiillt. 

3.10. Der obige Beweis liefert ein weiteres Ergebnis, das nach einer Er- 
gainzung der Definition XVII formuliert werde. 

Erginzung zu Definition XVII, Nr. 3.7. 

E. Es werden die Bezeichnungen von Definition XVII verwendet. Es 
sei (* ein singulirer Punkt der Abbildung A,. 7' (¢*) sei eine Umgebung von ¢*, 
die auBer ¢* nur regulaire Punkte von A, enthialt (vgl. Hilfssatz 3). Wir nennen 
die Fasermannigfaltigkeiten des Gebietes 7'(t*) (vgl. Definition XVII B) 
Fasermannigfaltigkeiten des singuliren Punktes ¢*. 

3.11. Hilfssatz 4. Es sei R eine kompakte 2n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit. A, sei eine meromorphe Abbildung von %, (E) sei eine Ebene 
durch den Punkt z’ (vgl. Nr. 3.6). Es sei ¢* ein singulirer Punkt auf (E). 
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a) t* besitzt eine Fasermannigfaltigkeit. 


b) Es sei (QD (t)) eine Fasermannigfaltigkeit von ¢*, und zwar gelte: 
(1) (W (t)) = V.K.D.{R, T (t*)}, 
wobei nach der in Nr. 3.10 formulierten Erginzung zu Definition XVII 
T (t*) — ¢* nur regulire Punkte von A, enthalte. Fiir jeden Punkt ¢ € 7' (¢*) — 
t* gibt es eine Umgebung € (#), derart, daB die analytischen Komponenten 
von: 
(2) (W’ (t)) = WW) A{R, F (¢)} 
Fasermannigfaltigkeiten von ¢ sind. 

Beweis. Man schlieBe wie in Nr. 3.9 und beachte, daB die dort A genannte 
Zahl im vorliegenden Fall + 0 ist, wie trivialerweise aus Definition XVII C 
folgt (vgl. die Bemerkung in Nr. 3.7). 

3.12. Durch Anwendung des Hetne-Boretschen Uberdeckungssatzes auf 
die Ebene (E) ergibt sich folgender Satz: 

Hilfssatz 5. Es sei R eine kompakte 2 n-dimensionale komplexe Mannig- 
faltigkeit. A, sei eine meromorphe Abbildung von %. (E) sei eine Ebene durch 
den Punkt 2’ (vg!. Nr. 3.6). Es gibt auf (E) nur endlich viele singulire Punkte. 

3.13. Hilfssatz 6. Es sei R eine kompakte 2 n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit. A, sei eine meromorphe Abbildung von. (E) sei eine Ebene 
durch den Punkt z’ (vgl. Nr. 3.6). Es seien ¢, und ¢, regulire Punkte von A,, 
so daB® die ihnen gemi8B Definition XVII C zugeordneten Umgebungen 7'(t,) 
und 7'(t,) einen nichtleeren Durchschnitt D (t,,t,) haben. Es sei D (t,, t,) 
einfach zusammenhangend. Die Fasermannigfaltigkeiten von t, seien (Qf (t)), 


a=1,...,J N,, N,=0. Die Fasermannigfaltigkeiten von ¢, seien (238 (t)), 
B=1,...,N,, N,=0. Dann ist N,= N, und bei geeigneter Verteilung der 
Indizes gilt: 

(1) (WF (t)) A{R, D (h, te)} = (WE (H) AR, D(t,, t.)}, a= 1,...,. My= Ny. 


Beweis. 1. Die Anwendung von Satz 8, Nr. 2.17, auf die identische Ab- 
bildung von D (t,,t,) in T'(t,) liefert folgendes Ergebnis: Die analytischen 
Mengen (QF (¢t)) \{N, D (t,, t,)} sind zusammenhangend; keine von ihnen be- 
sitzt einen Primkeim, der auf einer anderen Menge der Reihe liegt, und keine 
liegt in der Menge der Unbestimmtheitspunkte von A,. Es sind daher diese 
Mengen die Fasermannigfaltigkeiten des Gebietes D (t,, t,). 

2. Aus dem gleichen Grunde sind auch die analytischen Mengen (2B§(t)) 

{N, D (t,, t.)} die Fasermannigfaltigkeiten von D (t,, t,). Daraus folgt (1). 

3.14. Hilfssatz 7. Es sei R eine kompakte 2n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit. A, sei eine meromorphe Abbildung von ®. (£) sei eine 
Ebene durch den Punkt z’ (vgl. 3.6). Es seien ¢, und ¢, regulire Punkte von A,. 
y sei eine Kurve, die ¢, mit ¢, verbindet und nur regulaére Punkte von A, 
enthalt. Dann kann jede Fasermannigfaltigkeit des Punktes ¢, eindeutig 
lings y analytisch fortgesetzt werden. Durch dieses Verfahren wird eine 
Fasermannigfaltigkeit des reguliren Punktes ¢, erhalten. Die singuliren 
Punkte von A, spielen bei diesen Fortsetzungen die Rolle von Verzweigungs- 
punkten, d. h. setzen wir eine Fasermannigfaltigkeit des reguliren Punktes ¢, 
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auf einem geschlossenen Wege analytisch fort, der einen singuliren Punkt 
umkreist, so kommen wir in ¢, evtl. mit einer von der Ausgangsmenge ver- 
schiedenen Fasermannigfaltigkeit an. 

Beweis. Unmittelbare Folgerung aus Hilfssatz 6. Die Hilfssiitze 7 und 4 
zeigen, daB die Fasermannigfaltigkeiten der Punkte einer Ebene (2) wie die 
Zweige einer algebraischen Funktion zusammenhangen. 

3.15. Hilfssatz 8. Es sei R eine kompakte 2 n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit. A, sei eine meromorphe Abbildung von %. Es sei z’ ein 
regularer Punkt von A, (vgl. Definition XVI B, Nr. 3.4). (E) sei eine Ebene 
durch den Punkt z’ (vgl. Nr. 3.6). Der Punkt ¢ = 0 ist regularer Punkt von A, 
auf (Z) (vgl. Definition XVII C, Nr. 3.7). Die Fasermannigfaltigkeiten von 
t= 0 werden aus den Fasermannigfaltigkeiten des Punktes z’ durch Ein- 
setzen der Parameterdarstellung von (Z) [vgl. Nr. 3.6 (1)] erhalten. 

Beweis. Wir bestimmen eine einfachzusammenhangende Umgebung 7'(0) 
des Punktes t = 0 auf (2) so, daB fiir ¢ €7' (0) der Punkt z = 2'+ ¢€ in 8 (z’) 
liegt. (Zur Definition von 8 (z’) vgl. Definition XVI B.) Dann wenden wir 
auf (M (z)) = Mr {R, B (z’)} und die Abbildung (1), Nr. 3.6, den Satz 8, Nr. 2.17, 
an. Aus diesem Satz und den Definitionen XVI B und XVII C folgt, daB jede 
Fasermannigfaltigkeit von z’ durch die Substitution in eine Fasermannig- 
faltigkeit von ¢ = 0 auf (Z#) iiberfiihrt wird, und auch, daB jede Fasermannig- 
faltigkeit von t = 0 so erhalten wird. 

3.16. Definition XVIII. Es sei R eine kompakte 2 n-dimensionale kom- 
plexe Mannigfaltigkeit. A, sei eine meromorphe Abbildung von R. Es gebe 
ein Gebiet des z-Raumes mit Fasermannigfaltigkeit (vgl. Definition XVI A 
Nr. 3.4). Es sei z’ ein regularer Punkt von A, (vgl. Definition XVI B und Fol- 
gerung 2, Nr. 3.5). Durch den Punkt z’ legen wir ein Biischel von analyti- 
schen Ebenen hindurch. Den Punkten der Ebenen dieses Biischels werden 
Fasermannigfaltigkeiten zugeordnet (vgl. Definition XVII, Nr. 3.7 und 3.10). 
Die Menge aller Fasermannigfaltigkeiten werde ,,Fasergesamtheit‘‘ G der 
meromorphen Abbildung A, genannt. Die Zahl der Fasermannigfaltigkeiten 
des Punktes z’ heiBe ,,Faseranzahl* f von &. 

3.17. Folgerung 1. Wenn die meromorphe Abbildung A, der kompakten 
komplexen Mannigfaltigkeit fiir irgendein Gebiet des z-Raumes eine Faser- 
mannigfaltigkeit besitzt, so ist die Faseranzahl f = 1. 

Folgerung 2. Es sei (EZ) eine Ebene des Biischels durch den Punkt z’ (vgl. 
Nr. 3.6). Die Anzahl der Fasermannigfaltigkeiten von A, ist in allen regu- 
laren Punkten von (£) gleich groB, und zwar gleich der Faseranzahl f. 

Beweis. Man beachte die Hilfssiitze 8, Nr. 3.15, und 7, Nr. 3.14. 


§ 4. Funktionen auf der Fasergesamtheit einer meromorphen Abbildung. 

4.1. Wir tibernehmen einige Definitionen und Ergebnisse aus der Arbeit 7’ 2. 

Definition 1XX.A.z bedeute ein System von k komplexen Parametern. 
M‘e)(z) sei eine im Punkte {O, z°} irreduzible analytische Mannigfaltigkeit, die 
parametrisch von z abhiangt (vgl. Definition V, Nr. 1.10). Es gelte: 


(1) (x), = L (u),, (Me) (z)) = K.D.[z,,,,..., %| (2), 2], O=o+k. 
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Die Funktion w = p(u)/q(u) sei meromorph im Punkte 0. Wir gebrauchen 
den Ausdruck: w ist nicht vollstandig unbestimmt auf (M‘e)(z)), wenn nicht 
gleichzeitig p (uw) und q (u) auf (Me) (z)) identisch verschwinden. 

B. Die Funktion w heiBe ,,endlich mehrdeutig‘* auf (M‘e) (z)) in den beiden 
folgenden Fallen: 

1. g=0 auf (Me) (z)), p+ 0 auf (Me) (z)); in diesem Falle schreiben wir: 
w = co auf (Me) (z)). 


2. w geniigt auf (Me) (z)) einer algebroiden Gleichung: 


(2) Co(z) w+ ¢,(z) w+ ---+0,(z)=0, ral, 
wobei die Koeffizienten c,(z) in z® analytisch sind. 

C. Die Funktion w heiBe ,,eindeutig‘‘ auf ( M‘e) (z)): 

1. wenn w = o auf (Me) (z)) ist, 

2. wenn die Werte von w auf (M‘e)(z)) durch eine in z® meromorphe Funk- 
tion: w = a (z)/b (z) (a (z), 6 (z) analytisch in z°) bestimmt werden. 

D. Es sei R eine 2 n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. G sei ein 
Teilgebiet von R. Z sei ein Gebiet im z-Raum. Fiir die analytische Menge 
(M (z)) auf {N, Z} gelte: 

(3) (M(z)) = V.K.D. {S, Z} 
(vgl. Definition XIV, § 1 B, Nr. 2.6). Die Funktion w sei meromorph auf N 
(vgl. Definition XV, Nr. 3.2). 

a) Die Funktion w heiBe endlich mehrdeutig auf (M(z)), wenn sie auf 
jedem Primkeim von (IM(z)) endlich mehrdeutig ist. 

b) Die Funktion w heiBe eindeutig auf (M (z)), wenn sie auf jedem Prim- 
keim von (M(z)) eindeutig ist. 

E. Es sei R eine kompakte 2 n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. 
A, sei eine meromorphe Abbildung von %. Dieser Abbildung entspreche eine 
Fasergesamtheit § (vgl. Definition XVIII, Nr. 3.16). Wenn w auf allen zu F 
gehérenden Fasermannigfaltigkeiten endlich mehrdeutig ist, nennen wir w 
eine meromorphe Funktion auf der Fasergesamtheit §. 

4.2. Hilfssatz 1. Es sei (M‘e)(z)) eine im Punkte {O, z°} irreduzible ana- 
lytische Mannigfaltigkeit, die parametrisch von z abhinge. Die Funktion w 
sei meromorph im Punkte 0. Es gebe einen Primkeim von (M(e)(z)) in einem 
Punkte {P, z’} der Umgebung von {0, z°}, auf dem die Funktion w endlich 
mehrdeutig ist. Dann ist w endlich mehrdeutig auf (Me) (z)). 

Beweis. Vgl. T 2, Hilfssatz 3. 

Folgerung. Es sei R eine 2 n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. 
S sei ein Teilgebiet von XR. Fiir die analytische Menge (IN (z)) auf {N, Z} gelte: 
(M (z)) = V.K.D. {S, Z}; (M (z)) sei analytisch zusammenhangend. Die Funk- 
tion w sei meromorph auf R. Es gebe einen Primkeim von (2 (z)), auf dem 
w endlich mehrdeutig ist. Dann ist w auf (Q (z)) endlich mehrdeutig. 

4.3. Hilfssatz 2. Es sei (M‘e)(z)) eine irreduzible analytische Menge mit 
verallgemeinerter kanonischer Darstellung, die parametrisch von z abhangt: 


(x),= L (wu — w®), (Me) (z)) = V.K.D. [x,4,, ..-, tn/(2),,2], Q=O+k. 
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Es sei U = {U, Z} V.K.D.-Gebiet von (Me)(z)); Z sei einfach zusammen- 
haingend. Die Funktion w sei meromorph in U. Es gebe einen Primkeim von 
(M‘e)(z)), auf dem w endlich mehrdeutig ist. 

A) Dann ist entweder w = oo auf (Me) (z)), oder es besteht eine Gleichung 
(1) p (w/z) = w+ ¢,(z) w+ --- + ,(z) = 0, 
wobei die Funktionen c, (z) in Z meromorph sind. 

B) Wenn die V.K.-Darstellung von (M‘e)(z)) ausgezeichnet ist, ist w in Z 
eine meromorphe Funktion von z. 

Beweis. A. Die Behauptung A. wird mit den Schliissen des Beweises von 
Hilfssatz 3 in der Arbeit T 2 bewiesen, also unter Verwendung von einfachen 
Uberlegungen iiber analytische Fortsetzung. 

B. Die V.K.-Darstellung von (M(e)(z)) sei ausgezeichnet. Wir diirfen 
voraussetzen, daB die Diskriminante des Polynoms p [vgl. (1)] nicht identisch 
verschwindet ; andernfalls kann aus p durch rationale Rechenoperationen ein 
Polynom mit dieser Eigenschaft gewonnen werden. Dann muB gezeigt werden, 
daB der Grad r von p gleich 1 ist. Wir fiihren einen indirekten Beweis. Es 
werde r>1 vorausgesetzt. Es sei Q = {z’,z’} ein regulirer Punkt von 
(Me) (z)) (vgl. Definition III, Nr. 1.6), in dem die Diskriminante von p+ 0 
ist. Die Gleichung p (w/z’) = 0 bestimmt r verschiedene Werte w,, y = 1,...,r. 
Durch die Spezialisierung z = z’ entsteht aus (M‘e)(z)) nach Satz 4, Nr. 1.20, 
die irreduzible analytische Menge (M‘e) (z’)). Wenn daher w auf einem Primkeim 
von (Me) (z’)) konstant ist, so ist w auf (M‘e)(z’)) konstant. Daraus folgt die 
Gleichheit aller w,, also r = 1. 

4.4. Hilfssatz 3. A) Es sei Reine kompakte 2 n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit. Z sei ein Gebiet des z-Raumes. Fiir die analytische Menge 
(M (z)) auf {N, Z} gelte: 

(1) (M (z)) = V.K.D{R, Z}. 
Diese V.K.-Darstellung sei vollistindig (vgl. Definition XIV, §§ 1 B, 2). 

Die Funktion w sei meromorph auf R und endlich mehrdeutig auf 
(M (z)). Auf keiner analytisch zusammenhingenden Komponente von (M (z)) 
gelte w=oco. Dann geniigt w auf (M(z)) einer algebroiden Gleichung (1), 
Nr. 4.3, wobei die Funktionen c,(z), y = 1, . . ., 7, meromorph in Z sind. 

B. AuBer den Voraussetzungen in A. sollen die folgenden bestehen: Z sei 
einfach zusammenhiangend. Die V.K.-Darstellung (1) sei ausgezeichnet. (2N (z)) 
sei analytisch zusammenhangend. Dann ist w eindeutig auf (MN (z)), und die 
Werte von w auf (M(z)) werden durch eine in Z meromorphe Funktion ge- 
geben. 

Beweis. A. Auf der analytischen Menge (M,,(z)) (vgl. Definition XIV) 
erfiillt w nach Hilfssatz 2 A. eine algebroide Gleichung p,,(w/z) = 0, deren 
Koeffizienten in Z meromorph sind. Wir bilden das Produkt aller Polynome p,,, 
gebildet fiir die endlich vielen (M_,,(z)) und bezeichnen es mit p (w/z). w ge- 
niigt auf (M (z)) der algebroiden Gleichung p (w/z) = 0. 

B. Nach Hilfssatz 2B. ist w auf (M,,(z)) eine meromorphe Funktion 
w,«(z), 2€Z. Nehmen wir an, daB die analytischen Mengen (M,,,(z)) und 
(M,,(z)) im Punkte {Q, z’} den gemeinsamen Primkeim K (z) haben. Dann 
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ist w auf K (z) eindeutig und wird durch eine in z’ meromorphe Funktion 
w = w'(z) gegeben. In der Umgebung von z’ gelten daher: w = w,,(z) = w’ (z) 

w,;(z). Daraus folgt w,,;(z) = w,,(z) in Z. Aus dem analytischen Zusammen- 
hang von (IM (z)) ergibt sich die Behauptung. 

4.5. Hilfssatz 4. Es sei R eine kompakte 2n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit. A, sei eine meromorphe Abbildung von %. Es gebe ein 
Gebiet des z-Raumes mit Fasermannigfaltigkeit. Die Funktion w sei mero- 
morph auf® und eindeutig, jedoch nicht = co auf den Fasermannigfaltigkeiten 
des reguliren Punktes z’ von A,. Dann kann eine Fasergesamtheit F von A, so 
bestimmt werden, daB8 w auf § meromorph ist (vgl. Definition IX XE, Nr. 4.1). 

Beweis. 1. Die Fasermannigfaltigkeiten von z’ seien (M,(z)), « =1,..., f. 
Die Werte von w auf (M,(z)) werden nach Hilfssatz 3 B durch eine in z’ mero- 
morphe Funktion w = w, (z) gegeben. Wir diirfen voraussetzen, daB jede Funk- 
tion w, (z) inz’ analytisch ist, sonst werde ein regularer Punkt in der Umgebung 
von z’ als Zentrum des Ebenenbiischels gewahlt, welcher diese Eigenschaft besitzt. 

2. Es sei (Z) eine feste Ebene durch z’ mit der Parameterdarstellung (1), 
Nr. 3.6. Aus Hilfssatz 8, Nr. 3.15, folgt, daB die Funktion w auf den Faser- 
mannigfaltigkeiten des Punktes ¢t = 0 auf (#) eindeutig ist; denn wir erhalten 
die Werte von w auf einer solchen Fasermannigfaltigkeit durch Einsetzen der 
Parameterdarstellung von (£) in eine der in z’ analytischen Funktionen w, (z). 
Aus Hilfssatz 7, Nr. 3.14, ergibt sich die Eindeutigkeit von w auf den Faser- 
mannigfaltigkeiten der reguliiren Punkte von (£). Hilfssatz 4, Nr. 3.11, zeigt, 
daB w auf den Fasermannigfaltigkeiten der singuliren Punkte von A, auf (£) 
endlich mehrdeutig ist. Es ist also w nach Definition IXX auf der Faser- 
gesamtheit § meromorph. 

4.6. Hauptsatz I. Es sei R eine kompakte 2n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit (vgl. Definition X, Nr. 2.1). Es sei A, eine meromorphe Ab- 
bildung von ® (vgl. Definition XV, Nr. 3.2). Es gebe ein Gebiet des z-Raumes 
mit Fasermannigfaltigkeit (vgl. Definition XVI A, Nr. 3.4). Die Funktion w 
sei meromorph auf R (vgl. Definition XV). w sei eindeutig auf den Faser- 
mannigfaltigkeiten des reguliren Punktes z’ von A, (vgl. Definition XVI B, 
Nr. 3.4, und Definition IXX D, Nr. 4.1). 

Dann ist w eine algebraische Funktion von z,, z,,..., 2. Die algebraische 
Gleichung zwischen w und (z), kann so gewahlt werden, daB ihr Grad in w 
héchstens gleich der Faseranzahl f von A, — also unabhingig von w — ist. 

Beweis. Der Beweis ist woértlich derselbe wie der des Hauptsatzes I in 
der Arbeit T 2 und beruht auf Hilfssatz 4, Nr. 4.5. 


§ 5. Die Existenz einer Fasermannigfaltigkeit. 

5.1. Hilfssatz 1. Es sei NR eine kompakte 2n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit. A, sei eine meromorphe Abbildung von %. Es gebe einen 
Punkt P €R mit einer Umgebung U (P), in der folgende Bedingung gilt: 
Es sei (uw), ein System von Ortsuniformisierenden fiir U (P). Der Rang der 
Funktionalmatrix 


1) (52), § oe baie Ryo @ L, éseg 
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in bezug auf identisches Verschwinden der Determinanten sei k. Dann besitzt 
A, eine Fasermannigfaltigkeit (vgl. Definition XVI). 

Beweis. Es sei (u®) ein Punkt, in dem alle Funktionen z,, j = 1,..., k, 
analytisch sind und in dem der Rang der Funktionalmatrix k ist. Ferner 
seien: z? = p,(u°)/q;(u°),j = 1, ..., &. Dann besitzen die Gleichungen q,(u) 2; — 

p;(u) = 0, j7=1,...,&, in der Umgebung von {u®,z} eine analytische 
Auflésung: 


(2) t.—-n+,= ¥,((s),—2, 2); y=l,...,k, 


0 ~ 
U,—k+»™ P ((w®),,-x, 2°), 


wobei die Funktionen Y im Punkte {(w®),,_ ,, z°} analytisch sind. Dieser Prim- 
keim gehért nicht zur Menge der Unbestimmtheitspunkte von A,. Wir wenden 
Satz 10a), Nr. 2.22, auf das zu A, gehérende Gleichungssystem (vgl. Nr. 3.2), 
eine Umgebung von z° und A = Ran. Er bestitigt unsere Behauptung. 


5.2. Hilfssatz 2. Es sei R eine kompakte 2n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit. A, sei eine meromorphe Abbildung von R. (M (z)) sei eine 
Fasermannigfaltigkeit von A, (vgl. Definition XVI A). Dann gibt es einen 
Punkt BH, = { P®, z®} von (M (z)) und in YB, einen Primkeim z von (M (z)) mit 
folgenden Eigenschaften: Ist (u), ein System von Ortsuniformisierenden von 
P®, so sind die Abbildungsfunktionen z;(u),7 = 1, . . ., k, im PunkteO = T (P*) 
(7 = topologische Abbildung, welche die Ortsuniformisierenden einfiihrt.) 
analytisch, und es gelten: z? = z;(0), j= 1,...,&. Der Rang der Funktional- 
matrix (1), Nr. 5.1, ist in O gleich k. Die Gleichungen von z sind: 


(1) 2;= z,;(u), fo l,..gk; 


j 
diese Gleichungen haben eine analytische Auflésung (2), Nr. 5.1. 

Beweis 1. Wir bestimmen einen Punkt Q, = {Q,, 2} auf (QM (z)) mit foi- 
genden Eigenschaften: a) Q, sei kein Unbestimmtheitspunkt von A,. b) Die 
zu A, gehérende analytische Menge (vgl. Definition XV B) besitze in Q, einen 
einzigen Primkeim und dieser gehére zu (M (z)). c) Der in b) erwahnte Prim- 
keim von (MN (z)) gestatte bei Benutzung der Ortsunifomisierenden (u), von Q, 
in der Umgebung des Punktes Q{ = {0, z)} eine Potenzreihendarstellung : 


(2) Usis= 9; ((%),, 2), j=1,....8%-—G, 


ot) 

gy; analytisch im Punkte {(u),= (0),, 2}. Ein solcher Punkt Q, existiert 
a) weil (M (z)) nicht aus Unbestimmtheitspunkten von A, besteht, b) wegen 
der Isoliertheitseigenschaft der Fasermannigfaltigkeiten (vgl. Definition X VI A). 
ce) auf Grund von Formel (1) in Definition XVI in Verbindung mit Defini- 
tion XIV und der Folgerung 1 in Nr. 1.7. Unter den Bedingungen a), b) 
liegen alle Punkte der analytischen Menge von A,, die zu einer Umgebung 
von Q, gehéren, auf dem Primkeim (2). 

2. Die Abbildungsfunktionen (1) sind im Punkte O analytisch, da Q, kein 
Unbestimmtheitspunkt von A, und z® ein endlicher Punkt des z-Raumes 
ist. Der Rang der Funktionalmatrix (1), Nr. 5.1, ist nicht kleiner als k, da es 
sonst in jeder Umgebung von Q) einen Punkt Q) = {u(®, 2%}, 2” = z,;(u(), 
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j= 1,...,&, geben wiirde, in dessen Umgebung zwischen den z eine analyti- 
sche Relation ® (z) = 0, ® analytisch in 2), bestiinde. Qj wire Punkt des 
Primkeimes (1), auf dem daher ® (z) = 0 wire. Das ist aber nicht der Fall. 

3. Wir kénnen in beliebiger Umgebung von Qj einen Punkt Jj = {w®, z®} 
finden, derart, daB der Rang der Funktionalmatrix (1), Nr. 5.1,in w® gleich k 
ist und z)= z,(w®), 7 = 1,..., &,gelten. In der Umgebung von J haben die 
Gleichungen (1) eine analytische Auflésung (2), Nr. 5.1. Der Primkeim (2) 
stimmt darin mit dem Primkeim (2), Nr. 5.1, iiberein. Damit ist die Behaup- 
tung bewiesen. 

5.3. Hilfssatz 3. Es sei RN eine kompakte 2n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit. A, sei eine meromorphe Abbildung von %. Es gebe einen 
Punkt P auf R mit einer Umgebung U (P), in der folgende Bedingung gilt: 
Es sei (u), ein System von lokalen Uniformisierenden fiir U (P). Der Rang 
der Funktionalmatrix (1), Nr. 5.1, in bezug auf identisches Verschwinden der 
Determinanten sei k. w sei eine meromorphe Funktion auf R. Der Rang der 
erweiterten Funktionalmatrix: 

(1) (Se, =) Cs ee ee eee 


ou Ou; 
in bezug auf identisches Verschwinden der Determinanten sei k. Dann ist w 
meromorph auf einer Fasergesamtheit von A,. 

Beweis. Nach dem Hilfssatz 1, Nr. 5.1,und Nr. 3.17 besitzt A, eine Faser- 
gesamtheit. Nach dem Hauptsatz I, Nr. 4.6, geniigt es zu zeigen, daB w auf 
den Fasermannigfaltigkeiten des reguliren Punktes z’ von A, eindeutig ist. 
Es sei (MN (z)) eine Fasermannigfaltigkeit von z’. zseiein Primkeim von (M (z)) 
mit den im Hilfssatz 2, Nr. 5.2,angegebenen Eigenschaften. Wir diirfen auch 
voraussetzen, daB die Funktion w im Punkte O analytisch ist, da es in jeder 
Umgebung von O einen Punkt mit dieser Eigenschaft gibt. Setzen wir dann 
die Entwicklungen (2), Nr. 5.2,in die Funktion w = w (u) ein, so hiangt die 
berechnete Funktion wegen der Bedingung iiber die erweiterte Funktional- 
matrix allein von den Variablen z ab. Es gilt auf: w = w (z). Aus dem Hilfs- 
satz 2, Nr. 4.3, und der Folgerung in Nr. 4.2 ergibt sich die Behauptung. 

5.4. Hauptsatz IT. Es sei R eine kompakte 2 n-dimensionale komplexe 
Mannigfaltigkeit (vgl. Definition X, Nr. 2.1). Es sei A, eine meromorphe 
Abbildung von ® (vgl. Definition XV, Nr. 3.2). Der Rang von A, auf & sei k. 
Die Funktion w sei meromorph auf %. Es gebe einen Punkt DB ¢R und fiir 
$ ein System von Ortsuniformisierenden (u),,, so daB der Rang der Funktional- 
matrix (1), Nr. 5.3, gleich k ist. Dann besteht zwischen w und z, ,---, z, 
eine algebraische Relation, deren Grad in w unterhalb einer Schranke liegt, 
die allein von A, abhangt, also unabhiangig von w ist. 

Beweis. Folge aus Hilfssatz 3, Nr. 5.3, und Hauptsatz I, Nr. 4.6. 

5.5. Der Hauptsatz II gestattet die folgende kurze Formulierung: 

Hauptsatz III. Es sei R eine kompakte 2 n-dimensionale komplexe Mannig- 
faltigkeit. Wenn Funktionen, die auf % meromorph sind, analytisch von- 
einander abhangen, so hangen sie algebraisch voneinander ab. 
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5.6. Ein Spezialfall des Hauptsatzes II werde besonders hervorgehoben: 

Hauptsatz IV. Es seiR eine kompakte 2 n-dimensionale komplexe Mannig- 
faltigkeit. Zwischen n+ 1 meromorphen Funktionen auf R besteht eine 
algebraische Relation. 
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Integrallose Darstellung isotroper Kurven 
im sphiarischen drei- und vierdimensionalen Raum*). 


Von 


Max Pint in Dacca (Pakistan). 


Die integrallose Darstellung isotroper Kurven im drei- und vierdimensio- 
nalen euklidischen Raum ist bekannt!). Ein Mittel, diese Resultate auf den 
spharischen drei- und vierdimensionalen Raum zu iibertragen, bietet die 
stereographische Projektion, die als konforme Transformation isotrope Kurven 
immer wieder in isotrope Kurven iiberfiihrt, den euklidischen n-dimensio- 
nalen R,, jedoch in den nichteuklidischen n-dimensionalen sphirischen Raum 
S, verwandelt. Der S, erscheint dabei als Hyperkugel in einem euklidischen 
R,,., eingebettet, welcher die nichteuklidische sphiarische Metrik 

n 
(1) ds*= J’ gig (Uy, Ug, -+-, Un) du, dug 
ap =1 
der Klasse 1?) auf S, induziert. Wir beschranken uns im folgenden auf ,,Ein- 
heitshyperkugeln“ und wihlen die Gaussschen Parameter w,, Ug, ..., U, auf 
S,, so, daB die Einbettung durch 


ss ; 
(2) Hy = Uy, oy Ty = Uns Bq, = ) 1- wf —ug—-+-— 4, 


geleistet wird, wenn 2,, Xo, . . -, Y»4, kartesische Koordinaten in R,,, bedeuten. 
Sodann entspricht der n-iren quadratischen Differentialform (1) die (n + 1)-are 
quadratische Differentialform 

n+1 
(3) dS= ¥ dz. 

o=1 
Lings isotroper Kurven sind die Gaussschen Parameter 1, Ug, ..., U, ana- 
lytische Funktionen eines komplexen Parameters t, welche der Moncgschen 
Differentialgleichung 


n 


du 
- 1 yy! B Cn —* 
(4) i Ip uu 0 (w dt 
geniigen. Wegen (2) ist (4) aquivalent mit 
(5) et aete+++ a. = 0, ef+284+--++a741=1. 


*) V. Hiavaty zum 60. Geburtstag. 


1) Vgl. W. Biascuke, Differentialgeometrie I, § 23, 8.45; M. Print, Mh. Math. u. 
Phys. 49, 261—278 (1940); Math. Ann, 12°, 1—20 (1949). 
2) Vgl. K. H. Wetse, Math. 110/4, 522—570 (1934). 

Math. Ann. 128. 
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Kennt man also eine integrallose Darstellung isotroper Kurven in R,,,, so 
kann man aus dieser eine integrallose Darstellung der isotropen Kurven auf S,, 
durch die Nebenbedingung 
9° i: ‘ 2 
®ittet +++ F%qui=1 
gewinnen. Diese Methode ist fiir n = 3 mehrfach verwendet worden’), da die 
integrallose Darstellung der isotropen Kurven in R,,, fiir n + 1 = 4 bekannt 
ist. Eine Anwendung dieser Methode auf das Problem der integrallosen Dar- 
stellung der isotropen Kurven des vierdimensionalen spharischen Raumes 
setzt jedoch die Kenntnis einer integrallosen Darstellung der isotropen Kurven 
in R,,, fiir » + 1 = 5 voraus, und hier ergeben sich praktisch uniiberwind- 
liche Schwierigkeiten*). Indessen bietet in diesem Falle die stereographische 
Projektion 
QE 2& 2& Be 9 

“351 <Se2 <Sn 0 2_ £2 2 

»%g= —; aa lau= — @=F+°:-+é& 
e+ 2 e+ n +1’ n+l +175 Sl gh 
einen Ausweg. Sie ermdglicht eine invariante®) Zuordnung der (konform) 
nichteuklidischen isotropen Kurven des S, zu den (konform) euklidischen 
isotropen Kurven des Projektions-R, der &,, &,...,&, ohne Erhéhung der 
Dimensionszahl und gestattet also insbesondere die Kenntnis integralloser 
Darstellungen der isotropen Kurven des R, fiir die integrallose Darstellung 
der isotropen Kurven des sphiarischen S, zu verwerten. 


(6) a= 


§ 1. n=3. 
Mit Verwendung der Gaussschen Parameter u,,...,u, aus (2) gewinnen 
wir fir den metrischen Fundamentaltensor g,,(u,, ...,u,) des spharischen 
n-dimensionalen Raumes die Komponenten: 
4.4. j1.a=6 12 
Gap = ep T n + ot Ne agg? OF 9 Barccoy BR. 
1— Zu? Fs 
y=1" 


Nach (4) ergibt sich in diesen Parametern das MonceEsche Problem: 


Uy (t) up (t) i 
(7) p (s + n ke u,=90 
ap=1 1— £ wu (t); 

y=1 


fiir die Bestimmung der isotropen Kurven auf S|. Zu (7) gehért nach (6) 
und (2) das Monegsche Problem 


(8) Ei? + EP +---+ &%= 0 
3) Vgl. Anm. 1, Math. Ann. 121, 12—14 (1949). (I 


*) Vgl. Anm. 3, § 6. 
5) Aus (6) folgt zunichst durch Differentiation 
= 2 : : 400’ a 
|= “(e+ 1? (o?+1)§;—2ee &,| > F+i= (o* + 1)4 »k=1,2,...m 
rn 


und daher wegen 5 £,? = 0 das Verschwinden der Quadratsumme 
k=1 


i ’ 1690’ . 4 
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fiir die Bestimmung der isotropen Kurven in R,. Fiir n=3 ist deren integral- 
lose Darstellung durch 


. * , 1—? "t ys 1+? ts , ” 
(9) &=i(f-er- 73" 9"), fetes SE, tr, 
(3+ &3+ £3 = 2f’— f’?) 
gegeben, wobei f eine bis auf die Bedingung f’’’ + 0 willkiirliche analytische 
Funktion des komplexen Parameters t bedeutet. Aus (6), (3) und (2) gewinnen 


wir also das Resultat: die (9) entsprechende integrallose Darstellung der isotro- 
pen Kurven des dreidimensionalen sphirischen Raumes 8S, ist durch 





oer) Meer) 
(I) “= %O= — opps oa — opie 
—8i(f—f) 1. =r 
Us = U; (t) = ee » (t= y-1) 











gegeben. Sie héingt von einer (bis auf f'’’ + 0) willkiirlichen analytischen Funk- 
tion f eines komplexen Parameters t und deren ersten und zweiten Ableitungen ab. 
Die metrische Fundamentalform des sphirischen Rawmes S, ist in diesen Para- 
metern durch 


la=6B 
98> 6.5 T <a > a, B= 1,2,3 
1— Zu? — (Qa+ 8" 
y=1 — 


gegeben®). 
§ 2.n=4. 


Fiir n = 4 kennt man mehrere integrallose Darstellungen der isotropen 

Kurven des R,, deren einfachste durch 
-i(#—1) , sk —(®@+1) , é(#-1) , &=—=pt+ity’, 
oa -—ilp’+y 


(10) &, 2 ee » &= 5) - 9 Y E = 


gegeben ist’). Fiir die Quadratsumme der & ergibt sich 


Ef + 5+ + = g? + py? + 2it(py’ — g’y). 


Aus (6), (3) und (2) gewinnen wir in diesem Falle das Resultat: die (10) ent- 


sprechende integrallose Darstellung der isotropen Kurven des vierdimensionalen 
sphirischen Raumes S, ist durch 





a —i(@-—ly+(@+)y’ ree —(@ +) —i(f@—-ly 
(II) Tere: p+ w+2it(py’—py) +12 “2! gp? + py? +2it(py’—e’y)+1’ 
Us = Ug (t) = eres FF UM, = U, (tl) = tne ed 
SSN G+ p?+2it(py’—g’y) +1’ 4 “4% pt+ wp? + 2it(py’— g’y)+1 





gegeben. Sie hiangt von zwei bis auf gewisse Ungleichheitsbedingungen®) will- 
kiirlichen analytischen Funktionen des komplexen Parameters t und deren ersten 


*) Vgl. Anm. 9. 


7) Vgl. Anm. 1, Mh. Math. u. Phys. 49, 266 (1940). 
8) Vgl. Anm. 7 


4* 
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Ableitungen ab. Die metrische Fundamentalform des sphirischen S, ist in diesen 
Parametern durch 


la= 6 
Uq UB , 
Jap = So5 + a ; , bgp ; va a,B=1,2,3,4 gegeben. 
l— Zu? eth 
y=1 ° 


Die integrallosen Darstellungen (9) und (10) erfassen bekanntlich nicht 
die von D. HiLBeErt diskriminierend genannten Lésungen®) der ihnen zuge- 
ordneten Monceschen Probleme. Dasselbe gilt dann natiirlich auch fiir die 
integrallosen Darstellungen (I) und (II) der sphirischen isotropen Kurven 
und deren zugeordnete MoneeEsche Probleme (7) fiir n = 3,4. Dagegen werden 
z.B.die isotropen Kurven, welche auf den zweidimensionalen vollisotropenstereo- 
graphischen Bildern der vollisotropen Ebenen des R, liegen, in der Darstellung 
(II) sehr wohl erfaBt. Dies zeigt das Beispiel g = t, y = 0 durch die Relationen: 


1 .@—]) 2% 

(11) 2 “tay -1,%3= pay: % $2, 7,=12, 
2 ee re 2 2 2 2 2 
e+ et agt+xg+aeg=—25+l—aj+aj+ag=1, 
2+ x3 ™ x3 2 =? 1 a - ce iL Q— <2 1 «i 1 ae 0. 


Die isotrope Kurve (11) liegt in der vollisotropen Ebene 
Z,=—t2%5, %=—1, %y=t 2, 
der Hyperkugel. Sie ist jedoch keine Gerade, denn der Rang der Matrix 
Ty, Ly Ly, Ly, Z| 
Zs, Ze, Zz, x 


5 


zx 





” 
ist 2. 
§ 3. Geoditische Nullinien. 

Die geodiatischen unter den isotropen Kurven pflegt man im Falle n = 4 
der allgemeinen Relativitatstheorie geoditische Nullinien zu nennen. Da bei 
stereographischen Projektionen isotrope Kurven in isotrope Kurven iiber- 
gehen, sind die metrischen Fundamentaltensoren in R, und S,, (in gleichen 
Parametersystemen) proportional. Da isotrope geoditische Kurven und nur 
soleche bei Ubergang zu einer proportionalen Metrik geoditisch bleiben’), 
sind die isotropen stereographischen Bildkurven in S, der isotropen Kurven 
des R, daun und nur dann geoditische Linien im Sinne der nichteuklidischen 
Metrik in S,, wenn ihre isotropen Urbilder geoditische Linien im Sinne der 
euklidischen Metrik des R,, d. h. also isotrope Geraden sind. Wir zeigen jetzt: 
die stereographischen Bilder auf S, der isotropen Geraden in R, sind wiederum 
isotrope Gerade auf S,. Dazu gehen wir von der Parameterdarstellung 


c £ ! 2 2 > 2 
&,=a,t+6,,..., &,=a,t+b,, aj +ag+---+a,= 0 
einer isotropen Geraden des R, aus. Da die Quadratsumme der Koeffizienten 
a, verschwindet, ist 9? = & + -+++ & eine lineare Funktion des Parameters t 
oe? =at+b. 


*) Vgl. D. Hirsert, Math. Ann. 73, 95—108 (1913). 
1°) Vgl. Scuovuren-Srrvik, Einfiihrung Bd. II, § 6, 8. 51. 
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Die stereographische Projektion ergibt 

a,t+6, a,t+b, Ant + by at+b—1 
at-+b+1 °*2~ ai+b+1 °°**? = at+b+l1 ’™*+1> aitb+1 | 
Bezeichnet ¢ den Vektor des R,,,, mit den Komponenten 2,, %, . . ., Z,4, und a 
den Vektor des R,,,, mit den konstanten Komponenten 


(12) 2 = 


a,+ba,—b,a, a,+ba,—b,.a,..., a,+ba,—b,a, 2a, 
so folgt fiir die auf S, liegende Ableitung ¢’ : 
] 

(at-+-b+1) °° 

Die Richtung des Tangentenvektors der isotropen Bildkurve auf S, ist also 
konstant und diese notwendig eine Gerade. Umgekehrt entspricht einer jeden 
Nullgeodatischen auf S, durch stereographische Projektion eine Nullgeoditi- 
sche in R,, d.h. eine isotrope Gerade. Da die vierdimensionale Hyperkugel 
des euklidischen R, ein Modell des pg Sirrerschen raum-zeitlichen Konti- 
nuums darstellt™), kénnen unsere letzten Ergebnisse im Falle n = 4 auch so 
formuliert werden: die geodétischen Nullinien des pe SrrtEerschen raumzeit- 
lichen Weltmodells der allgemeinen Relativititstheorie sind die isotropen Geraden 


2(a,t+5 2(a,t+6 
a,t+ 5,) cores Gem ee i= (aut-+ %) 


, 


r’= 


U, = U, (t) rn 


4 
2t Lf apdbet+ Z bf +1 
k=1 k=1 


, 


4 ? 
2t F apbe+ EF bE +1 
k=1 k=1 
aj+a;+a;+ai=0 


im sphiirischen vierdimensionalen Raum x,= Y1 — ut — ug — uz — uj. Die 
allgemeinen isotropen Kurven dieses Weltmodelles sind durch die integrallose 
Darstellung (II) gegeben. 

M. v. Lave behandelt die Metrik des pe Srrrerschen Weltmodells ohne 
Verwendung einer Einbettung im euklidischen R, und gewinnt Parameter 
C1. Ce, Cs, 7’, in welchen 


. . 3 
ds*—T-*(dti+de3+dtj-4 aT). 


\ 


fA 
Die weitere Transformation 7'= i ) 3 ¢, filhrt auf die MaBbestimmung: 
3 = 
(13) ds*=— Gry (ati + dl2 +dcs+dci), 


welche ihren konformeuklidischen Charakter unmittelbar erkennen laBt. Die 
Metrik (13) des pg Srrrerschen Weltmodells unterscheidet sich in diesen 


Parametern nur durch den Faktor -- von der des euklidischen vier- 
dimensionalen Raumes, und der Wey.tsche ‘Konformkriimmungstensor W im 
der MaBbestimmung (13) verschwindet identisch. Allgemein sind die geodati- 
schen Nullinien eines relativistischen Weltmodells mit Rremannscher Uber- 
tragung dann und nur dann isotrope Gerade, wenn der Wreytsche Konform- 
kriimmungstensor des Modells identisch verschwindet. 


“) Vgl. M. v. Lave, Relativitatstheorie IT, § 50 (1953). 
#2) Vgl. Anm. 1, S. 266. 
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§ 4. Isotrope Torsen. 
Das duale Gegenstiick der isotropen Kurven in R, sind die isotropen 
Torsen. Man kann sie als Flachen des R, mit isotropem Normalvektor cha- 
rakterisieren und diese Bedingung durch die partielle Differentialgleichung 


3 /a&f\2 3 (ake\2 3 s ges 
‘ { ) ‘ ) —| ‘ --; 0 
gars 98 F yo, \ 28 g=1 °F - 
(Verschwinden der Diskriminanten der ersten metrischen Grundform) zum 
Ausdruck bringen. Die allgemeine Lésung dieser Differentialgleichung laBt 
sich in unabhangigen Parametern s,¢ mit Benutzung der integrallosen Dar- 
stellung (9) in der Form 

=F (+880, =H) +8H, F=-& +88 (0 
schreiben. Wegen der Konforminvarianz des isotropen Normalvektors der 
Fliche ist das stereographische Bild der isotropen Torsen im spharischen drei- 
dimensionalen Raum 8S, wiederum eine Flache, deren Normalvektor isotrop 
ist, d. h. deren Diskriminante der metrischen Grundform verschwindet. Auch 
diese Flichen kénnen also integrallos dargestellt werden. Dasselbe gilt fiir 
die stereographischen Bildflichen im sphirischen S, der Flichen mit iso- 
tropem mittlerem Kriimmungsvektor, deren Differentialgleichung in R, ein 
Moncesches Problem in zwei unabhingigen und zwei abhangigen Verander- 
lichen darstellt, zu dem eine integrallose Darstellung der Lésungsflachen ge- 
hért!*). Wegen des engen Zusammenhanges zwischen isotropen Kurven und 
Minimalflichen wird man schlieBlich versuchen, die im Vorhergehenden 
entwickelte Methode auch auf Minimalflichen in sphiarischen Raumen an- 
zuwenden. Doch scheint die integrallose Darstellung der Minimalflaichen des 
R, und R, von geringerer Bedeutung fiir die Darstellung der stereographischen 
Bildflachen in S, und S, zu sein, da der Einbau der gewéhnlichen Minimal- 
fliachen in eine konforminvariante Geometrie eine erheblich starkere Verall- 
gemeinerung dieser Flichen mit sich bringt als der Einbau der isotropen 
Kurven in eine konforme Geometrie (in der sie ja eigentlich zu Hause sind) 
fiir diese. Dies zeigt bereits der Fall der trivialen reellen Minimalflaiche &,= 0, 
die auf S, in die Kugel 

ai+a25+a3+2{=1, 2,=0 

iibergeht. Beide, Ebene und Kugel, geniigen der Differentialgleichung der 
Konformminimalflachen'*) 
1/1 l l 
2 | hy, 


4. 


l l 1 \2 : . 
4 SLTRAMIS 7 > Tr ) sPeT . 
A,| R, R,) UR, R,) R,) (A, = BeLtraMis zweiter Differen 
tiator), aber nur die Ebene &, = 0 geniigt der Differentialgleichung der 


gewohnlichen Minimalflachen. 


( Eingegangen am 13. November 1953.) 


13) Vgl. M. Pint, Mh. Math. u. Phys. 52, 301—310 (1948). 
4) Vgl. W. Brascuke, Differentialgeometrie III, § 83, 8. 383. 
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Coefficient Properties of Fourier 
Series with a Gap Condition. 
By 


M. E. Nose in Nottingham. 


1. Introduction. The coefficient theory of the Fourier series of functions 
satisfying Lipscuirz and similar conditions is classical. Many important 
results are also known for trigonometric series for which the suffixes n, of 
non zero coefficients satisfy the HaDAMARD gap condition’) 


(1.1) lim inf “** > 1, 
Nk 


Very little attention seems however to have been paid to the effect of a weaker 
gap condition than HapaMaRD’s*), such as for example 

(1.2) lim 2 ~ 
It is the intention of the present paper to point out one effect of such a gap 
condition, namely that it enables a hypothesis concerning a periodic f(x) 
in a whole period to be substituted by a hypothesis concerning f(x) in a sub 
interval. It seems possible that in many cases the sub interval could be 
replaced by a subset of positive measure but the methods of the present paper 
are not delicate enough to achieve this. 

2. We begin with some considerations concerning trigonometric polyno- 
mials. Considerable use is made of the principle that, if the Fourier series of 
f(z) has a gap m<”< m,, and P(z) is a trigonometric polynomial of degree 
not exceeding m, — n, and with constant term 1, then 


ay, = - ft P(x) cos n, xdz. 


- sin 


P(x) is chosen to be small in appropriate regions in a manner detailed in the 
following lemma. 

Lemma 1. If 6>0 and n is a positive integer, there exists a trigonometrical 
polynomial T' (x) of degree not exceeding n with constant term I such that: 

(i) For all x and some absolute constant A, 


|7',, (z)| S A,/ 4. 
1) C. f. for example A. Zyemunp, Trigonometric Series (Warsaw 1935). 


2) C. f. however A. Atexrts “Sur la convergence des séries orthonormales lacunaires”’ 
Acta Sci. Math. Szeged 18, 14—17 (1949). 
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(ii) Jf ds\2li sx 
|7",,(x)| =O (exp— A(d)n) 
where A (6) > 0. 
(iii) For all x 
A, 
[T.(z)\< >". 


The result is obtained by approximation to h,(z) = 5 Ce(x) where E is 
the set |z| < 6 and cg(z) its characteristic function, but not a uniform (TcHE- 
BYCHEV) approximation because of the discontinuities of hy (z). 

We choose a positive integer m, write t,,= 6/2 m and construct a set of 


functions h(x) = 1, 2,..., defined by 
Zt Tn 
me 
(2.1) heal) = —— / h,(t) dt, 


z 
if z > 0 and i < m — 1, and otherwise by the requirement that h,(x) be even. 
It is easy to see that 


h,,(x) = 0 6s |z| S2, 
l 
(2.2) - 5 jz] <= 4, 


and that it is monotone in the remaining intervals 





] ] 

3 6, 6] and | - 6,-5 dl. 
Moreover, h,,(x) has m — 1 continuous derivatives in [— 2, 2] vanishing at 
«x = + 2 and it follows easily from the definition that 


AMD) = o((=y" Max Iho(2)I) 
(2.3) - o({sy o) 


uniformly in z. If now a,, b,. p=0,1,..., are the Fourier coefficients of 
h,,(x) we have, integrating m — 1 times by parts, 


oS ape | MM elds, 
(4m)™ 
(2.4) sp o( pat gm ) 


Consequently if s, (x) is the n — th Fourier partial sum of h,,(x) 


Ih(2) — 5, (2)| = O((4 myn 5-2 ~- ) 


— pm—1 
p=n+l1 
(2.5) = O((4m)" n!-™ 6-*-") 
uniformly in —2<2<2. The most favourable inequality for fixed n is 


obtained by taking m = m, = | which yields 
$8) 
im (2) — &, (z)| = O(nexp- te n) 


(2.6) = O (exp — A (6) n), 
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where A (6) } +0 as 6-0 +. The polynomial s, (2) satisfies parts (i) and (ii) 


1 
of the lemma. Moreover its constant term > a, satisfies 


= am | hag x)dzxsl 


and consequently the condition that the constant term is 1 can be satisfied 
by taking 7',(x) = A,s,(z) where 1S A,< 2. Part (iii) of the lemma now 
follows from (i) by a famous inequality of D—E La VALLEE Poussin and BERN- 
STEIN *). 

3. The Order of Fourier Coefficients. We now assume that f(x) e L (— a, 2) 
and has period 22 with Fourier coefficients a,, b, n=0,1,..., and that 
a, = b, = 0 except for a sequence n = n, with Max {n,— ny_,, M1 — ™%} = Ny. 
We also assume that / (x) satisfies a supplementary condition in a sub interval. 
The number of possible supplementary conditions is large and we confine 
ourselves to two of the most important. 

Theorem 1. If 


(3.1) Nes -~—"— = os 


and f(t) is of bounded variation in any interval |t — t.| < 6, then 


1 
an, -9 (5,): 


Mk 
Without loss of generality we may assume that t,= 0. Choose a sequence 


M, = N, such that M,= 0 (nb) and M, satisfies (3.1) and let 7'y,(z) be 
the trigonometrical polynomial of the lemma. Then 


1 
(3.2) Lf f(z) Ty , (2) cos m, x dz 
b 
ir 
=0O ines — A (6) M,) + = | f(x) T yy, (2) cos 2, x dx. 

<A 
To estimate the second term on the right of (3.2) it is sufficient to consider 
the case when f(z) is monotone increasing in — 6 2< 6. By the second 
mean value theorem and two integrations by parts we obtain 


I 


é 
= [te Ty, (x) cosn, xdx LS J Tu, (x) cos nm, x dx 
-% 


4 é 
1.8 sin ny x T y 
* ce a, (*) a, (@ nj 
8 " 1 
eg COS Np | 
-| m, (*) ni dz }, 


"k 
’) Cu. DE LA VALLEE Poussty: “Lecons sur l’approximation des fonctions d’une 
variable réelle”’, p. 39 (Paris 1919). 
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where — 6 < », < 6. Consequently 


n 
1 f (8) {(6) My 
(3.4) xf M2) Tu, (2 cosm, zdx = O(5°") +0( 5 af) 
. 4 M 
+0( —- dz) 
", P 


-0(5, ). 
Nk 
the estimate of the integral in (3.3) involving a further use of the de la Vallée 
Poussin Bernstein inequality. The result for a,,, follows from (3.2) and (3.4). 
The sine coefficients are dealt with similarly. 

If we substitute a Lipschitz condition‘) for the condition that f (x) be of 
bounded variation we obtain 

Theorem 2. If 
, Ny 
lim j = 
Og Ny 
and j(t) satisfies a Lipschitz condition of order «, where 0 < a < 1 in some inter- 
val |t — t,| < 4, then 

a,, =O (n,*). 


b,, . 


Without loss of generality we may assume that t,= 0. Choose a sequence 
M, = N, such that M, = O (n}~*) and 

an . M; 
(3.5) lim ken 
We then have 


n 


a, =~ f f(t) Typ, (t) cos my t dt, 


Bf [no —1(e+ 2) 


na 


1 { nm 
+ 2a J t(e+ a 





Ty, (4) cos n, t dt 





4 
Ty, (t) — Ty, (: Tr = | COS t dt, 


= E, + &,. 
By the mean value theorem and part (iii) of Lemma 1 we have 
, l n . a 
(3.6) E, = am files =| M, (+ 4 0, =) c08 my t dt 
M; - 
= of 5 np Jirwiar), 
= 0 (nz*), 


*) Here and elsewhere we interpret a Lipschitz condition in a subinterval J as meaning 
\f(x + h) — f(x)| = O (|A|*) for x in J and all A. 
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for fixed 6. For EZ, we have 


and by the Lipschitz condition 


(3.7) I,= O (n,*). 

Finally 

(3.8) I,=O(f \f (| dt- exp — A (6) M,) 
O (n~*). 


The result for cosine coefficients follows from (3.6), (3.7) and (3.8) and for 
sine coefficients similarly. 

As far as the order is concerned the result of Theorem 2 is the best possible 
as the well known example 


> gi2™ » 
fix) = 3 
0 Qan 


which in fact satisfies (1.1), shows. 

The well known order results for functions with absolutely continuous 
derivatives of order k can easily be generalized in a similar sense. 

4. Absolute Convergence of Gap Series. A similar argument may be applied 
to produce extensions of the classical results on the absolute convergence 
of Fourier series®). The typical result is 

Theorem 3. Suppose that 


, NE 
lim 
log nz 


and that f(x) satisfies a Lipschitz condition of order a, where >< «<1, in 


some interval |x — x,| < 6. Then 
’ ein 

Zz (\a,| T lb, ) < ©. 
Our argument is a modification of that due to S. Bernstrern®). As usual, 
we can assume that 2,= 0. Choose a sequence M, such that 
(4.1) k (a, 6) log n, < M.S 2 k (a, 6) log n,, 
where k («, 6) is a positive constant depending only on « and 6 to be speci- 
fied later; so that, if k is large enough, 


ov 
(4.2) M.=35N, 
l ' , 
when 9 MS My S N%. We now write 
Bs ei 
(4.3) 9x (x) i(2 T On f(* : — 


» 
so that g,(x) has as its Fourier series »° 2 sin 
0 


om (b, cosn x—a, sinn 2). 


5) For the classical results C. f. Zyamunp, loc. cit. ch. vi. 
*) Zyemunp loc. cit., p. 135. 
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Consequently by the choice of M,, if k is large enough and g, (x) 7'y, (x) has 


Fourier coefficients «,, £,, 


. Mp 
Is ob 
(4.4) fn, = Som” ny 
Np 
B, 2 sin a, 
Pp 2 nz p 

oa ‘ . 
if > 2,5", n,. Moreover by hypothesis f(x) is bounded and therefore 


belongs to L*(-— 2,2) and consequently by BEssEL’s inequality we have 


n k 1 ne 


ow ek les ae ohne P 
(4.5) SS (& + 53) sin* om = 4 > (a5 + Br) 
: NE ; nk 
ee 
sa | 9) Tu (x) dz, 
nm 2 
2 F | ™ 
o(6 | f(x 3] / . > ;) dx 
1 
z 6 


- O(n,-2*) +0 (exp -2A (— }) M,), 


. l 
if k is large enough. Choosing k («, 6) = «/A { ~ 5) we conclude that 


LF 
(4.6) Dd (a2 + b2) = 0 (n,-**), 
1 
ne 


and consequently by CaucHy’s inequality 
Qm+ 1 


i (ja 14+ 15 ) . O (2° om . 


a ni n 
om 


(4.7) 


The result follows. 
Many small variants of Theorem 3 can be trivially deduced from (4.6) and 
(4.7). We have for example 
Theorem 4. (i) If in the hypotheses of Theorem 3 « is only restricted by 
9 


0<a<l,and B> 


Fat] ’ then 
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A related result to Theorem 3 corresponding to a well known theorem of 
ZYGMUND’) is 
Theorem 5. Suppose that 


. Nr 

lim j = 

Og Nk 

and that f(x) is of bounded variation and satisfies a Lipschitz condition of order «, 
where 0 < a < 1, in some interval |x — x,| < 6. Then 


- (\a,,| + 1,1) < oO. 


We modify the standard argument in much the same way as for Theorem 3. 
Choose a sequence M, such that 








(4.8) c (a, 6) log nm. S M,S 2c (a, 4) log n, 
where c (a, 6) is to be specified later, and write 

an, L or | 1 2 

7 : y m2 , P* \ p+ en) i... 

(4.9) E (z,k) a Thr, (2 Nk f(z Nk f(x Nk 

Zn, 

= J’ e(x,k, p). 
p=1 


By the periodicity 


(4.10) fi E (x,k)dx=2n, fi Ty, (2) | t(2+ = ) ~ (z— = )PPae. 


a 2 np 2 
F 1\ 2 
Now consider a group G@ of terms of Z (x, k) such that both z+ (p— >) a 
AY Re ee ee 1 ‘ 7 
z+ (p + 5 ) = lie inside |x| <> 6 (mod. 2 ) or outside |x| S 7 6 (mod. 2 x) 


according to whether z is in a set |z — 2,| S 
7 





l iw , 
5 6 or in its complement. We 
have, if V is the total variation of f(x) in |z| < 4, 


n 


[ Le(z,k,p)dxe= f+ f 
CE 


‘2 G E 
= 0(Vn,*) + O(n, exp — 2A M,) 
-_ O (n, "7 , 
for an appropriate choice of c (a, 6) in (4.8). The complete sum is made up 
of O (6-*) such groups of terms so that 


(4.11) [ B(x, k) dz =0 (64 n=*). 


By (4.10) and (4.11) 


f M, (2) li(z + 2.) f(z : 2m) 


and consequently arguing as in Theorem 3 


2 
dx = O (n-*-'), 





% 
E (a2 + 0%) =O (n,-*-), 
inp 


7) Zyemunp, loc. cit. 6.31. 
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so that by Caucuy’s inequality 


om+1 
a (ja, Tr | 
gm 


"ama 


The theorem follows from (4.12). 
There are routine variants of Theorem 5, similar to the variants of Theo- 





rem 3 contained in Theorem 4, which we omit. 


(Eingegangen am 29. September 1953.) 





BREMERMANN, H, J. 
Math. Annalen, Bd. 128, S. 683—91 (1954). 


Uber die Aquivalenz der pseudokonvexen Gebiete und der 
Holomorphiegebiete im Raum von a komplexen 
Verianderlichen’*). 

Von 
Hans J. BREMERMANN in Miinster (Westf.), z. Z. Harvard University. 


§ 1. Einleitung. 


Im Jahre 1911 hat E. E. Levi") bewiesen, daB jedes Holomorphiegebiet 
mit hinreichend glattem Rande ein pseudokonvexes Gebiet ist und hat das 
Problem aufgestellt: Ist umgekehrt jedes pseudokonvexe Gebiet ein Holo- 
morphiegebiet ? 1912 veréffentlichte O. BLUMENTHAL?) eine Arbeit, in der 
diese Frage verneint wurde. 1926 konnte H. BEHNKE‘) jedoch mit der Auf- 
stellung des Kantensatzes zeigen, dab die BLUMENTHALsche Argumentation 
nicht aufrecht zu erhalten war. Das Problem blieb dann offen, bis es 1942 
fiir den Fall zweier komplexer Verinderlichen durch K. Oxa‘*) (in der 
Arbeit «Sur les fonctions analytiques de plusieurs variables VI — Domaines 
pseudoconvexes») positiv gelést wurde. In der langen Zwischenzeit (1911 bis 
1942) hat das Problem ungemein anregend auf die Entwicklung der Funktionen- 
theorie von mehreren komplexen Verinderlichen gewirkt. Eine umfangreiche 
Literatur zeugt davon [siehe insbesondere K. Oka I—VI5)]. H. BEHNKE und 
K. Stern *) geben in ihrer Arbeit: ,,Die Singularitaten der analytischen Funk- 
tionen mehrerer Veranderlichen“ einen Uberblick iiber diese Entwicklung. 

Die Pseudokonvexitaét kann auf verschiedene Weise definiert werden, die 
Definitionen sind zumeist miteinander aquivalent [siehe etwa Verf.’) und eben- 
so P. Letonce §), der kiirzlich eine Reihe neuer Aquivalenzen aufgestellt hat]. 

*) Die vorliegende Arbeit ist in wesentlichen Teilen im Rahmen des Navy Projects 
der Harvard University entstanden. 

) E. E. Levt, B.-Th. [2]. 

Die Literaturangaben beziehen sich auf die Bibliographie am SchluB dieser Arbeit, 
sofern nicht Arbeiten, die vor 1934 erschienen sind, zitiert werden. In diesem Falle be- 
ziehen wir uns auf die Bibliographie in H. Bennxe und P. THuLLEN: Theorie der Funk- 
tionen mehrerer komplexer Veranderlichen. Ergebnisse der Math. 3, 3 (1934), abgekiirzt 
B.-Tu. Bezieht sich ein Zitat auf die Bibliographie im BrEHnKkE-THULLEN, so deuten wir 
das durch B.-TH. an. 

*) O. BLUMENTHAL, B.-Tu. 

*) H. Bennxe [1], B.-Tu. 

*) K. Oxa [6]. 

8) K. Oxa [1]}—{6}. 

*) Bennke-Srern [3]. 

7) BREMERMANN [1]. 

’) P. Letona. 
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Wegen dieser Aquivalenzen laBt sich das Problem fiir verschiedene Pseudo- 
konvexitaten auf den Beweis des folgenden Satzes reduzieren: H sei ein end- 
liches, schlichtes Gebiet im Raum von n komplexen Verinderlichen. H sei pseudo- 
konvex im Sinne von Cartan. Dann ist H ein Holomorphiegebiet. Dabei 
heiBt H ,,pseudokonvex im Sinne von CarRTAN‘, wenn um jeden Randpunkt 
von H eine Hyperkugel existiert, so daB der Durchschnitt von H mit der 
Hyperkugel ein Holomorphiebereich ist. 


Man kénnte statt ,,H ist pseudokonvex im Sinne von Cartan‘ auch 
sagen: ,,H ist lokal Holomorphiegebiet. Die Eigenschaft, daB ganz H Holo- 
morphiegebiet ist, ist dagegen eine globale Eigenschaft von H. Es handelt 
sich also um einen Ubergang vom Kleinen ins GroBe. 


Das Problem blieb auch nach der Lésung fiir 2 Verinderliche durch Oxa 
fiir den Fall von mehr als zwei Verinderlichen offen. Eine Arbeit von FuxKs®) 
behandeit ebenfalls nur den Fall von 2 Verinderlichen. Der Oxasche Beweis 
laBt sich nicht unmittelbar auf n Veranderliche iibertragen. Auch erscheint 
eine Bestatigung des Okaschen Resultates wiinschenswert. 


Der Beweis des obigen Satzes fiir n Veranderliche ist der Gegenstand dieser 
Arbeit. Der Satz gilt auch fiir pseudokonvexe Gebiete in Srerschen (kom- 
plexen) Mannigfaltigkeiten. Auch hat er zahlreiche Konsequenzen [siehe etwa 
Verf.'°)}._ Die vorliegende Arbeit beschriinkt sich jedoch auf das eigentliche 
Problem in schlichten Gebieten. Folgerungen sowie eine Ausdehnung auf 
Srersche Mannigfaltigkeiten werde ich in weiteren Veréffentlichungen be- 
handeln. 


Die vorliegende Arbeit ist im AnschluB an meine Dissertation™) ,,Die Charakteri- 
sierung von Regularitatsgebieten durch pseudokonvexe Funktionen“ (Miinster, Juli 1951) 
entstanden. In den wesentlichen Punkten ist sie im Rahmen des Navy Projects (Con- 
tract N5ori-07634) an der Harvard University in Cambridge, Mass., USA, fertiggestellt 
worden. Ich méchte an dieser Stelle dem Office of Naval Research fiir seine freundliche 
Unterstiitzung meinen besonderen Dank sagen. Nach meiner Riickkehr nach Deutsch- 
land legte mir Herr Prof. Bennke ein hektographiert vervielfaltigtes Manuskript von 
Herrn Norecvet™) vor, in welchem das gleiche Problem behandelt und ebenfalls eine 
Lésung erzielt wird. 

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. BeHnke in Miinster, der diese Arbeit angeregt 
und geférdert hat. 


Gliederung der Arbeit. 
$ 1. Einleitung. 


I. Kapitel. Vorbereitungen. 
$ 2. Hilfssitze und Bezeichnungen. 
3. Zuriickfiihrung des Hauptsatzes auf den Oxaschen Verheftungssatz und Skizzierung 
des Beweisganges fiir den Verheftungssatz. 
§ 4. Die Distanzfunktion d,(4) und die Bereiche B ( (3), 0). 


*) B. A. Fuxs. 


'*) BREMERMANN [1] u. [2]. 
1!) Siehe FuBnote 7. 


12) F, NorGuet. 
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Il. Kapitel. Lésung des Cousin-I-Problems fiir (G, A)-Paare. 
5. Definition der (G, A)-Paare. 
3. Reduktion des Cousin-I-Problems fiir (G, A)-Paare auf die Cousin-I-Heftung. 
Skizzierung des Verfahrens der Heftung in den §§7 und 8. 
§ 7. Cousin-I-Heftung fiir A,. 
§ 8. Cousin-I-Heftung fiir A. 


Lr. Ms. 
— 


Iil. Kapitel. Approximation von D durch (G, A)-Paare. 
9. Approximation des Gebietes D durch Bereiche Ge), 
10. Nachweis, daB G,‘e) und G,@) Holomorphiebereiche sind. 
1l. Konstruktion der Folgen A(,”). 


Mmm 


IV. Kapitel. Folgerung des Verheftungssatzes. 


§ 12. Konstruktion der Folgen a und Folgerung des Verheftungssatzes. 


I. Kapitel. Vorbereitungen. 


§ 2. Hilfssiitze und Bezeichnungen. 


2.1. C" sei der Raum von n komplexen Verinderlichen z, ...z,. Es sei 
z;= 2;+%y;. Wir schreiben fir den komplexen Vektor (z,...2,): § =a, 
n 
(z,...2,). Es sei |gl =g, )D' lz,|. 


2.2. Wir benutzen des Symbol ,,=,,‘, wenn wir eine Definitionsgleichung 
haben, durch die ein neues Zeichen eingefiihrt wird. Wir werden haufig 
Sc oa we \** schreiben. Das ist ,,die Menge der 4, so daB..... “. Das heiBt, 
{3! EB (3)} ist die Menge aller 3, die die Eigenschaft HZ haben. Z (3) braucht 
dabei nicht von allen Koordinaten von 4 effektiv abzuhingen. Beispiel: 
{4| 2,= 0}. Das ist die zur x,-Achse orthogonale Hyperebene durch den Null- 
punkt. Das Zeichen ,, A “ (gelesen: ,,und*“‘) ist das Zeichen fiir die logische 
Konjunktion zweier Ausdriicke. 

2.3. ,,Umgebung* eines Punktes oder allgemeiner einer Punktmenge M 
ist jede offene Menge, die M enthalt. Insbesondere kann also eine offene 
Menge Umgebung von sich selber sein, nicht aber cine abgeschlossene Menge. 

Falls M, kompakt in M, enthalten ist, so schreiben wir M, M,. Fir die 
abgeschlossene Hiille von M schreiben wir ©. 

2.4. Wir betrachten in dieser Arbeit, ohne es in Zukunft immer zu sagen, 
nur schlichte und endliche Bereiche im C”. ,,Endlich“ soll heiBen, daB kein 
unendlich ferner Punkt des C" innerer Punkt des Bereichs ist. Unter ,,Be- 
reich‘ verstehen wir, wie heute iiblich, eine offene Punktmenge. Ein ,,Gebiet“ 
ist ein zusammenhangender Bereich. Es sei bemerkt, daB in der alteren 
Literatur ,,Bereich‘‘ haufig in der Bedeutung von ,,Gebiet‘* verwandt wird. 

2.5. Ein Bereich (Gebiet) H heiB®t ,,Holomorphiebereich“(gebiet), wenn 
es eine in H holomorphe Funktion gibt, die nicht iiber H hinaus holomorph 
fortsetzbar ist'*). (Statt ,,Holomorphiebereich findet sich in der Adlteren 
Literatur haufig ,,Regularitatsbereich“. Da der Begriff ,,regulir nicht ganz 
eindeutig ist, wird er heute immer mehr durch ,,holomorph“ ersetzt.) 


13) B.-Tu., p. 16. (Im B.-Tu.-Bericht findet sich die Originalliteratur angegeben. Wir 
zitieren der Einfachheit wegen so weit wie méglich B.-Tx.) 


Math. Ann. 128. 5 
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2.6. Der Durchschnitt von endlich vielen oder unendlich vielen Holo- 
morphiebereichen ist wieder ein Holomorphiebereich"). 
. Falls zu jedem Randpunkt 4) eines Bereiches H eine in H holo- 
morphe Funktion existiert, die in 3 singular ist, so ist H ein Holomorphie- 
bereich!5). 


2.7 


2.8. {B,} sei eine Folge von Bereichen. Falls alle B,c B und falls jeder 
Punkt von B samt einer festen vollen Umgebung in fast allen B, liegt, so 
sagen wir: B, konvergiert gegen B und schreiben: lim B,= B. Insbesondere 


ist lim B,= B, wenn jede kompakte Teilmenge von B in fast allen B, ent- 


halten ist. 
2.9. Satz von BEHNKE-STEIN. Es sei H, eine Folge von Holomorphie- 
bereichen und lim H,= H. Dann ist auch H ein Holomorphiebereich"*). 


2.10. Ein Bereich P heiBt ,,analytisches Polyeder“*, wenn ein Bereich B 
existiert mit P cc B und k in B holomorphe eindeutige Funktionen X, (4) . . . . 
X, (4) existieren, so dab 


P = {919€ BA IX, (al <1A...A [X,(a)l < 1}. 


P heiBt ein ,,Wettsches analytisches Polyeder“, wenn der Durchschnitt von 
je 7 verschiedenen der Hyperflachen {4| |X,(3)| = 1} . . . £9! |X,(4)| = 1}, so- 
weit er auf dem Rande von P liegt, héchstens 2 —j dimensional ist. 
2.11. Jeder Holomorphiebereich H l48t sich durch Wettsche analytische 
Polyeder W, approximieren, so daB W,cCW,,,cCH und limW, = H ist”). 
2.12. W sei ein Wetusches Polyeder in dem Bereich B. Der Durchschnitt 
des Randes von W mit den n verschiedenen Hyperflachen {4| IX; (g)] = 1}... 


{gl |X;, (3)| = 1}, mit der Orientierung nach F. SommER"*) versehen, seid; . + +jy3 


f(4) sei eine in B holomorphe Funktion. Dann lautet die BErnemMann-WEIL- 
sche’®) Integralformel: 


= aa. y 6j, «++ in (40) dt 4 
fir 36W: f(g)=td - f(C)dC,...df,, 
rs IT (Xj, (f) — Xj, ()) 

a v=1 


41 °""in 
wobei iiber alle j,. ..7,, Kombinationen summiert wird, wo alle j,...j, von- 
einander verschieden sind und j € {1 ...k}. Ferner ist in der Integralformel 
n(n —1) 
(—1) 


t= -iga - und 6; o ++ ge (B C) = Det |P# (3 C)| . Die P? (3: C) sind die 


n 
Funktionen aus der Zerlegung: X;_(¢) — X,; (3) = 7 (C.- z,) P5. (4, ¢). Eine 
u=l1 
4) B.-Tu, p. 74. 
5) B.-Tu., p. 75. 
%*) Bennke-Srein [1]. 
1”) Bennke-Srern [2] und A. WEIL. 
18) F. SomMER. 
%*) S. Beromann und A. Wei. Wir benutzen hier die Integralformel, wie sie bei 
F, Sommer dargestellt ist (auf p. 177). 
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solche Zerlegung ist nach He¥eR'*) immer méglich. Die Pj’ (3,2) sind in 
B, x B, holomorphe Funktionen der 2 komplexen Veriainderlichen (4, ¢). 
Also ist auch jedes 6,,. . . 5, (3, ¢) in B, x B, holomorph. 

2.13. Ein Bereich B heiBt ,,holomorph konvex**°), wenn es zu jedem B,(¢ B 
ein B* gibt, so daB B, c B* cc Bund so daB zu jedem 4 ¢ B — B* eine in B 
holomorphe eindeutige Funktion /(5) existiert, so daB 

Max |f(3)| < |f(3)| 
a€ By 
ist. 
Jeder holomorph konvexe Bereich ist ein Holomorphiebereich”). 

2.14. Ein Bereich B heiBt ,,.konvex in bezug auf die Menge M von Funk- 
tionen“, wenn die Bedingung in 2.13. bereits mit Funktionen aus der Menge M 
erfillt werden kann. Beispiel: M die Menge der in einem gréBeren Bereich 
(als B) holomorphen Funktionen. 

2.15. H, und H, seien zwei Holomorphiebereiche, H,c H,. Es mége eine 
stetige Schar von Holomorphiegebieten H (t) geben, so daB fiir ¢t = t,: H (t,) 

H, und fiir t = t,: H(t.) = H,. Dann laBt sich nach BEHNKE-STEIN”) in 
jedem kompakten Teilgebiet H¥, H¥<c H,, jede in H, holomorphe Funktion 
durch in ganz H, holomorphe Funktionen gleichmaBig approximieren. Das 
heiBt: Zu jeder in H, holomorphen Funktion /, (3) und zu jedem A} cc H, und 
e > 0 gibt es eine in H, holomorphe Funktion f, (3), so daB 

f,(3) — fo(3)| < e in Hf. 
Wir brauchen diesen Satz hier nur in dieser Form. BEHNKE-STEIN beweisen 
ihn statt fiir ,,stetige Ausdehnung von H, auf H,“ auch fiir ,,halbstetige Aus- 
dehnung“‘?). 

2.16. Das 1. Coustnsche Problem. B sei ein Bereich. In B sei eine ,,Cousin- 
[-Verteilung“‘ vorgegeben. Das heiBt: Jedem Punkt 3° ¢ B sei eine Um- 
gebung Uo) und eine Lokalfunktion fe (3) zugeordnet, die in Uo mero- 
morph ist. 

Wir nennen zwei meromorphe Funktionen ,,aquivalent (in bezug auf Sub- 
traktion)‘‘, in Zeichen: f,(3) = f.(4), wenn die Differenz /,(3) — f.(3) holo- 
morph ist. 

Wir sagen: Eine Verteilung erfillt die Vertraiglichkeitsbedingungen, wenn 
fiir zwei beliebige Punkte 3 ¢ B und 4 € Bgilt: f(a) f,(2)(3) in U,a) r\ U2) 
oder Uy 1) Uy2) 024). 

2.17. B sei ein Holomorphiebereich. Dann ist jede Cousin-I-Verteilung, 
die in B die Vertriglichkeitsbedingungen erfillt, in B lésbar. Das heiBt: Es 
gibt eine in B meromorphe Funktion F(3), die in jedem 2,0) mit f,0)(§) 
aquivalent ist*). 

20) B.-Tu., p. 72. 

#1) B.-Tu., p. 73. 

#2) BEHNKE-STEIN [4] und [5]. 

23) Siehe FuBnote 22. 

*4) B.-Tu., p. 64. 

*) K. Oxa [2]. 


5* 
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§ 3. Zuriickfiihrung des Hauptsatzes auf den Okaschen Verheftungssatz und 
Skizzierung des Beweisganges fiir den Verheftungssatz. 

3.1. Reduktion des Hauptsatzes. 

Es ist das Anliegen dieser Arbeit zu beweisen: Jedes schlichte, endliche 
(im Sinne von CARTAN) pseudokonvexe Gebiet H im Raume von n komplexen 
Verinderlichen ist ein Holomorphiegebiet. Wir wollen diesen Satz zunichst 
auf folgenden (Okaschen Verheftungssatz) reduzieren: 

D sei ein schlichter, beschriinkter Bereich im Raume von n komplexen Ver- 
dinderlichen. Es seien die Bereiche D, = 4, Dr\ {4 \x, > a,} und D,=4, Dr {4) 2,- 

a,} Holomorphiebereiche und es sei a,<a,. Dann ist D ein Holomorphie- 
bereich. 

Wir merken zunichst an, daB dieser Verheftungssatz ein (triviales) Ana- 
logon fiir konvexe Gebiete hat: Betrachten wir die Ebene der beiden reellen 
Verinderlichen x, und x,! D sei ein Gebiet in dieser Ebene. Sind dann die 
Gebiete D, =a; DO {(x,, x2) | 2, > a,} und D,=g, DO {(x, x) | x, < ag} kon- 
vexe Gebiete, und ist a, < a, so ist D ein konvexes Gebiet. 

Zur Ableitung unseres Hauptsatzes aus dem Verheftungssatz verfahren wir 
folgendermaBen: Wir iiberziehen jede der n Koordinatenebenen durch ein 
Gitternetz: z= u;-d; y;= v7 d, 7 =1---n,w;,¥;,=+---—1,0,1,2---, und 
d reell und > 0. d ist die ,,Gitterkonstante“. Dann zerlegen offenbar die 
Hyperflachen {3| 2;= u;d}, und {3| y;= »;d} den Raum in lauter ,,Hyper- 
wiirfel*: 


7 


we .®, ¥ = af {% Mi d < 2 (uy + 1) d} 


{gl md < yy, <(% + 1)d}. 
t=1 
Jeder dieser Hyperwiirfel " bigs hos Me ist trivialerweise ein Hoiomor- 
phiegebiet. 

Wir nehmen nun zunichst an, daB unser Gebiet H beschrankt ist. Nach 
Voraussetzung gibt es um jeden Randpunkt von H eine Hyperkugel, so daB 
der Durchschnitt mit H ein Holomorphiebereich ist. Ist nun H beschrankt, 
so kénnen wir den Rand von H mit endlich vielen dieser Hyperkugeln 
iiberdecken. Machen wir daher unsere Gitterkonstante d klein genug, so 
liegt jeder Hyperwiirfel, der den Rand von H schneidet, in einer dieser endlich 
vielen Hyperkugeln. Da der Durchschnitt von H mit jeder der Hyperkugeln 
bereits ein Holomorphiebereich ist, so ist der Durchschnitt mit einem darin- 
liegenden Hyperwiirfel erst recht ein Holomorphiebereich. Es ist also in der 
Menge aller Hyperwiirfel, die einen nichtleeren Durchschnitt mit H haben, 
der Durchschnitt eines jeden Hyperwiirfels mit H ein Holomorphiebereich. 
Nun halbieren wir unsere Gitterkonstante d noch einmal. Dann erhalten wir 
lauter ineinandergreifende Hyperwiirfel, deren Durchschnitt mit H ein Holo- 
morphiebereich ist. 

Wir haben bei der Formulierung unseres Verheftungssatzes die zur 2,- 
Achse orthogonalen Hyperebenen ausgezeichnet. Das ist natiirlich willkiirlich. 
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Der Verheftungssatz gilt, wenn er in der obigen Formulierung gilt, auch fiir 


alle x; und y;,j = 1... anstelle von 2,. Also kénnen wir unseren Verheftungs- 
satz auf alle die ineinandergreifenden (endlich vielen) wo aa 
ebm Migs Rate » Me 


anwenden und diese sukzessive miteinander verheften, bis wir H erhalten. 
Damit ist unser Hauptsatz fiir den Fall, daB H beschrankt ist, aus dem Ver- 
heftungssatz bewiesen. 


Ist H nicht beschrankt, so bilden wir zunaichst den Durchschnitt von H 
mit einer (groBen) Hyperkugel vom Radius R. Hp = 4, H 7 {4\ |3| < R}. Dann 
ist Hp pseudokonvex und beschrinkt, also ein Holomorphiebereich. Dann 
lassen wir R gegen unendlich gehen und wenden den Satz von BEHNKE-STEIN 
iiber konvergente Folgen von Holomorphiebereichen an. Daraus folgt, da8 


lim Hp= H ein Holomorphiegebiet ist. 
R— « 


Es ist also unser Hauptsatz auf den Oxaschen Verheftungssatz reduziert. 
Der Beweis des Verheftungssatzes ist der Gegenstand des restlichen Teiles 
der Arbeit. Wir wollen den Beweisgang jetzt kurz skizzieren. 

3.2. Skizzierung des Beweisganges. 

Wenn wir bereits wiiBten, daB D ein Holomorphiebereich ist, so wiiBten 
wir auch, daB das I. Coustnsche Problem in D lésbar ist. Wir benutzen um- 
gekehrt die Lésbarkeit des I. Coustyschen Problems beim Beweis, daB D ein 
Holomorphiebereich ist. 


Beim I. Coustnschen Probiem ist ein Bereich B gegeben und jedem Punkte 
aus B ist eine Umgebung zugeordnet und eine in der Umgebung meromorphe 
Funktion, im folgenden ,,Lokalfunktion®: genannt. Dieses System von Um- 
gebungen und Lokalfunktionen heiBt ,,Cousin-I-Verteilung“. Im Durch- 
schnitt zweier Umgebungen seien die zugehérigen Lokalfunktionen Aqui- 
valent, d. h., daB ihre Differenz dort holomorph ist (vgl. 2.16 und 2.17). Das 
Problem besteht darin: Man erweise die Existenz einer in ganz B mero- 
morphen Funktion, die in jeder der Umgebungen mit der zugehérigen Lokal- 
funktion aquivalent ist. Oder anders ausgedriickt: Man erweise die Existenz 
einer in B meromorphen Funktion, die genau die lokal vorgegebenen Pole 
besitzt. 


Der Nachweis der Lésbarkeit des I. Covustyschen Problems (im folgenden 
kurz ,,Cousin-I-Problem“ genannt), gelingt uns nicht unmittelbar fiir D selber. 
Das Verfahren, mit dem wir die Lésung konstruieren, stellt eine ganze Reihe 
von Anforderungen an den Bereich, in dem das Cousin-I-Problem gelést 
werden soll. Genauer: Anforderungen an das Bereichspaar. Beim gewéhn- 
lichen Cousin-I-Problem, wie wir es eben beschrieben haben, wird die Lésungs- 
funktion fiir denselben Bereich gesucht, fiir den die Verteilung definiert ist. 
Anders bei unserem Verfahren. Dazu ben6étigen wir ein Bereichspaar (G, 4) mit 
1c G. Die Cousin-I-Verteilung muB8 in G@ definiert sein (und dort die Ver- 
triglichkeitsbedingungen erfiillen). Die Lésungsfunktion bekommen wir dann 
in A. Die Lésung dieses Consin-I-Problems fiir (G, 4)-Paare, die einer Reihe 
von besonderen Voraussetzungen geniigen, erfolgt in Kapitel IT. 
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Im III. Kapitel approximieren wir dann den Bereich D beliebig nahe 

durch (G, A)-Paare. Wir konstruieren eine Folge G® mit G@ ¢c Dund lim G®’= D 
o+0 

und zu jedem G® eine Folge A®” mit lim A@ = G@, so daB jedes Paar 
(G@, A@”) ein (G, A)-Paar ist (in dem wir das Cousin-I-Problem lésen kénnen). 

Im IV. Kapitel approximieren wir schlieBlich jeden Bereich A” noch 
durch eine Folge von Bereichen Q@”) mit Q@” cc A@” und lim Q@” = A@”, 

> oo 

Die QQ” sind so beschaffen, daB wir zu jedem Randpunkt 3 von Q(@” eine 
in ganz G® definierte Cousin-I-Verteilung finden kénnen, die in dem Rand- 
punkt 4 einen Pol vorschreibt, jedoch keine Pole in Q(@”) vorgibt. Um eine 
solche Cousin-I-Verteilung zu finden, benutzen wir wieder die speziellen 
Eigenschaften der (@@ , A”)-Paare. Wir lésen die Verteilung und erhalten 
eine Funktion, die in A”) meromorph ist (also in einer Umgebung von Q”’), 
die in Q@”) holomorph ist und in dem Randpunkt 3 einen Pol besitzt. 


Es existiert also zu jedem Randpunkt von Q@”) eine in Q@”) holomorphe 
Funktion, die in dem Randpunkt 4 singular wird. Damit ist nach einem Satz 
von CaRTAN-THULLEN (vergl. 2.7) Q‘¢”) Holomorphiebereich. 


Jetzt folgt der Okasche Verheftungssatz leicht: Da jedes Q‘¢”) Holomorphie- 
bereich ist, so ist nach dem Satz von BeHNnKe-STEIN auch lim Q@”) = A@” 
“> co 
Holomorphiebereich. Mit jedem A”) ist auch lim A@” = G@ Holomorphie- 
,-—> © 
bereich. Und schlieBlich ist ebenso lim G@ = D Holomorphiebereich, und 


damit ist der Verheftungssatz bewiesen. 


Einen wesentlichen Teil des Beweises bildet die Lésung des Cousin-I- 
Problems fiir (G, 4)-Paare. Der Nachweis verlaiuft so, daB wir die gegebene 
Verteilung zunichst fir zwei Teilbereiche von G lésen, die Holomorphie- 
bereiche sind, und dann die Lésungen verheften. Bei der Verheftung, d. h. der 
Gewinnung einer Gesamtlésung aus den beiden Teillésungen, benutzen wir 
die Wett-Bercmannsche Integralformel (s. 2.12). Ein wesentlicher Teil der 
speziellen Eigenschaften, die die (@, 4)-Paare haben miissen, ist erforderlich, 
damit wir die Integralformel anwenden kénnen. Die Heftung gelingt zunichst 
nur in einem Teilbereich und wird dann durch Approximation auf den ganzen 
Bereich ausgedehnt, wobei eine Integralgleichung zu lésen ist. Eine genauere 
Skizzierung des Heftungsverfahrens befindet sich in § 6. 


Um die approximierenden Paare (G®), A”) konstruieren zu kénnen, be- 
nétigen wir mehrere Hilfssitze, die wir zunichst (in § 4) beweisen. Diese Hilfs- 
sitze sind auch an sich selber von Interesse. So befindet sich darunter eine 
Variante des Kontinuititssatzes**) und des sog. CARTAN-THULLENschen 
,.Fundamentalsatzes‘?’). Wir beweisen in § 4 an einigen Stellen etwas mehr, 
als bei den spiteren Anwendungen bendtigt wird. 


*) Bennke-SomMMER. 
27) CanTAN-THULLEN, B.-Tu. 
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§ 4. Die Distanzfunktion d, (3) und die Bereiche B (y (3), @). 

4.1. Definition®*). B sei ein (schlichter) Bereich. Dann bezeichne dpz(4) den 
euklidischen Minimalabstand des Punktes 4 vom Rande von B. 

Das hei®t dg(4) ist das Minimum von |3 — 3| in bezug auf alle Rand- 
punkte 3 von B. Das ist gleich der kleinsten oberen Schranke der Radien 
aller Hyperkugeln mit dem Mittelpunkt in 4, die noch ganz in B liegen. 

4.2. dz(4) hat offenbar die folgenden Eigenschaften: d,(4) ist endlich in B, 
falls B mindestens einen endlichen Randpunkt hat. d,(4) ist positiv in B und 
geht iiberall am Rande stetig gegen Null. 

4.3. Die Distanzfunktion dp (3) ist eine stetige Funktion von 3 in B. 

Beweis. d (4) ist nach Definition 4.1. das Minimum des euklidischen 
Abstandes von 4 zu einem beliebigen Randpunkt von B. Wegen der Ab- 
geschlossenheit der Randpunktmenge wird das Minimum fiir (mindestens) 
einen Randpunkt von B angenommen. Haben wir also einen Punkt 3¢ B, 
so existiert ein Randpunkt 3°”) von B, so daB | 3 — 3” | = dz(g™) ist. 

Es seien nun 4” und 3% zwei Punkte aus B mit einem Abstand 
3) — g| < 6. 3%) und 3°” seien die zugehérigen Randpunkte, so daB 
la) a git) ‘ dp (a) und Fa a g°?-2)| ‘ia dz (3°) ist. 

Nun ist auf Grund der Dreiecksungleichung fiir die euklidische Norm: 
g(1-R) : 3{?)| a [gr-® a 4a») 4. 4) » 4| < |gt-® i a rs lg a 4>)| 
-d (3) :s lg oA 4 <d (3°) 4. é. 
Und analog ist 
3(2,R) ee 30)| < | (2%) ma 4 4 4°) ee 40] < d(4°*) re é. 
Andererseits ist dp(3) < |g°-”) — 3|, denn 3° ist ein Randpunkt von B 
und d,(3) ist das Minimum aller Abstiinde von 3° zu einem Randpunkt. 
Ebenso ist: dp(3) < |g*” — 3|. Das ergibt zusammen mit dem obigen 
dy (9) S lg — | S dp (ag) + 4 
und dp (3) < |g*™ — | < dz (g) + 6. 
Also |dp(3°) — dg(a™)| < 6. Das heiBt: 


Falls |g — 3| < 6 ist, so ist |dp(3) — dg(3™)| < 64, also ist dp(4) stetig 
in B. 


4.4. Es gilt dp .p, (3) = min (dz (3); dp,(3)). Das ergibt sich unmittelbar 
auf Grund der Definition. 


4.5. Definition. B sei ein Bereich, x (3) sei eine holomorphe Funktion in 
B. Dann definieren wir: 
B(x (3), @) =arls. 18 € BA dp(s)> |x (3)| - @}- 
Das heiBt B(x (3), 0) ist die Menge aller Punkte aus B, die einen Abstand 
groBer als | y (4)| - @ vom Rande von B haben. 
4.6. Es gilt: 
{B, \ By} (xz (3), ©) = B(x (8), 0) \ Be (x (3), ©) - 


28) Vgl. BREMERMANN [2]. 
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Anmerkung: {B, -\ B,} (x (4), @) soll bedeuten, daB unsere Operation auf 
B, -\ B, anzuwenden ist. Also, wenn B,=,, B,\ By, so ist 


{B, \ Bs} (x (3), @) = Bs(x (3), @)- 


Dagegen bezeichne B,  B,( x (3), @) den Durchschnitt von B, mit B,(y (4), ). 
Beweis von 4.6. Es ist nach Definition 


B, (x (3), @) = {813 € Bi A dp, (4) > |x (a)! - o} 
Be) e) = {813¢ BA dp, (3) > Ix (al - e} . 
Bilden wir nun den Durchschnitt, so kénnen wir rechts zur Konjunktion der 
beiden Bedingungen in einer einzigen Klammer iibergehen. 


B, (x (3), 0) 0 Bs (x (3), @) 
{313¢ B, A ¢€ By A dp, (3) > 1x (3)l-@ A dp, (3) > x (3)- 0} 


dafiir kénnen wir schreiben: 
= {91 3¢ BLO B, A min (dz (4); dp,(3)) > | x (4)! + 0} 
Und das ist auf Grund von 4.4 gleich: 
{913€ BO BA dg oq p(s) > |x (3)! - 0} = {BO Ba} (x (8), ©) - 


4.7. Falls im Bereich B, iiberall gilt: |p (4)| = | 7 (4)|, 80 gilt fiir einen be- 
liebigen Bereich B,: 


B, \ Bz (y (3), @-) C BLO Ba (x (3), @)- 

Beweis. In B,, also erst recht in B,7- B, gilt |p (4)|- o> |x (4) - 0. 
Daraus folgt: 

Wenn dz. (4) > |y(4)|-o in BLO By, so dz (4) Z(a)\-o in BLO By. 
Daraus folgt unser Satz unmittelbar. 

4.8. Falls B beschrinkt ist und (y (3))-' in B beschriinkt ist, so ist fiir alle 
o> 0: B(x (4), e)(C B. Falls (y (3))-? beschrinkt ist, so existiert fiir jedes 
o > 0 ein e, so daB | 7 (4)|-o >e > 0 in ganz B. Weil B beschrankt ist, gibt 
es nur endliche Randpunkte. Und zu jedem Randpunkt 3) von B gibt es 
eine Umgebung U, niamlich U = {| |, — 3" < 2}, so daB in UCB gilt 
d,(4) < ¢. Es folgt unser Satz. 

4.9. Wir beweisen jetzt eine Variation des sog. CaRTAN-THULLENschen 
,,Fundamentalsatzes“.?’) u. 28) 

B sei ein (schlichter) beschriinkter Holomorphiebereich. (3) sei in B holo- 
morph und (x (3))~' sei in B holomorph und beschrinkt. S sei eine kompakte 
Teilmenge von B. Jede in B holomorphe Funktion nehme ihr Maximum auf 
der Teilmenge T © S an. dp(4) sei die euklidische Distanzfunktion (s. 4.1.). Es 


set min (| x (5)|-* - dg (4)) = m. 
act 


Dann ist | 7 (4)|- - dp(4) >} m nicht nur in T sondern in ganz S. 
Anmerkung I. CartTaN-THULLEN beweisen einen ahnlichen Satz fiir die 
,,.Randdistanz (und x (3) = 1) anstelle unseres euklidischen Randabstandes 
d,(4). dpg(%) ist abgeleitet von dem euklidischen Abstand zweier Punkte. 
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Die CARTAN-THULLENsche ,,Randdistanz‘‘ dagegen ist abgeleitet von der 
,.Maximummetrik“, bei der man zwei Punkten 4") und 3% Max (|z‘) — 2) 


v=1...m 


als ihren Abstand zuordnet. 

Unsere Distanzfunktion ist invariant gegeniiber euklidischen Transfor- 
mationen. Die CarTaN-THULLENsche Randdistanz dagegen ist invariant nur 
gegeniiber der Gruppe der Vertauschungen der Koordinatenebenen und 
euklidischen Transformationen innerhalb der einzelnen Koordinatenebenen. 
Die Multiplikation von d,(%) mit (y (3))-! fiihrt uns bereits zu einer verall- 
gemeinerten ,,Distanzfunktion“. Wir merken an, daB sich unser ,,Funda- 
mentalsatz‘‘ in bezug auf die Klasse der zugelassenen Distanzfunktionen noch 
wesentlich ausdehnen lat (auf pseudokonvexe (plurisubharmonische) Funk- 
tionen). Insbesondere laBt sich die gegeniiber holomorphen Transformationen 
invariante BERGMANNsche Metrik heranziehen. Dann erhalt man eine holo- 
morph invariante ,,Distanzfunktion™. (Vergl. BREMERMANN [2)). 

Anmerkung IT. Unser ,,Fundamentalsatz“ enthialt fiir schlichte beschrankte 
Holomorphiebereiche den Kontinuititssatz in allgemeiner Form”). Der 
Kontinuitiatssatz besagt: B sei Holomorphiebereich. Es konvergiere eine Folge 
von analytischen Flichenstiicken F, (bzw. Flichen, fiir die das Maximum- 
prinzip fiir holomorphe Funktionen gilt) gegen eine Grenzfliche Fy. Die 
Rainder R, der F, mégen gegen R, von F, konvergieren. Es sei {F,. R,}¢<c B 
fiir alle v. Ist dann R,cc B, so auch Fy cc B. 

Dieser Satz folgt aus unserem Satz sofort: Nach Voraussetzung nimmt 
jede in B holomorphe Funktion ihr Maximum in bezug auf F,U R, auf R, an. 
Wir setzen S =,,F, R, und T = R, und yx (4) = 1. Dann ist also auf Grund 


unseres Fundamentalsatzes: min d,(3) = mind ,(3). Wegen der Stetigkeit 
3¢FviRyv ,¢€R, 


der Distanzfunktion dp, (4) (s. 4.3) gilt diese Relation auch im limes fiir Fy und 
R,. Ist nun R, cc B, so ist der Mindestabstand von R, vom Rande von B 
positiv. Es gilt also 
min dg(3) = min d,(4) > 0, 
4¢Fo+ Ry 3€ Ry 

und das bedeutet, daB F,cc B. w.z.b.w. (Vergl. BREMERMANN [2]). 

Anmerkung IFI. Unser Fundamentalsatz gilt fiir eine wie fiir mehrere 
komplexe Verinderliche. (Man nehme im Falle einer Veranderlichen als S 
z. B. ein kompaktes Teilgebiet von B. Als 7’ nehme man den Rand von S.) 
Der Unterschied zwischen einer und mehreren Veranderlichen besteht darin; 
Bei mehr als einer Verinderlichen gibt es Mengen S, die eine Dimension 
haben, die kleiner als die Dimension von B ist, und die trotzdem echte Teil- 
mengen 7' besitzen, in bezug auf die das Maximumprinzip gilt. Bei einer 
Veranderlichen ist das nicht der Fall. 

4.10. Beweis des ,,Fundamentalsatzes 4.9. Wir betrachten zunichst die 
Punktmenge 


{4 3 T a , * 3 . dp (g") nl e’} ; e’ > 0. 


**) Siehe FuBnote 26). 
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Offenbar liegt diese Menge kompakt in B. (y (4))~' ist nach Voraussetzung 
beschrinkt. Es gibt also zu jedem ¢>0 ein e’, so daB: e =| ¥ (4)|-1- &’. 
Nun ist nach der Voraussetzung unseres Fundamentalsatzes fiir 3 ¢ 7: 
dp (a) | x (3)|- = m. Dann ist also fiir g¢ 7: (m — e) | x (3)| Sd g(a) — &’. 
Dann ist die Punktmenge 
T* (e) = as {3 | eek T ‘ \3 - 4| p (m ac e) ly (a) } 

in der obigen enthalten und liegt damit auch kompakt in B. 

Es sei {(4) eine in B holomorphe Funktion. Dann ist f(3) auf jeder kom- 
pakten Teilmenge von B beschrinkt. (3) ist also insbesondere auf 7'* (e) 
beschrankt: Fiir 4 € 7'* (€) sei |f(4)| < M (e). 

Es sei a ein beliebiger komplexer Vektor vom Betrage |a| = 1. Dann ist 
f(x + 44a) bei festem a eine holomorphe Funktion von 4. Fiir 3 ¢€7' und 
A| < (m — e) |x (3)| gehért offenbar der Punkt 4 +Aa noch zu 7* (e), 
(denn dann ist |g+ Aa — 3| = |A| < (m — e) |x (3))|). Fir g%€7 und 
|Al < (m—e) | x (g°)| ist also [f(g + A.a)| < M (e). 

Wir entwickeln f(s + A a) in eine Taylorreihe: 

fa + 4a)= x Bs 3 + ha) . W. 
v=1 ¥! Qa” 
Nun ist nach der Caucuyschen Formel: 
1 | avfe(g+ aa), M (e) 


A 0 


v! a2 (m — e€)”| x (§ 


(0) ) i. 
Multiplizieren wir beide Seiten mit | y (3"’)|, so erhalten wir: 


1 | a A+ Aa), allz@! < 200 


v! 22” (m—e)” 


Die Ableitungen — 

ao*Z. 

a” 13 + Aa) 

aia 
2” Ha) 

ak Se ey 

steht auf der linken Seite der letzten Ungleichung fiir jedes » der Absolut- 

betrag einer in B holomorphen Funktion. Da alle in B holomorphen Funk- 

tionen ihr Maximum in bezug auf S auf der Teilmenge 7' annehmen, so gilt 

obige Ungleichung also nicht nur fiir 3¢7', sondern fiir alle 3 ¢ S (und 
alle vy und alle a mit |a| = 1). 


sind in B holomorphe Funktionen. Die Ab- 
ud 
a’n zp 


a” f(a) 


leitungen a-o sind fiir jeden Vektor a eine Linearkombination 


aus den , sie sind also ebenfalls in B holomorphe Funktionen. Also 


Daraus folgt, daB die Reihe 


yt 8 a + 4a) | 

2=0 vi aa “— 
fiir alle 3 € S und |A| < (m — e) | x (3)| konvergiert, und zwar gleichmaBig 
fiir alle 3 ¢ S und 4, falls |A| < (m — e) |x (g™)| — 6 und 6>0. Sie stellt 
also {(j + 4a) auch fiir g € S und A mit |A| < (m — e) | x (3)| dar. 


a¥ 
0 4 
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Nun ist (4) eine beliebige in B holomorphe Funktion. Das letzte Resultat 
besagt also: Jede in B holomorphe Funktion ist fiir beliebiges a mit |a| = 1 
in allen Punkten 3 = 3 +Aa mit 3 ¢€ S und |A| < (m— e) |x (3)| noch 
holomorph. Nun ist B Holomorphiebereich. Das heiBt, B enthalt alle Punkte, 
in denen alle in B holomorphen Funktionen noch holomorph sind. 

Also gehéren alle Punkte 4 = 3 + Aa mit 3 € S und |g — | < (m — e) x 
x | x (3)| bei beliebigem a zu B. Das heiBt, die ganze Hyperkugel |, — 3 < 
< (m — e) |x (a™)| gehért zu B. Also muB dg (3) = (m — e) |x (g)| fiir 
3 € S gelten. Das gilt fiir jedes e > 0. Also 

fiir alle 4 € S ist dp (4) = | x (4)| m. w.z.b.w. 

4.11. B sei ein (schlichter) beschrinkter Holomorphiebereich. x (4) sei in B 
holomorph und (x (3))~? set in B holomorph und beschrinkt. Dann existiert zu 
jedem Punkt 3 ¢ B — B(x (3), @) eine in B holomorphe Funktion {(3), so dap 

Max |f(3)! < |f(a)I. 
3 € B(x (3), @) 
Beweis. Angenommen, das wire nicht der Fall, dann definieren wir: 


S =a, B(x (3), e-) U8} und T=4,B (x (3), @)- 

Jede in B holomorphe Funktion wiirde also ihr Maximum bereits in 7 an- 
nehmen. Es ist | y (3)|-! dg (4) =} o fiir 4 € 7’. Dann wire nach unserem Satz auch 
lz (3) dg (Q) 2@- 

Es miiBte also 3 zu B(x (4), @) gehéren. Widerspruch! Es folgt unser Satz. 

4.12. Unter den Voraussetzungen von 4.11 ist jeder Bereich B (x (3), @) kon- 
vex in bezug auf Funktionen, die in ganz B holomorph sind. 

Das heibt: Zu jedem B,¢C B(x (3), @) gibt es ein B*, so daB zu jedem 
Punkt 3 aus B(y (3), 2) — B* eine in B holomorphe Funktion existiert, so 
daB 


Max If(a)l < Ifa)I 
3€B, 
Beweis. Wenn B, (c B (x (3). ), so k6nnen wir, da B und (x (3))~' beschrankt 
sind, ein o* > oe finden, so dab 
ByC B(x (3), o*) <c B(x (3); @)- 

B* =, B(x (3), o*) hat dann nach dem vorangehenden Satz 4.11 die ver- 
langten Eigenschaften. 

4.13. Unter den Voraussetzungen von 4.11 ist jeder Bereich B(x (4), @) ein 
Holomorphiebereich. 

Das folgt unmittelbar aus dem CaRTAN-THULLENschen Satz: Jeder holo- 
morphkonvexe Bereich ist ein Holomorphiebereich (2.13) und aus 4.12. 


II. Kapitel, Lésung des Cousin-I-Problems fiir (G, 4)-Paare. 
§ 5. Definition der (G, 4)-Paare. 

5.1. Wenn wir bereits wiiBten, daB D ein Holomorphiebereich ist, so 
wiBten wir auch, daB das Cousin-I-Problem in D lésbar ist. Wir benutzen 
umgekehrt die Lésbarkeit des Cousin-I-Problems beim Beweis, daB D Holo- 
morphiebereich ist. 
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Der Nachweis der Lésbarkeit des Cousin-I-Problems gelingt uns nicht un- 
mittelbar fiir D selber. Das Verfahren, mit dem wir die Lésung konstruieren, 
stellt eine ganze Reihe von Anforderungen an den Bereich, in dem das Cousin-I- 
Problem gelést werden soll. Genauer: Anforderungen an das Bereichspaar. 
Beim gewohnlichen Cousin-I-Problem ist eine Cousin-I-Verteilung in einem 
Bereich vorgegeben und die Lésungsfunktion wird fiir denselben Bereich ge- 
funden (s. 2.17). Anders bei unserem Verfahren. Dazu benétigen wir ein 
Bereichspaar (G, 4) mit ACG. Die Cousin-I-Verteilung mu8 in G gegeben 
sein (und dort die Vertriglichkeitsbedingungen erfiillen). Die Lésungs- 
funktion bekommen wir dann fiir A. 

5.2. Wir wollen jetzt die Anforderungen angeben, die an ein (G, 4)-Paar 
zu stellen sind. In den folgenden Paragraphen dieses Kapitels werden wir 
dann zeigen, daB diese Anforderungen geniigen, um das Cousin-I-Problem fiir 
(G, A)-Paare zu lésen. Im nichsten Kapitel werden wir dann eine Bereichs- 
folge G® mit lim G® = D konstruieren und zu jedem G® eine Berewhsfolge 


e@-> 
Ae”) mit A@” ¢ G@® und lim A®@” = G® mit der Eigenschaft, daB jedes Paar 
> 2 
(G@, A®@”) ein (G, A)-Paar (im Sinne der Definition dieses Paragraphen) ist. 
5.3. G@ set ein (schlichter) beschriinkter Bereich. Es sei b,<0<b,. Dann 
“ot — ’ ’ y 
definieren wir: Gy =4a,@ CO {4| x, > 6} und G, LL \G,. 
Die Bereiche G, und G, seien Holomorphiebereiche. Dann ist G, trivialerweise 


“ite . ny y 
ar AN {§| 2% < 54}, Gy =aG 


auch ein Holomorphiebereich. 


5.4. Es mégen k in G, holomorphe Funktionen X, (3) . . . X, (4) existieren 
und es sei 
P = az {§1 8 Gy A |X (3) < LA +++ A [XQ (3)l < 2}. 
Es mégen zwei reelle Zahlen c, und c, existieren (abhingig von G und den 
X,... ., X,)mit b, < ¢, < 0 < ce, < by, so daB die Punktmenge 
V =az PV {3l lea — G1] > l A |e% es | = 1} 


kompakt in G, liegt. Diese Punktmenge ist offenbar ein analytisches Polyeder. 
Das Polyeder sei ein Weitsches Polyeder (s. 2.10), so daB wir darauf die WreL- 
BeRGMANNsche Integralformel (2.12) anwenden kénnen. Wir fiihren ein: 
Xpir (3) =ape*” * und Xj,,0(4) =a, e*~ *. Dann bedeutet die Bedingung, dab 
W ein ,,Wettsches Polyeder* ist, daB der Durchschnitt von je 7 verschiedenen 
(j= 1,...,) der Hyperflachen 
{31 3¢ Rand von W A |X,(3)| = 1} --- {3]4¢ Rand von W A |X,,.(4)| = 1} 

héchstens 2 n — 7 dimensional ist (vgl. 2.10). 

5.5. Die Punktmenge {3 |\x,= 6,} \G, besitze eine Umgebung U, und die 
Punktmenge {3 | 2,= 5,} \G, eine Umgebung U,, so daf fiir 4 € (U,U U2.) AG, 
gilt: 


IX, ()| <1 —« fiir 7=1,...,k. 


5.6. Wenn X,...X;, alle in 5.3 bis 5.5 geforderten Eigenschaften haben, 
dann definieren wir: 


A = af (G - Gs) U P 
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(Definition von P siehe 5.3.) Wir nennen das Paar (G, A) ein ,,(G, A)-Paar“, 
und jedes Paar zweier Bereiche, wo der eine die Eigenschaften von G, der andere 
die von A hat, nennen wir ,,(G, A)- Paar“. 


§ 6. Reduktion des Cousin-I-Problems fiir (G,4)-Paare auf die Cousin-I-Heftung. 
Skizzierung des Verfahrens der Heftung in den §§ 7 und 8. 

6.1. Es soll das Cousin-I-Problem fiir (G, A)-Paare gelést werden. Das 
heiBt: Gegeben eine Cousin-I-Verteilung in G, so suchen wir eine Lésungs- 
funktion fiir A, d.h. eine Funktion F(j), die in A meromorph und mit den 
Lokalfunktionen aquivalent ist. 

Zur Konstruktion von F(%) lésen wir die gegebene Verteilung zunichst 
fiir G, und G,. Das ist méglich, weil G, und G, Holomorphiebereiche sind 
(s. 2.17). Wir erhalten also zwei Funktionen F,(3) und F,(3), F,(3) mero- 
morph und mit den Lokalfunktionen aquivaient in G, und F,(3) entsprechend 
in G,. In G,= G, G, sind dann F;(4) und F,(3) miteinander aquivalent, d. h. 
die Differenz 

f(a) =ar Fi) — Fela) 
ist in G, holomorph. 

Insbesondere ist f(§) in einer Umgebung U der abgeschlossenen Menge 
1 -\ {4 |2,= 0} holomorph (nimlich U = G,), da A {3 |x2,= 0} nach Voraus- 
setzung 5.3 kompakt in G, liegt. 

Kénnen wir jetzt eine Umgebung V der offenen Menge 41 {4 |2,= 0} 
finden, Vc U, und zwei Funktionen ®,(3), holomorph in (4 / {3 |2, > 0}) U V 
und ®,(3), holomorph in (4 ‘4 {4 |2,< 0}) U V, so daB in V identisch gilt: 


D,(3) — D,(3) = f(a), 


so haben wir unser Problem gelést. Denn dann ist in V: F,(4) — ®,(4) — 
F(4) + ®(3) = f(4) — f(4) = 0. Definieren wir also 

F(3) =az F(3) — (3) in A {5 |2, => 0} 

F(a) =az F2)3) — ®.(3) in AN (gla, 5 0}, 
so ist F(%) eine in ganze A meromorphe Funktion. F,(3) bzw. F,(4) waren 
mit den Lokalfunktionen Aaquivalent. Die Addition einer holomorphen 
Funktion andert daran nichts (vgl. 2.16). Also ist F(4) in ganz A mit den 
Lokalfunktionen aquivalent, d. h. F(3) hat die oben verlangten Eigenschaften. 
Wir fassen zusammen: Wir haben das Cousin-I-Problem reduziert auf die 
Cousin-I-Heftung, die wir noch einmal formulieren: 

6.2. Cousin-I-Heftung. Gegeben eine Umgebung U der abgeschlossenen 
Menge: Ar\ {4 \x,= 0} und eine in U holomorphe Funktion f(3). Man finde 
eine Umgebung V der offenen Menge Ar\{4\x,= 0}, VCU, und zwei Funk- 
tionen ,(3) und ©®,(3), (4) holomorph in (Ar\ {4 \2,> 0})U V und @,(4) 
holomorph in (A 7 {4 |x, < 0}) U V, 80 daB 


,(4) — D,(4) = f(g) fier 3 € Vz 


Anmerkung: Ist 4 / {3 |2, = 0} Jeer, so ist der Fall trivial. Dann nehmen 
wir einfach ®, (3) = ®,(4) = 0 und definieren F'(4) wie oben. 
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6.3. Skizzierung des Heftungsverfahrens in den §§7 und 8. In §7 lésen 
wir die Heftungsaufgabe zuniichst fiir 4, anstelle von 4. Das heiBt, wir be- 
kommen @,(j) nur in 4,7\{3|z,>0}U V und ©®,(4) entsprechend. Wir er- 
halten ®,(4) und ®,(3) durch zwei Integraloperatoren 3,(q@, 4) und 3,(¢, 4). 
Wenn (4) in U holomorph ist, so existiert ein V, so daB 5,(q@, 4) eine in 
(As -\ {4 |2, > 9})U V holomorphe Funktion ist und 5,(9, 3) entsprechend. 
Ferner haben 5, und 3, die Eigenschaft, daB 3,(@, 4) — 5,(@, 4) = (4) ist 
in V. 

Wir brauchen daher nur 5, und 5, auf /(4) anzuwenden und @,(4) = 3, (f, 4) 
und ®,(3) = 3,(f, 4) zu nehmen, dann erhalten wir ®,(4) und ®,(3) mit den 
gewiinschten Eigenschaften — leider jedoch nur in Aj. 

Die beiden Integraloperatoren 3, und 3, enthalten Kerne, die Funktionen 
von 4 und ¢(¢ = (G,...,¢,)) sind. Wenn ¢ auf der Integrationsmannig- 
faltigkeit lauft, so sind die Kerne in (A, 4 {4 |, > 0}) U V baw. in (4, / {3 |a, < 
< 0})U V holomorph und nur dort holomorph. Sie liefern daher ®,(4) und 
®,(3) nur dort. Wir approximieren daher in §8 die Kerne durch andere 
Kerne, die in A, bzw. A, holomorph sind (etwas vereinfacht ausgedriickt). 

So erhalten wir zwei neue Integraloperatoren J, (y,3) und J, (g,3). Wenn 
¢(4) in U holomorph ist, so haben J, und /, jetzt die gewiinschte Eigenschaft, 
daB J, (p,4) in (4 4 {4 |x, > 0}) U V holomorph ist und J, (g, 4) entsprechend. 
Es ist jedoch wegen der verinderten Kerne im allgemeinen 


Ty (p, 3) — 12 (p,3) + (3) - 

Wir kénnen daher nicht einfach (3) = f(3) nehmen, wie im Falle von 
3, und 3,, um als Differenz f(4) zu erhalten. Wir miissen eine Funktion ¢(4) 
so bestimmen, daB J,(,4) — J2(9,4) = f(4) wird. Das geschieht, indem wir 
diese Gleichung als Integralgleichung fiir g(4) lésen. Die Lésung ist méglich, 
weil die Kerne von J, und J, die Kerne von 3, und 3, approximieren. 

Damit sind wir jetzt am Ziel. Zu gegebenem f(3) finden wir ein (4), 
so daB 

1, (9,8) — 12, 6) = #4) in V, 


und J, und J, sind in den gewiinschten Bereichen holomorph. 


§7. Cousin-I-Heftung fiir A,. 


7.1. Nehmen wir an, wir hatten die (in 6.2 definierte) Cousin-I-Heftung 
fiir nur eine Verinderliche zu lésen. 
Wir wiahlen in U einen Bereich V mit endlich vielen rektifizierbaren Rand- 
kurven o;. Der Rand von V, 3’ o,, sei in der tiblichen Weise orientiert. Dann 
j 
definieren wir: 


of) =4,0,\{z| x 50} 
ot?) = a, 0; t\ {z | z> 0} ° 
Dann ist also 
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Setzen wir 


1 
3, (f, z) =as Gni £8) 


ol) 
7 


at 


und 


—1 f#) 
B12) ar gaz | Foret 
o(2) 
7 
Dann ist offenbar 
3, (g,z) — 5, (yz) = o(z) in V. 
3, (gy, z) ist holomorph in V v {z | z > 0}, denn wenn ¢ auf der Integrations- 


mannigfaltigkeit a‘ liuft, so ist der Kern _ in VU {z| x > 0} holo- 


c 
7 
morph, also auch 93, (g,z). Entsprechend 3, (g,z). Der Kern 4 hangt 
nicht vom Bereich V ab. Das ist anders bei mehr als einer Verinderlichen. 
7.2. Ahnlich wie in 7.1. verfahren wir bei mehreren Verinderlichen. (4) 
sei in U holomorph. Wir betrachten das Wettsche analytische Polyeder 
(vgl. 2.10) 
V = Pry {gl |Xuas (a)l > 1A |Xpae (8)l < 1} - 
Es sei VC U. Es seien es die n-dimensionalen Kanten von V mit der 
Orientierung nach SoMMER (vgl. 2.12). Es ist also: 


G3, jg C {41 [Xi (8)] = OV. -- 0 {41 [Xeve()l = D- 


Dann lautet die BERGMANN-WEtLtsche Integralformel (siehe 2.12, siehe dort 
auch die Bedeutung von t und 6;,___; (4, ¢)): fiir 3 €V gilt: 


a 

: 8), . . . in (85) ae Bas r 

p(3) = TL’ - . - ~@(C)-dl,...dl,. 
j---in | IT(X;, (0) — Xj, (@)) 
v= 
ys wofy 
Es wird summiert iiber alle j,...7, Kombinationen von verschiedenen }j,, 
wo j,€{l...k+ 2}. Wir definieren: 
(1) r 
Oj... ig “at Fy. . 5g VAD IM S 0} 


(2) 
Oj... ig at Fy. ..4, 48 lta > OF 
, Din --- In (3,0) 
5,(¢, 8) = art D — 


1s Glo) dy. dy 
jin J Xs, C)—Xj, (i) 


of) : 
ii. -+-dy 
. Oj, . «ig (400) . ‘ 
Bs (M, 3) =ar —tZ,. ~ " - AC) dg,... dl. 
Mace ody HT (X;, (2) — X4,(8)) 
Pee 
Ji-+-Iq 


Dann ist offenbar 
3, (p,3) — Se (y,3) = vd) in V. 
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Die Kerne von 3, und 3, werden innerhalb G, genau dann singular, wenn 


n 
der Nenner IT (X,, (2) X,, (3)) verschwindet, denn 4; _ iq (b> 6) ist in (G5) » 
x (G5), holomorph (2.12). Das Nullwerden des Nenners hingt von [ ab. Es 
sei € auf der zur betrachteten j, . . .7,-Kombination gehérigen Integrations- 
mannigfaltigkeit, das ist bei 5, : o . und bei o, ist das oj ; 
ye 3 aia 


Ist j,€ {1 ...k}, so ist |X, (5)| < 1 fiir g ¢ A, (fair ¢ Tj... ,j, ist X, (¢)| = 1). 
Es ist also in diesem Falle X, (¢) — X, (3) +0 in A,. Ist 7,= k + 1, 80 ist 
Xpu1 (4) = e*-™ (siehe 5.4) (|X,.,(C) 1). Fiir 2,> ¢, ist also |X,,,(¢)| > 1 
und damit also 


Xess (3) — Xara (0) + 0 fiir 4 ¢ {§ |2, >}. 
Ist ein j,= k +2 in der Kombination j,...j,, so ist a) i leer. Denn 
Dj... 4 liegt dann ganz auf der Hyperflache {4} |e*~* | = 1} und es ist c,> 0, 
andererseits ist of wt gleich o;, _ vig 43 1% SO}. of j, ist in diesem 


Falle also leer und das zugehérige Integral tritt gar nicht auf. Das ergibt 


(1) 


zusammengefaBt: Bei allen j,...j, Kor »inationen und ¢€9;,". 


Kern 


j, ist der 
is | 


dj, ite in (4, ¢) 
I1(X;,(¢) — X;, (a)) 
v=1 
in dem Bereich A, / {3 |x, < ¢,} = 4, ({§ |x, > 0}. U V) holomorph. Also ist 
auch 3, (g,3) dort holomorph. Analog ist 3, (,4) holomorph in 4, ‘- {4 |2, 
< ¢} = A, ({3 |x, < OU V). 


§8. Cousin-I-Heftung fiir 4. 
8.1. Die Kerne in den Integraloperatoren 3, und 5, waren 


dj, . at in (3» 6) 
K;, . -+Iy (3, ¢) n . r 
TT (Xj, (C) — X4, (3) 
v=1 
Die Funktionen 4; _ 


. iq (> $) sind in (G5), x (G5), holomorph. Die X,, (3) sind 


in (G,), holomorph und die X, (¢) in (G;),. Jeder Kern k jn, (B> C) ist also 
eine in (@,), x(@3), meromorphe Funktion. Die Pole sind die Nullstellen des 
Nenners. 

Wir beschrinken € nun auf eine Umgebung (V Und 


int von gj, _. 


§gces Jy" 


zwar nehmen wir: 
-| Y A é * wae é 
e+ 2 de af iS > ‘ G, .1l- 2 < |X, (4)| < 1+ 2 
A € , a é ) 
1-5 <1 Xew@I<1+ gy], 


wobei das ¢ das « sein soll, das in 5.5 auftritt. In 5.5 hatten wir namlich, 
daB fiir j,¢{1.. . k} gilt IX, (¢)| < 1 — e fiir C € (U,U U,) VG. Also ist fiir 


CEV ig und 39 € (UYU UNG: 1Xj,(0) — X;,@) > 5 fiir), € (1... B. 
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DaB X, (¢) X;. (3) + 0 fiir j= k+1 oder k+2 in U,und JO, ist trivial, 
wenn wir nur U, und U, und ¢ klein genug gewahlt haben. 

Fassen wir zusammen: Es ist jeder Kern k; ji, (» ¢) in {(U, U U4) A G5}, x 

(Vi... abe holomorph. 

8.2. Wir geben jetzt in (G;,), x (V5... inde eine Cousin-I-Verteilung vor. 
G, ist nach Voraussetzung ein Holomorphiebereich. Vj, __. in ist trivialerweise 
ein Holomorphiebereich. Das direkte Produkt von Holomorphiebereichen ist 
ein Holomorphiebereich, also ist (G,),x(Vj,__. je ein Holomorphiebereich. 
In Holomorphiebereichen ist Cousin I lésbar (2.17). Wir kénnen also eine 
Cousin-I-Verteilung in (G,), x (Vj, _.. ;,)¢ lésen, wenn sie die Vertriglichkeits- 
bedingungen erfiillt. 

Wir méchten jetzt die Pole von k, . j, (8 6) als Pole einer in ganz (G,), x 

Wa: iJe definierten Verteilung vorgeben, die die Vertriglichkeits- 
bedingungen erfillt (s. 2.16). Zu diesem Zwecke ordnen wir jedem Punkte 
(3,¢) in (G3), x(V;,... ide die Funktion kj. jn (> ¢) als Lokalfunktion zu 
und als Umgebung (@;), «(Vj _.. i Je: Dann sind die Vertriglichkeitsbedin- 
gungen in (G3), x (V; 


_—:* trivialerweise erfiillt. Jedem Punkte (3, ¢) € (G,— 
hy ix s.0 halt 
: Gs), x ( J $5 a 


; )» ordnen wir als Lokalfunktion = 0 zu und als Umgebung 
- ight 
die gréBte Hyperkugel, die noch in {(G@,— Gs) U (U, 1 G)}, x {Vj, ... ight ent- 
halten ist. Dann sind die Vertraglichkeitsbedingungen wiederum erfiillt, da 
i out j, (b> ¢) in (0, Gs), > | ae 


' )- holomorph ist, wie in 8.1 festgestellt. 


In 
Letztere Tatsache ist entscheidend dafiir, daB sich die Vertriglichkeits- 
bedingungen an der ,,Nahtstelle: (@,— G3) -\ {4 |a, = 5} erfiillen lassen. 

Wie schon bemerkt, kénnen wir die Verteilung lésen. Wir erhalten damit 
eine Funktion 


7.) - 
k; » (4, 0); 
ware n 
die in (G,),x{Vj,...;,}, meromorph ist und die in (@;),x{Vj,__.;, }, mit 


k; __; (4, ¢) aquivalent ist. Das heiBt, es ist 


i 


dS 5.(800) ar BD. 5 (8s 0) — hy... 4d 0) 


koos & 
in (G5), x (Vj... ;,¢ holomorph. 

8.3. Es ist nach der Definition 5.3: G,= G, 0 G,= G, A {3 |2,< 5}. Bilden 
wir nun G (t) =9,@,-9 {4 |a,< t} fiir b,< t < «©. Dann ist G (b,) = Gs, und fiir 
hinreichend groBes ¢ ist G (t) = G,. Ferner ist jedes G (t) als Durchschnitt von 
Holomorphiebereichen ein Holomorphiebereich. Also ist G, auf G, tiber eine 
Schar von Holomorphiebereichen stetig ausdehnbar (analog auf G,). Dann 
ist auch (G3), x(Vj,_.. je auf (G,),x(Vj,...;,)¢ stetig tiber Holomorphie- 
bereiche ausdehnbar. 

Nach einem Satz von BrxHNKE-STEIN (2.15) léBt sich dann jede in 
(@,), x(V;,...j.)e holomorphe Funktion in jedem kompakten Teilbereich von 
(Gs), A if ae ) 


Jn’* 


In 
;)e durch in ganz (G,), (Jb holomorphe Funktionen 
i,lt 

gleichmaBig approximieren. 

Math. Ann. 128. 6 
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Wir wihlen also ein G¥<C G,, und zwar so, daB V c Gf, und wir wahlen ein ‘ 
_ 5 i, ee j,» 80 daB oj, i {ee in Zu jedem 46> 0 finden wir 


dann also eine in (G;,), » (V 


daB die Differenz 


fyonkti (1) - ’ 
j,...i,)¢ holomorphe Funktion dj". ;, (3, ¢), 80 


AM 5 (0) = ar GP. (8 0) — a. 5 (80) 


in (G3), x ( V¥ ; )» dem Betrage nach kleiner als 6 ist. Analog finden wir 
oe et . 
eine in ganz (G,),x(Vj,_.. 


; )» holomorphe Funktion d°) ; (4, ¢), so daB 
n* ato 
die Differenz 


Afr. igld> O) = a Gr. 5,(8 0) — AF. 58, 0) 


in (GF), » (V* __; ), ebenfalls kleiner als 4 ist. 


yn J_’* 
8.4. Betrachten wir k;, in (> f) + Aj (3 ¢)- Das ist gleich k;. - 
! er 
(1) 71) Z) (1) 
+ di. .+e%.. j 2? dj... 


ll n In” 
- om . (1) 
Die Funktion d): 


war in (G,), x (V ide holomorph. KY 


in yi n 
(also auch k@ + d™) hat in (G;), + (Vj, ; )» dieselben Pole wie kj, 
. n* n 
und ist nach Konstruktion in (G,— G;), » (Vj, ; )e holomorph. 
. n’* 
2 es ~ 1) - ° . . ° om ° 
Es sei jetzt ¢ 6}, ;.. Beriicksichtigen wir die Resultate iiber die Pole 
"*n 


‘ <= . l 
ist fiir € € of” 
n 


a) 
in bezug auf 3 in A /\ ({3 |z, > 0} U V) holomorph. Ganz analog ist 
j,i 0) + AP. 5 (8 5) = BD. 5. 0) — GP. 5, (& 2) 


i or 
fiir C « ) 


ome ° x (1 
von k, , in 7.2, so erhalten wir also: k:” 
= * tas oe he 


- 3 Wpew eel 
1 n 


holomorph in A 1 ({4§ |2,< O} UV). 
n 
8.5. Mit den neuen Kernen bilden wir jetzt: 


Tiy.a)=artD Jf (&,.. j, (b> ct) + A»  (3.0)) gy(C) dt, ...dl, 


jy---3y AD) 


ji---dy 


TAQ,3)=as— TL Sk. i, \b> ¢) + Ay. (b> C)) plc) dg... de, . 


I, und J, sind dort holomorph, wo bei der Integration die Kerne holomorph 
sind, also 
I,(, 4) ist holomorph in 4 /¢ ({j |z, > 0} U V) 
I,(@, 4) ist holomorph in 41 ({g |2,< O} UV). 
8.6. Wir untersuchen jetzt die Differenz /,— J,. Es ist im Durchschnitt 
der Gebiete, wo J, und J, holomorph sind, und das ist V: 


T,(. 8) — Ixy, 8) = i, (y, 3) — Tely, 4) + 


itd SAX 5, BO (Lda. don + SAR. 4, (80) P(E) ao, ---dC,) 
j A) o> 
wey ee ® he In 


Pucce] 
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Setzen wir 


K (@, 4) gleich der Integralsumme auf der rechten Seite, 
dann ist also 


I, (p; 8) — Lely, 8) = Si (p, 4) — Fal, 4) — K (gy, 4)- 


8.7. Wir wollen jetzt (4) so bestimmen, daB 


T,(@, 3) — Ley, 3) =f (3) in V 
wird, wo f{(3) die in 6.2 gegebene Funktion ist. Wir haben also, da nach 7.2 
gilt: 3, (p,3) — Sz (p.4) = ws), die Integralgleichung 


7(3) = f(a) + K (8) 


zu lésen. Wir gewinnen eine Lésung durch Iteration. Es sei 


Pod) =ar f() 
P1 (3) =az K (@p: 4) 


Pott (3) “df K (9,, 3) - 
Behauptung: 


8.8. (3) wok y, (4) konvergiert in V gleichmaBig. 
v=0 


Beweis. Es ist Aj | 4 sowie Ay? ..ig 1 (Gs), x (Vi... ade holomorph 
(vgl. 8.3). Also ist K (q,,3) fiir alle vy in G, holomorph. Damit sind also alle 
@, (3) in G, holomorph (mit Ausnahme von q,(4)). 

Es sei 


——— 
Ii---I_ , 


Neagltl Sf ldt,...dt, 
j In 


und M,=,,; Max |,(¢)|. Dann ist in V, weil VC G3 und da |AS” ;| <6 
pf See 1s 3 eS 


se: 


j -+I_ 


ceF 
(2) P : 1% '* 
und |A}*" A; 6 in (G3), x (V7. 


| py +1 (4)! ' N-6-M,. 
Wenn nun M, das Maximum von f(4) in V ist, so ist also 


M,< M,(N - 8)’. 
Haben wir also 6 klein genug gemacht, so konvergiert 3’ M, und damit 
v=0 

» |, (4)| in V gleichmaBig. w.z.b.w. 
v= 

8.9. (3) =» ¢, (4) ist eine Lésung der Integralgleichung. 

v=0 

Beweis. Wegen der soeben nachgewiesenen gleichmaéBigen Konvergenz 

in V diirfen wir Summation und Integration vertauschen. Es ist also 


f (3) + K (@, 3) = go(3) + K(S P, (3); a} = 9o(s) +S K (9, (3), 8) 
\y=0 v=0 
= Po() +2 Pri1 (3) = & (8) - 


6* 
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Also 
(a) = f(a) + K (¢, 4)- w.z.b.w. 


8.10. Fassen wir noch einmal zusammen: Zu gegebener Funktion (4) 
und gegebenem U finden wir ein V und ein (4) und zwei Integraloperatoren 


I, (g,4) holomorph in 4‘ ({j |z, > 0} U V) 
und 
I, (y,) holomorph in 4/1 ({3 |27, <0} UV), 
so daB 
f(s) = 11 (y,8) — Le (gy, 8) in V. 
Damit ist die in 6.3 gestellte Heftungsaufgabe vollstdindig gelést. Wir kénnen 
das Cousin-I- Problem fiir (G, A)-Paare lésen. 


Ill. Kapitel. Approximation von D durch ( G, A )-Paare. 

In diesem Kapitel werden wir zunichst (in §9) eine Bereichsfolge G 

mit Gc D fiir o > 0 und lim G® = D konstruieren. In §10 fihren wir 
e0 
dann den Nachweis, daB Gi? =,, G@® - {4 |x, > 6} und G,=4, G 4 {4 |x, < bg} 
Holomorphiebereiche sind. In § 11 werden wir zu jedem G eine Folge von 
Bereichen A®” konstruieren mit A”) CG und lim 4” = G®, so daB 
_ 

{e) A”) ein (G, A)-Paar im Sinne der Definition von § 5 ist. 
Da, wie in Kapitel II bewiesen, in (G, 4)-Paaren das Cousin-I-Problem lésbar 
ist, so bedeutet diese Approximation, daB wir beliebig nahe bei D (G, A)- 
Paare finden kénnen, in denen das Cousin-I-Problem lésbar ist. Die Folge G‘® 
hat aber nicht allein darin ihren Zweck. Die Eigenschaften der Bereiche G©@ 
werden im letzten Kapitel herangezogen, um in jedem Paar (G@®), A”) 


' 


jedes Paar (G 


Cousin-Verteilungen zu definieren, deren Lésungsfunktionen so beschaf*=n 
sind, daB aus ihren Eigenschaften folgt, daB die A‘ ”) Holomorphiebereiche 
sind. 


§9. Approximation des Gebietes D durch Bereiche G“’, 
9.1. In § 4 haben wir die euklidische Distanzfunktion d, (3) und die Be- 
reiche B ( (4), 0) definiert. Es war 
B (x (3), @) = {814 € BA dp (3) > |x (3) - @}- 
Wir machen von dieser Definition fiir unser Gebiet D Gebrauch. Wir bilden 


einmal mit 7 (3) = e* und zum anderen mit x (3) = e~* die Bereiche D (e*, 0) 
und D (e-*, 0) und definieren: 


G® =, D (e-*, 0) AD (e*, 0). 


9.2. Es ist fiir alle 9 > 0: G@ cc D und lim G = D. 


e-0 
Beweis. Da D beschrinkt ist und da e-** und e* in D beschrankt sind, 
so ist nach 4.8 D (e~*, 9) CC D und D (e*, o) cc D, und damit G@ cc D. 
Ferner existiert zu jeder kompakten Teilmenge Sc D ein m, so daB so- 


wohl min dp (3) - |e*| > m als auch min dp (4) - |e~*| > m. Fiir 9 S mist dann 
acs és 
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offenbar S cc D (e-*, 9) und Scc D (e*, 0), d.h. Scc G@@. Zu jeder kompakten 
Teilmenge Scc D gibt es also ein m, so daB fiir alle 9 < m: Scc@®. Daraus 
folgt (s. 2.8): lim G@ = D. 


9.3. Wir wihlen weiterhin zwei reelle Zahlen b, und b,, so daB a,< b,< 0 
b,< dy. Dann definieren wir analog zu D, und D, die Bereiche: 

OP = a G (lx, > 6) 

GP = ax GO 1 (4) 2, < bg} 

a Say Ge) r\ Gy . 


Wir merken noch an, daB wir b, und b, ein fiir allemal fest (und nicht von o ab- 
hiingig ) wiihlen. 


§ 10. Nachweis, daB G‘* und G{) Holomorphiebereiche sind. 


10.1. Die in 9.3 definierten Bereiche G® und GY sind fiir alle hinreichend 
kleinen 0 Holomorphiebereiche. 


Beweis. In 10.2 werden wir beweisen, daB fiir alle hinreichend kleinen 0 gilt: 


(I) D (e-*, 0) \ {gla > b,} = Dy (e™™, 0) 0 (la, > 4} 
(II) D (e, 0) 0 {gla, > b,} = Dyle*, 0) {ala > b,} 
(IV) D (e*, 0) 0 {312 < b} = Dy (e-*, 0) A {32 < 53} 
(V) D (e, 0) 7\ {4 | a, < b.} = D,(e*, 0) {s|2, < by}. 


(Diese Gleichungen sind anschaulich einleuchtend. Man interpretiere sie z. B. 
in dem Fall, wo D ein Gebiet in der reellen (z,, x,)-Ebene ist und D, und D, 
konvexe Gebiete sind. Anstelle von e-* tritt dort e~* und anstelle von e* 
tritt e”. Wir werden die vier Gleichungen jedoch in 10.2 explizit beweisen.) 

Aus den beiden oberen Gleichungen folgt: 
D (e-*, 0) \ D (e, 0) A {3| x, > 5} = D, (e-*,0) A D, (e*, 0) A {,|a, >b,}. 
Also Gi? = D,(e-*, 0) A D, (e*, 0) A {4| 2, > 5}. 
Nun ist D, nach Voraussetzung ein Holomorphiebereich, und sowohl e* wie 
e~*' sind in D, beschrinkt, und D, ist ebenfalls beschrinkt. Nach unserem Hilfs- 
satz 4.13 sind daher die Bereiche D, (e~*, 0) und D, (e*, 0) Holomorphiebereiche. 
Das Gebiet {3|2, > 5,} ist trivialerweise Holomorphiegebiet. Der Durchschnitt 
von Holomorphiebereichen ist wieder ein Holomorphiebereich, also ist G‘° 
ein Holomorphiebereich. Analog folgt aus der dritten und vierten Gleichung, 
daB GS? Holomorphiebereich ist. 

10.2. Es bleiben die vier Ausgangsgleichungen von 10.1 zu beweisen. Be- 
trachten wir zunachst die erste: 

D (e-*, 0) A {g| 2, > 6} = D, (e-*, 0) A {jl a, > Oy}. 
Beweis. Es war nach Definition von D,: 
Dan (gla, > a} = 1 


~ 
~ 


Unser Hilfssatz 4.6 besagt: 


{B, -\ Bz} (x (3), ©) = B(x (3), 9) \ Belz (3), @) - 


6a 
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Wenden wir das an, so erhalten wir: 

D (e-*, 0) -\ {4 |a, > a,} (e-*, 0) D, (e-*, 9) . 
Da D (e-*, 0) C D, so verindern wir die Gleichung nicht, wenn wir auf der 
linken Seite ~-\ D hinzufiigen; und dann bilden wir auf beiden Seiten noch den 
Durchschnitt mit {3| z, > 6,}. Dann erhalten wir also: 

Dv D (e-*, 0) \ {gl ay > ay} (e-*, 0) O {31 y > B,} = Dy (e*, 0) A {31a > 04}. 
Unsere Gleichung ist also bewiesen, wenn (fiir alle hinreichend kleinen 9) gilt: 
DV {3\ 2, > a} (e*, 0) A {5 2, > 54} Dr {g\ x, < by}. 

10.3. Nun hat, da D beschrinkt ist, e-* in D ein Maximum M. Hilfs- 
satz 4.7 besagt: Falls im Bereich B, iiberall |p (4)| > | 7 (4)|, so gilt fiir einen 
beliebigen Bereich B, 

B, \ Bz (yp (3), e) C By B, (x (4), 0). 
Wenden wir diesen Hilfssatz an, so erhalten wir: 
D c\ {a\ x, > ay} (e-*, 0) D DX {4\ a, > a,} (M, 0). 
Der Randabstand eines Punktes 4 vom Rande des Gebietes {3|x, > a,} ist 
offenbar d,,,.~ 4,) (3) = %,— 4%. Also 

{jla, > a,} (M, 0) = {gla, > a, A x, — a, > 0: M} = (lz, > a, + 0- UM}. 

Machen wir o so klein, daB a, + o- M < b,, dann ist also 
(ala, > a} (M, 0) >d {gla > 5}. 
Es folgt 
Der {ga > a} (M, 0) d (gla, > OOD. 
Also (s. oben): 
DV {ga > a4} (€-*, 0) DDO {gl ay > a} (M, 0) DDO fala, > 04}. 
Und daraus folgt: 
D ry {3| x, > ay} (e-*, 0) A {gla > 5,} = Dr {gla, > 54}. 
Und damit ist (s. Schlu®B von 10.2) unsere Gleichung I aus 10.1 bewiesen. 

Die Gieichung II wird ganz genau so bewiesen, denn auch e* hat in D ein 
Maximum. Ebenso verlauft der Beweis fiir die Gleichungen III und IV 
ganz analog. w.z.b.w. 

10.4. Fiir alle hinreichend kleinen 9 gilt: 

GY? = Dg(e*, @) 0 Dg (e*, @) 0 (41, < ay < 53}. 

Beweis. Es ist nach Definition 9.3: 

G3 = G r\ {3 |b, < 2, < b,} = D (e-*, 0) A D (e*, 0) 1 {51b, < 2, < 5g}. 
Unter Benutzung der Gleichungen I—IV aus 10.1 ist die rechte Seite fiir alle 
hinreichend kleinen o gleich 

D, (¢ ". 0) D, (e* 0) D, (e 0) dD, (e*", 0) {3}, - x, « b,} . 
Es ist nach Definition D,= D,-~ D,. Wenden wir noch Hilfssatz 4.6 an, so 
erhalten wir: Dieser letzte Ausdruck ist gleich 


D,(e-*, 0) \ Dg (e*, 0) O\ {4\b, < 2 < b,}. w.z.b.w. 
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§ 11. Konstruktion der Folgen A”), 

Wir konstruieren in diesem Paragraphen zu jedem G® eine Folge A@”, so 
daB jedes Paar (G@, A”) ein (@, 4)-Paar (im Sinne der Definition 5.6) ist. 

11.1. Wir betrachten die Bereiche D (x (4), @), D,( x (4), @) und D,( x (4), @) 
mit x (4) = 1. Es ist nach Definition D,= D, \ Dp. Nach Voraussetzung sind 
D, und D, Holomorphiebereiche. Also sind auf Grund unseres Hilfssatzes 4.13 
die Bereiche D,(1, @), D,(1, @) und D,(1, @) Holomorphiebereiche. Ferner gilt 
auf Grund unseres Hilfssatzes 4.6: 


D,(1, e) = D,(1, e) A D2 (1, @). 


11.2. Da der Bereich D,(1, 0) Holomorphiebereich ist, kénnen wir ihn 
(nach 2.11) durch Wettsche cnniythes the Polyeder 


Ww? mit W® cc D,(1, 0) und lim WY = D,(1, 0), 


v—> 


WO — {315€Dg(1, 0) A [XE (a)] < TA +++ AIX?) <1) 
approximieren. Dann definieren wir: P\) =,,W® 7 GY, also 
PO = {315 GP, 1 IXP (I < 1A A [X83 NI < 1D. 


Wir miissen nur dafiir sorgen, daB die in 5.3 bis 5.5 aufgestellten Voraus- 
setzungen iiber die Funktionen X{e" (4) erfiillt werden. 


Zu 5.3: Wir nehmen als G, G, und @, die Bereiche G®, G® und GY. Dann 
sind fiir alle hinreichend kleinen 0 die an G, G, und G, gestellten Bedingungen 
erfiillt, denn G@ ist schlicht und beschrankt und die G@ und Ge sind Holo- 
morphiebereiche (wie in 10.1 bewiesen). 


Zu 5.4: In 10.4 haben wir bewiesen, da8 fiir alle hinreichend kleinen 0 gilt: 
Gye D,(e-*, 0) \ Dg (e*, 0) O\ {3|b, < 2, < 54}. 
Da nun b, < 0 < Jd, ist, so ist 
GP 0 {3 la, = 0} = D,(e-*, 0) \ Dy (e*, 0) 0 {3] 4 = O}. 
Nun ist fiir 2,= 0: |e-*| = 1 und |e* 1. Es ist daher 
Gy {3 |2,= 0} = D,(1, oe) ON {3 
Nun ist P\’ c W cc D,(1, 0). Also ist: 


a } 
2 ie O}. 


PC) -\ {4| 2, = 0} CC GL A) {g] 2, = 0} . 
Da D,(e*, 0) \ D,(e*, 0) 0 {42 = t} mit t+ 0 stetig gegen D,(1, 0) > {4|2, = 9} 
geht, so muB auch noch in der Nahe von Null das Kompaktenthaltensein 
gelten. Genau: Es gibt ein 6, so daB fiir alle reellen ¢ mit |t| < 6 gilt: 

oad {4 |, -t=0} G; {a| 2,—t 0}. 
Wir merken an, daB {3\x2,— t = 0} = {| |e*~*| = 1} ist. Wir kénnen also im 
Intervall {— 6, 4} (fiir beliebig kleine 6 > 0) zwei Zahlen c,(o, v) und ¢,(9, 7) 
mit b, < c, < 0 < c,< b, und |e,| < 6 und c, < 6 finden, so dab 


xe" (3) =a, 2 O"” und XI") (3) =az €** etd 
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zusammen mit den X‘*" . . . X{*”) ein analytisches Polyeder 

yi») pw \ {3 | LXL:"? (4)! >1ls/ |X{e.") (a)| < 1} 
ausmachen, das kompakt in Gf? liegt: 

Ferner kénnen wir exvelehen, da wir c, und c, in dem Intervall {-- 6, 5} 
beliebig variieren kénnen, daB V‘*”) ein Wetsches Polyeder ist, d. h., daB der 
Durchschnitt von je j verschiedenen der Hyperflachen {| | X{*” ()| = 1}... 
{| |Xj°:2 (3)| = 1} héchstens 2» —j dimensional ist. Damit sind die in 5.4 
gestellten Bedingungen erfiillt. 

Zu 5.5. In 10.4 haben wir bewiesen, daB 

70) — Ds (e~*, 0) \ Ds(e*, 0) \ {3|b, < 2 < 55} 
ist. Daraus i 
P= Dy (e*, 0) V Dye, 0) NGI, S a < by}. 
sateen wir, daB b, < 0, also e~" > e* ist, so bekommen wir daraus: 
GO -\ (gla, = b,} = D,(e~*, 0) A {gla = 5}. 
Da |e~™| > 1 ist, so ist ferner: 
D (e~*, 0) A {4| 2, = 5} CCD (1, 0) A fala, = 54}. 
Es existiert also eine Umgebung U, von GY -\ {3|z,= 5,}, die noch kompakt 
in D (1, @) enthalten ist. Wir kénnen daher verlangen, daB U, kompakt in 
W® enthalten ist. Und damit existiert ein ¢ > 0, so daB alle X{*”). . . X{%” in 
U, dem Betrage nach kleiner als | — ¢ sind. Analog finden wir ein U, fiir 
I -\ {g|2, = 6,}. Damit ist Bedingung 5.5 erledigt. 
11.3. Es gilt fiir alle 9 > 0 und fiir alle v: A” CG. Und es ist 


lim A@”) = G), 





¥—r00 
Beweis. Es war A” nach Definition gleich 
AG” — (GO — GO) VU PO, 
Da nun Pt? < GY nach Definition, so ist A”) < G® trivial. Ferner: Es ist 
offenbar 
lim A”) — lim [(G@ — G@) UV P©}= (G — G@) lim P©, 


r—?CO CO | ee) 


Nun ist nach Definition: P= W® -\G® und lim W = D,(1, @), und es ist 
v—>00 
7’ cD, (1, 9). Also ist lim P@ = G@). Also ist lim A”) = (G@ — G@) U G@= G. 


w.z.b.w. 
IV. Kapitel. Folgerung des Verheftungssatzes. 
§ 12. Konstruktion der Folgen Qe”) und Folgerung des Verheftungssatzes. 
12.1. Wir werden in diesem Paragraphen in 12.4 bis 12.6 zu jedem A” 
eine Folge von Bereichen Q%”) mit Q@” cc A@” und lim Qi” = A®” kon- 


p00 


struieren mit folgender Eigenschaft: 

Zu jedem Randpunkt 4°” von Q@” gibt es eine Cousin-I-Verteilung, die 
in G® definiert ist und dort die Vertriglichkeitsbedingungen erfiillt, die fiir 
den Randpunkt 3 einen Pol vorschreibt, und die in Q@”) keine Pole vor- 
schreibt. 
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12.2 Wenn wir eine solche Cousin-I-Verteilung haben, dann kénnen wir 
sie fiir das Paar (G“), A”) lésen (s. 8.10). Wir bekommen also eine in A@” 
meromorphe Funktion, die die vorgegebenen Pole besitzt. Diese Funktion 
ist also meromorph in einer Umgebung von Q@”, sie ist holomorph in Q‘¢” 
und besitzt einen Pol in dem Randpunkt 4°. 

Das heiBt: Es gibt zu jedem Randpunkt 3 von Q(@” eine in Q‘” holo- 
morphe Funktion, die in 3 singulair ist. Damit ist nach einem Satze von 
CARTAN-THULLEN (vgl. 2.7) Q‘@”? Holomorphiebereich. 


12.3. Daraus folgt jetzt unser Verheftungssatz unmittelbar. Da jedes Q‘%” 
Holomorphiebereich ist, so ist auf Grund des Satzes von BEHNKE-STEIN (2.9) 
auch 

lim Qi” = A@” 
uo 
Holomorphiebereich. Ebenso ist dann 
lim A@”) = G@ 
v—>00 
Holomorphiebereich und schlieBlich ist 
lim G@ = D 
Q@—-00 
Holomorphiebereich. w.z.b.w. 

12.4. Konstruktion der Q@”). Wir approximieren D, (e*, 9) durch analyti- 
sche Polyeder Q‘?”’, 

Qe) = ay {913 € Dy (€*, 0) A [PFO (Q< LA... AIP FE ()l< 1}, 
so daB 
Qe") cc D, (e*, @), lim Qf” = D, (e*, @) 


p00 


und 
A”) -\ {4 |b, < 2, < OF 6c Qe”. 
Das ist méglich, weil 
Ae”) -\ {3|b, < x, < 0} CC D, (e*, @) 
(auf Grund der Gestalt von A”). 
Ebenso approximieren wir D, (e~*, 0) durch analytische Polyeder 
Qs!) — ay £518 € Dy (*, 0) A 1 (Q)< AL... AL fi" (3) <1, 
so daB Q,"°”) cc D, (e~*, 0), lim Q, @”) = D, (e~*, 0) 


“u-> CO 
und A”) -\ {3|0 < 2, < Bb} cc Q,&". 
Dann nehmen wir noch statt P (vgl. 5.4) jetzt Pi” 
é 


POO = 4, {51g GL A 1X@ Ql<1— + A--- AL XL” EI< 1-4] 


(e sei das ¢ von 5.5) und bilden 


\)) 9 , 0) 
A(e”)* — 4, (G@ a GO) U Pes, 
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Es ist also A@”’* ganz analog zu A®”) gebildet, nur daB wir die Flachen 


| X{e") (3) =] — 5 anstelle von | xfer (4)| = 1 haben. Dann definieren wir: 


Qe” - (Ae»)* r Qe” rn {ala, > 0}) 7 (A@»)* ~\ Qe” {ala, < 0}}. 


Qe” ist also eine Art ,,analytisches Polyeder‘‘, jedoch so, daB die Funktionen, 
die die Randhyperflaichen definieren (naimlich a (a)| = 1, | ple.» (3)| = 1 


und |X‘) (3)| = 1 — 5) > jeweils nur in einem Teil von Q@”) definiert und 
holomorph sind. 


12.5. Jeder Randpunkt 3 von Q¢” liegt jedenfalls auf mindestens einer 
der eben genannten Randhyperflachen. 


I. Fall: a liegt auf {4||"? ff” (g)| = 1}. 
Dann definieren wir: 


g (3) =e (1) #(e.) (3) * (1) fe.m) (3°). 
? 7 


Untersuchen wir jetzt die analytische Flache {4|g (4) = 0}. Sie dringt nach 
Konstruktion nicht in 


QP” {gay > by} 
ein. Wir gewinnen jetzt aus dieser Fliche eine Cousin-I-Verteilung der ge- 
wiinschten Art. 

In G@ = Gr {5\2, > b,} ordnen wir jedem Punkte (g (3))~ als Lokal- 
funktion zu und als Umgebung G. In (@@ — G@) = G® - {3|2,< 6} ordnen 
wir jedem Punkte die Funktion = 0 als Lokalfunktion zu und als Umgebung 
die gréBte Hyperkugel, die noch in G® liegt und die {4|4 < G@ A ¢ (3) = 0} nicht 
schneidet. 


Dann sind die Vertraglichkeitsbedingungen erfillt. Denn jede Hyper- 
fliche {3||‘(¢” (g)| = 1} hatte die Eigenschaft, in eine Umgebung von Ge 
-\ {4|a2, = 5,} nicht einzudringen. Damit ist die Vertriglichkeit an der ,,Nahi- 
stelle“ G 7) {4|x,= 6,} gewahrleistet. Vertriglichkeit hei®t: Die Differenz 
zweier Lokalfunktionen ist holomorph im Durchschnitt der zugeordneten 
Umgebungen, und jedem Punkt ist eine volle Umgebung auch wirklich zu- 
geordnet. 





Fassen wir zusammen: Diese Cousin-I-Verteilung ist definiert in G® und 
erfillt dort die Vertraglichkeitsbedingungen. Sie schreibt in Q@”) keine Pole 
vor, wohl aber in dem Randpunkt 3 von Q@”). Sie ist also von der in 12.1 
geforderten Art. 

12.6. Zum II. Fall, daB 3 auf {| |/¢” (5)| = 1} liegt, ist nur zu sagen, 
daB die Konstruktion der gewiinschten Cousin-I-Verteilung genau wie im 
Falle I verlauft. Es bleibt noch 

7 c | “ Ko a | v | € 

III. Fall: 6) € {51g GO A [X@”(5)| = 1 =}: 

In diesem Falle ordnen wir jedem Punkte in G®@) die Funktion (X‘” (3) — 


m 


~x®” ())1 als Ortsfunktion zu und als Umgebung Gf. In G@— GY? 
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ordnen wir jedem Punkte die Funktion = 0 als Lokalfunktion zu und als 
Umgebung die gréBte Hyperkugel, um den Punkt als Mittelpunkt, die noch in 


(G@ is GY) J U, J U, 
liegt. Da nach 5.5 und 11.2 
[X%" (3) |< 1l—e in U,UU,UGY, 


so ist die Differenz zweier Lokalfunktionen im Durchschnitt der zugeordneten 
Umgebungen holomorph und die Vertriaglichkeitsbedingungen sind in ganz 
G@ erfiillt. 


Wir haben wiederum in Q‘”) keine Pole vorgegeben, wohl aber in dem 
Randpunkt 3. 

Damit gibt es zu jedem Randpunkt von Q@” mindestens eine Cousin-I- 
Verteilung der in 12.1 beschriebenen Art. 

Und damit ist der Oxasche Verheftungssatz bewiesen und somit das Lrvt- 
sche Problem fiir beliebige schlichte Gebiete im Raum von n komplexen Ver- 
anderlichen gelést. 

(Eingegangen am 21. Juli 1953.) 
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Uber das zweite Distributivgesetz im Zusammenhang mit 
den Viergeweben von Herrn R. Arrzy. 


Von 


HERBERT NAUMANN in Marburg/Lahn. 


In einer kiirzlich erschienenen Arbeit!) hat Rarart ArtTzy die ebenen 
4-Gewebe, deren Triiger nicht zu dreien kollinear liegen (sog. 4-Gewebe 
,dritter Art‘), durch einige SchlieBungssiitze einer analytischen Behandlung 
zuganglich gemacht. Der SchlieBungssatz-® entspricht dabei der Beziehung 
c+(a+b)=a+(e+ 5b), bedeutet also Kommutativitaét und Assoziativitat 
der Addition, R4»¢ vermittelt das assoziative und 7',,¢ das kommutative 
und assoziative Gesetz der Multiplikation, und der Satz J” entspricht dem 
linken distributiven Gesetz. Fiir das zweite distributive Gesetz wurde kein 
einfach gebauter SchlieBungssatz angegeben. Wir werden im folgenden zeigen, 
daB unter Voraussetzung von R, pc, ® und J’dem zweiten distributiven Gesetz 
ein spezieller kleiner DEsarcuesscher Satz entspricht, der infolge der Bindung 
an das 4-Gewebe nur von zwei freien Parametern abhingt. 

Unter Voraussetzung der SchlieBungssiitze Ryzc¢, ® und J" entsprechen 
nach der Algebraisierung des Gewebes den Gewebegeraden folgende Glei- 
chungen (vgl. R. Artzy a. a. O.): 


A-Gerade: y=c 
B-Gerade: z= C 
C-Gerade: z=cy 
D-Gerade: x —-1=c(y—1). 


Die Koordinaten der Punkte und die Koeffizienten dieser vier Typen von 
Gleichungen gehéren dabei einem System doppelter Komposition an, das 
folgenden Axiomen geniigt: 

Das System bildet bei Addition eine Abelsche Gruppe mit 0 als neutralem 
Element und bei Multiplikation unter AusschluB der Null eine (nicht not- 
wendig Abelsche) Gruppe mit dem neutralen Element 1. Fiir die Multipli- 
kation mit 0 gilt 0-a=a-0=0. Die Multiplikation ist linksdistributiv: 
a(b+c)=ab+ac. Die Gleichung az — bx =c ist fiir a + b eindeutig lésbar?). 


1) R. Arrzy, Eigenschaften von ebenen Viergeweben allgemeiner Lage. Math. Ann. 
126, 336—342 (1953). 
*) Dieses Auflésbarkeitsaxiom ist bei R. Arrzy a.a.O. nicht ausgesprochen; fiir 


at+0,ca4 1 geht jedoch die obige Gleichung durch die Substitution z = a~*(c + 1) y 
in eine solche der Form a’ y — b’y = a’— 1 mit a’+ Db’ iiber (der Fall a = 0 ist trivial, 
und im Falle c 1 multipliziere man die obige Gleichung zuvor von links mit einem 


beliebigen von 0 und 1 verschiedenen Faktor), und die eindeutige Auflésbarkeit der 
letzteren Gleichung ist genau der analytische Ausdruck dafiir, daB die D-Gerade zx — | 

a’ (y — 1) mit der zu ihr nicht parallelen C-Geraden x = b’ y einen eindeutig bestimmten 
Schnittpunkt besitzt. 
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Diese Axiome ziehen die Formeln a (— 5) - ab und (— a) b = — ab nach 
sich. Die erstere folgt bekanntlich aus der Linksdistributivitat, wihrend die an- 
dere in einem linksseitig distributiven Zahlensystem mit additiver Gruppe genau 
dann gilt, wenn — 1 zum assoziativen Zentrum des Zahlensystems gehért?). 

Wir betrachten nun folgenden SchlieBungssatz : 

E: Liegen E, F; G, H auf zwei verschiedenen 8B 
A-Geraden, E,G; C, F; H, I auf drei verschiedenen . ~ 
B-Geraden, F, H; G, I auf zwei verschiedenen D-Ge- G| ] 
raden, und ist die letztgenannte Gerade parallel zu 
der C-Geraden durch E, so schneiden sich die B-Ge- ’ 
rade durch G, die C-Gerade durch I und die D-Gerade | D 
durch H in einem Punkt K. — Fi P 4 





Ersichtlich ist die Figur des SchlieBungssatzes ’ A 
= durch einen geeigneten Punkt festgelegt, etwa tC 
durch EZ. Er habe die Koordinaten E (a, 1 — b). ’ 
Es darf angenommen werden, daB a+ 0, b+0 WV 
und 6+ 1 ist, da anderenfalls die Figur entartet. 


; ; Fig. 1. = 
Dann erhalt man der Reihe nach 


CE:x=a(1—b)"y; DGI: x—1=a(1—b)"(y—1); G(a, (1— 6) a (a—1) +1) ; 
F(0,1—b); DF H: x—1=b— (y—1); H(b- (1— b) a (a—1) +1, (1— 6) a (a—1) +1) ;yW 
I (6° (1 — b)a"*(a—1)4+1, (l—}b)a"*d" (1 — Bb) a" (a—-1)4+1); 
CI: x= [bb (1— bya (a—1)4+1]- [((1— 5) ab (1 —b) a" (€—1)4+- 1] 1 - yy; 
sodann ergeben sich fiir den Schnittpunkt der Geraden GE und DFH die 
Koordinaten (a,b (a — 1)+ 1) und fiir den Schnitpunkt der Geraden GE 

und CJ die Koordinaten 
(a, (1 — 6) a 6-1 (1 — BD) a (a — 1) 4+ 1): [6 (1 — 6) a" (a — 1) 4+- 1) @). 
Nach Satz & miissen beide Punkte iibereinstimmen. Durch Vergleich ihrer 
y-Koordinaten erhalt man somit nach Rechtsmultiplikation mit 

a. [b+ (1 — b)a*(a—1)4+ 1] 
als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Giiltigkeit des Satzes 
im A-B-C-D-Gewebe die Formel 

[ob (a— 1) + 1]-a@- [b" (1 — dD) a" (a—-1)4 1) 

(1 — b) ab (1 — b) a" (a—1)4+1 mit a4,b+0. 
Linksmultiplikation mit a b- ergibt wegen a b- [b(a—1) +1] 
l—a'+a"'dt=1+a"'}d" (1 — dD) 

[1 +a 1b (1 — b)]- [a2 db (1 — 6b) a*(a—-1)4+ a") 
ab (1 — b)- abd (1 — b)at*(a—-—1)+a'd'. 


Setzt man nun 


ty 


(1) 


(2) a1b-1(1 — b) = 6, 
2 ab (1 —b)a*(a-—1)+a"= g, 


8) H. Naumann, Stufen der Begriindung der ebenen affinen Geometrie. Math. Z. 60, 
120—141 (1954). — Vgl. § 5. 
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so erhalt man 
(1+ 6) p=d(9-—a%)+a°h" 
6¢ a*b(1 —b)at+ ath 
dg+a'bd'(l b) a (a l)—a"*bd“(1 b) + a b- 
(3) (6+1) ~p=d9+ @. 

Ersichtlich folgt aus dem eingeschrankten rechtsdistributiven Gesetz (3) die 
Formel (1), und umgekehrt folgt (3) aus (1), zunachst jedoch nur in den Fallen 
6+1, p+6 und »+6*, da sich nur unter diesen Bedingungen das Formel- 
system (2) umkehren laBt: Durch die (leicht zu bestatigenden) Gleichungen 

a*— dat= p—d 


j =+ = »= 2 
(4) 6 (6 1)7- 6 (64-1)47= 4 mit 6+1, p+ 6, p+ 6 


sind a und 6 bei gegebenem 6 und @ eindeutig bestimmt. 

Dann folgt aber (3) auch allgemein: Die Formel (1 + 1) p= 9+ @ laBt 
sich fir gp = — (1+ 1) und p= 1+1+1+1 unmittelbar verifizieren, und 
fir p+ — (1+ 1),1+ 1+ 1+ 1 fuhrt folgende Ableitung zum Ziel: 


y= —(-(1+1)+)) g=—-(-(l+)¢+9)=(1+)1)¢9-~g¢. 


Fiir beliebiges 6 und ¢ laBt sich sodann die Umformung 


(6+ 1) p= (6+ 1) MG2= (6 P+ Pr) Po= PilGr* 9 P+ LD) 2 
= Pili 9 MiG2t Pr) = 9+ 
immer durchfiihren, wenn 9g, beliebig, aber verschieden von 0, 6, 67, 6 9, 
6-* » ist. Da jedes Zahlensystem, das den oben geforderten Axiomen geniigt 
und aus weniger als sechs Elementen besteht, kommutativ (und folglich be- 
reits ein Galois-Feld) ist*), so ist der Beweis der Formel (3) fertig. 
Aus (3) folgt nun das rechte distributive Gesetz in voller Allgemeinheit: 


(a+ B)y= B(B%a+ l)y=B(Pray+ y)=ayt By. 
Das Resultat laBt sich folgendermaBen zusammenfassen : 


Ein Viergewebe dritter Art, in dem die SchlieBungssiitze R4pc, ®, [und = 
gelten, entspricht einem Schiefkorper. 


( Eingegangen am 18. Februar 1954.) 


*) Aus uv + vu wiirde nimlich folgen, daB 0, 1, u, v, wv, vu lauter verschiedene Ele- 
mente sind. 


Wert, A. 
Math. Annalen, Bd. 128, 8S. 95--127 (1954) 


Sur les critéres d’équivalence en géométrie algébrique. 
Par 
ANDRE WEIL a Chicago. 


En géométrie algébrique classique, les critéres d’équivalence linéaire et 
d’équivalence algébrique, das pour la plupart aux géométres italiens, jouent 
un réle important (cf. en particulier O. Zarisk1, Algebraic Surfaces, pp. 88—89 
et pp. 126—128). La géométrie moderne se devait de s’assimiler ces résultats 
en leur donnant le degré de généralité qui est devenu nécessaire. C’est la, en 
partie du moins, ce qui va étre fait ici. D’autres résultats classiques, ot inter- 
viennent les intégrales de 3° espéce, ne peuvent étre transcrits en termes ab- 
straits que moyennant la théorie des variétés fibrées et seront traités ailleurs. 

Tout le § I du présent mémoire, et le n° 19 du § IV, sont consacrés & des 
résultats auxiliaires; les uns peuvent étre dits appartenir aux fondements de la 
géométrie algébrique, mais, comme malheureusement les ouvrages qui pré- 
tendent traiter de cette matiére sont loin de fournir 4 cet égard ce qu’on serait 
en droit d’en attendre, il a fallu y consacrer une assez large place; d’autres 
constituent des compléments a la théorie des variétés abéliennes. Le § II 
donne, sous diverses formes, le «premier critére d’équivalence», qui est indé- 
pendant de la théorie des variétés abéliennes et est de nature essentiellement 
élémentaire et méme triviale. Les résultats plus profonds sont contenus dans 
les §§ III—IV; dans les démonstrations, on s'est inspiré, bien entendu, des 
méthodes des géométres italiens. 

Les sigles F et VA renvoient respectivement 4 mes Foundations of Algebraic 
Geometry (Amer. Math. Soc. Coll. vol. XXIX, New York 1946; p. ex. F-VIII, 
renvoie au Chap. VIII, § 2 de ce volume), et 4 mes Variétés abéliennes (Act. Se. 
et Ind. n° 1064, Hermann et U*, Paris 1948). 


I. Résultats préliminaires. 

1. Nous aurons besoin de divers compléments a la théorie des variétés 
abéliennes; en premier lieu nous généraliserons aux correspondances entre 
deux courbes certains des résultats de VA, § VI. 

Soient C,, C, deux courbes (complétes, sans point multiple). Pour 7 = 1, 2, 
soient J, la jacobienne de C;, q;, la fonction canonique sur C; (& valeurs dans J,), 
/, une fonction définie sur C;, 4 valeurs dans une variété abélienne A, et A, 
l’extension linéaire de f; 4 J,;; soit X un diviseur sur A; soient (avec les no- 
tations de VA, n®™ 44—45) d;=d (A,, X), 0;= (A,)x. Soit F la fonction définie 
sur C,x C, par F (Px Q) =f, (P) + f.(Q). Soit k un corps de définition 
pour toutes les variétés et fonctions ci-dessus, par rapport auquel X soit 


rationnel. Comme dans VA, n° 46, on voit que le cycle Z = F (X,,) est défini 
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si u est générique sur 4 par rapport a k; Z est un diviseur sur C, x C,, c’est- 
a-dire une correspondance entre C, et C,, 4 laquelle on peut appliquer les 
définitions de VA, n° 43; soit ¢ la classe de cette correspondance, et soit C’ 
la classe de la correspondance Z’ entre C, et C, qu’on déduit de Z en échangeant 
les deux facteurs du produit C,xC,. Dans ces conditions, il n’est que de 
reproduire les raisonnements de VA, n° 46, pour voir qued (Z) = d,, d’(Z) = d(Z’) 
d,, et pour obtenir les relations: 


S {.[Z (M)]} = o.[u — f,(M)] + 4, 
S {p,[(Z'(N)]}} = 0, [u — f.(N)] + 4, 
ot: b,, b, sont des points de J,, J, rationnels par rapport 4 k. Comme dans VA, 
n° 46, on en conclut: 
C= — 0,4, € 0; A». 

2. Prenons en particulier A = J, f,= @ 2, done A, = 6,,; et prenons pour X 
la variété © définie (conformément 4 VA, n° 41) sur J,, variété que nous 
noterons @,. Enfin, & étant une correspondance arbitraire entre C, et C,, 
identifiée comme dans VA, n° 43, avec un homomorphisme de J, dans J,, 


prenons f,= £o g,,d’ou A, = &. D’aprés VA, n° 48, ona o, = 4,, done ¢ A, 
&: et ona C’ 01, d’ot 
»s - , 
¢ (S)e,- 


On a aussi d’(Z) = d(A,, O,), donc, d’aprés la prop. 21 de VA, n° 47, et la 
prop. 19 de VA, n° 41 (ou encore d’aprés le th. 31 de VA, n° 61), 


l l 
d'(Z)= 5 0 (84,8) = 5 4 ( 


’ 


vir 
ivr 


). 


Comme Z est une correspondance positive, on a d’(Z) > 0; et d’(Z) = 0 entraine 
Z=0, done §=0. On a done démontré le théoréme suivant, qui généralise 
le théoréme fondamental sur les correspondances sur une courbe: 

Théoréme 1. Soit — wne classe de correspondances entre deux courbes: on a 
o (££) >0; et, i F+0, onaa(t’&) > 0. 

Corollaire 1. Si & est comme ci-dessus, o (&' &) = 0 entraine & = 0. 

Corollaire 2. Soit 4 un homomorphisme de la jacobienne J d'une courbe C 
dans une variété abélienne A; soit X un diviseur sur A. Alors 4 ne s’annule 
qu'en un nombre fini de points de l'image AA de A par Ay dans J. 

Il revient au méme de dire que, si B est la composante de 0 dans le noyau 
de l'homomorphisme /,; de A dans J, et B’ la composante de 0 dans le noyau 
de l’‘homomorphisme 2A; de A dans A, on a B’ = B. Sinon, en effet, il 
y aurait une courbe contenue dans B’ et non dans B, courbe qu’on pourrait 
écrire f (C’), ou C’ est une courbe abstraite (compléte sans point multiple) 
et f une application de C’ dans A. Soit y l’extension de f a la jacobienne J’ 
de C’; on aura alors Ay +0 et AAyu=0. En posant § = Ayy, on aura 


’ 


£’= uy 4 d’aprés le n° 1, done &’& = 0, ce qui implique § = 0 en vertu du 


> 
coroll. 1, d’ot contradiction. 
Corollaire 3. Soient J,, J, les jacobiennes de deux courbes C,, C,; soit & 


une classe de correspondances entre (', et C',, c’est-a-dire un homomorphisme de J, 
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dans J,. Alors — ne s’annule qu’en un nombre fini de points de l'image 
- 


ry. 
de J, par &' dans Jj. 


> 

C’est 14 en effet le cas particulier du coroll. 1 qu’on obtient en y rem- 
placant C, J, A, X, A par C), Jy, Jz, Oo, & respectivement. 

3. Pour la commodité du lecteur, nous donnerons aussi la démonstration 
du résultat suivant, qui est connu?): 

Lemme 1. Soit V" une sous-variété d'un espace projectif P*. Soit L un 
hyperplan de P* , générique par rapport & un corps de définition k de V. Alors 
le cycle V-L est sans composante de multiplicité > 1; si n= 2, il n’a qu'une 
seule composante W, et les points multiples de W sont les points de L qui sont 
multiples sur V et ceux-la seulement. 


Soit z un point de VL, simple sur V; il résulte du critére de multi- 
plicité 1 (F-VI,, th. 6) que, si Z ne contient pas la variété linéaire tangente 
a V en 2, x est contenu dans une seule composante W de V 4 L et est un point 
simple de W, et que W a la multipiicité 1 dans V - L. Disons suivant l’usage 
qu’un hyperplan est tangent 4 V en x s’il contient la variété linéaire tangente 
a V en x; nous allons montrer que L ne peut étre tangent 4 V en aucun point 
simple x de V. Supposons par exemple que x ne soit pas contenu dans l’hyper- 
plan X,= 0 (en désignant par Xo, . . ., Xy les coordonnées homogénes dans P* ); 
prenant celui-ci pour «hyperplan a l’infini», passons a l’espace affine S*. 
Dans cet espace, soit F(X) = 0 (1 < ~< m) un systéme d’équations pour V 

N 
4 coefficients dans k; l’équation de L sera 3” u,X;— v = 0, ot (u,v) est un 
i=1 
systéme de N + 1 variables indépendantes sur k. La variété linéaire tangente 
& V en x est définie par les équations 5’ é F,/é x,;-(X,;— x;,) = 0; si L est 
tangente a V en z, il y aura des quantités z, telles que u,;= » z,(é F,,/é z,), 


fa “ 
“ 


et on aura v= 3’ u,2x;. Soit xX un point générique de V par rapport a k; 
— t z 
t 
soient Z,m variables indépendantes sur k(x); posons u,;= ¥” z,,(é F /é z;), 
“ 


,@;; (a, z, u,v) est alors une spécialisation de (x, Z, u, 0) sur k; puisque 


(u,v) a la dimension V + 1 sur k, (vu, ¥) doit done avoir au moins cette di- 


mension. Mais la matrice || ¢ F/é x est de rang N-n, et on peut done 
N=n 
supposer les F rangés dans un ordre tel que l’cn ait é F /é %,= S w,,(@F,/é7,). 
v 1 
V—n 
avec @,,¢k (x), quels soient «# et i; on en déduit u; = %'T,(é F,/é X;), avec 
| 


t Sz,w,,; on a alors k(u, t) = k (x, 7), ce qui montre que k (uv, v) a au plus 
la dimension n + (N-n) = N sur k. 
1) Cf. O. Zarisk1, Trans. Am. Soc. 50 (1941), pp. 48—70, et 56 (1944). pp. 130—140, 


et aussi T. Matsusaka, Kyoto Math. Mem. 26 (1950), pp. 51—62, et Y. Nakal, ibid., 
pp. 185—187. 
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Soit d’autre part z un point contenu dans une seule composante W de V - L, 
et simple sur W; et supposons que W ne soit pas une sous-variété multiple 
de V; d’aprés ce qui précéde, W a alors la multiplicité 1 dans V - L; par suite, 
d’aprés le critére de multiplicité 1 (F-VI,, th. 6), x est simple sur V. I] nous 
reste seulement 4 démontrer que, si n > 2, V - L, ou ce qui revient au méme 
V -\ L, a une seule composante, non multiple sur V. Supposant par exemple V 
non contenue dans X,= 0, passons a l’espace affine en prenant X, = 0 pour 
hyperplan aAl’infini; le th. 1 de F-V, montre que V /\ L n’est pas vide (dans S”). 
Soit >* u,X,— v = 0 l’équation de L; soit K = k (u,v); soient W une com- 






t 
posante de V7\L dans S*, et x un point générique de W par rapport a K. 
La prop. 2 de F-V, montre que x est générique sur V par rapport a k (u) et 


n’est done ni multiple sur V ni contenu dans un hyperplan X,;= 0 4 moins 


t 
que V n’y soit contenue; il s’ensuit de méme que, dans l’espace projectif, 
Vr\L n’a aucune composante dans l’hyperplan X,= 0 puisque celui-ci ne 
contient pas V, done qu’on obtient toutes les composantes de V > L dans 
l’espace projectif en raisonnant dans l’espace affine S*. Mais, toujours d’aprés 
la prop. 2 de F-V,, V-\L n’a d’autres composantes (dans S*) que W et ses 
conjuguées sur K; pour montrer que W est l’'unique composante de V 1% L, 
il suffira donc de démontrer que x a un lieu sur K, car ce lieu ne peut étre 
autre alors que W. D/ailleurs, d’aprés ce qui précéde, W a la multiplicité 1 
dans V - L, et a donc, d’aprés F-V,, prop. 14, l’ordre d’inséparabilité 1 sur K, 
c’est-a-dire que K (x) est une extension séparable (au sens de N. BouRBAKI, 
Alg., Chap. V, ou encore «séparablement engendrée» au sens de F-I) de K 

k (u,v). D’aprés F-I,, th. 5, tout revient done 4 montrer que K = k (u, v) 
est algébriquement fermé dans K (zx)'); d’ailleurs, puisque v = 3’ u,z,, on a 
K (x) = k (u, x). . 

Soit K, la fermeture algébrique de K dans K (x); comme K (zx) est sé- 
parable sur K, il l’est a fortiori sur K, et est donc une extension réguliére de K, 
(d’aprés F-I,, th. 5). Soient ¢t, t’ deux variables indépendantes sur K (z) 
= K,(x) = k(u, x); soit LD = k(u,t,t’); alors L (x) = K,(z, t,t’) est une ex- 
tension réguliére de L,= K,(t,t’), qui est algébrique sur L (v) = K (t, t’); 
done L, est la fermeture algébrique de L (v) dans L(x); de plus, comme 
Kc K,c L,, et que K est algébriquement fermé dans L (v) = K (t, t’), on ne 
peut avoir L,= L (v) quesi K = K,; donc tout revient 4 montrer que L, = L (v). 
Supposons les coordonnées rangées dans un ordre tel que k (x) soit algébrique 
séparable sur k(z,,...,2,). Désignons par t l’automorphisme de L (z) 
= k (u, x, t, t’) qui laisse invariants tous les éléments de k (uw, x) et qui échange t 
et t’; désigncns par o l’automorphisme du méme corps qui laisse invariants 
tous les éléments de k (u, ,..., uy, 2, t, t’) et transforme u, en u,+ t; posons 
y=v=v+tx, et y=vo*=v+t'x, On a L°=L, donc L(v)’=L’"(v’) 
= L(y); par suite, la fermeture algébrique de L(y) dans L (x) est M = Lf, 
et de méme celle de L (y’) dans L (x) est M*= L*". On a, dans ces conditions: 
Es (Sen Os Bey oo oy Meh = BY. Vy Spe on Sn) CE ly, Sp -> 2 Se) CD (2). 

1) Ce résultat, et la démonstration qu’on va en donner, sont empruntés en substance 
& O. Zartsk1, Trans. Am. Math. Soc. 50 (1941). lemma 5, p. 68—69. 
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Posons K,= k (u); on déduit aisément de F-IV,, prop. 24, que K(x) est algé- 
brique séparable sur Ky(2,, v, x3,..., %,). Au moyen de la théorie de Ga- 
Lois (N. Boursak1, Alg., Chap. V, § 10, n° 4, th. 1, cor. 1), on en conclut que 
tout corps intermédiaire entre L (x,, v, x3,..., %,) et L(x) est de la forme 
N (t, t’), ot N est un corps intermédiaire entre Ky(z,, v, 23, ..., %,) et Kyg(x); 
un tel corps est done transformé en lui-méme par t. En particulier, le corps 
M (y’, x3, ..., Z,) a done cette propriété, c’est-a-dire qu’on a 
ie ere A? ye ee 4 

Si donc on pose M’= M*(a,..., %,), on aura M C M'(y). On a d’autre part 
Lc M’'c L(x), donc, comme L (x) est une extension réguliére de L, il en est 
de méme de M’. Comme dailleurs le corps L(y, y’, x3, ..., %,) n'est autre 
que L (2,,..., 4 t,) et est done une extension purement transcendante de L 
de dimension n, y est transcendant sur L (y’, x3,..., Z,), done aussi sur M’ 
qui en est une extension algébrique. Il s’ensuit que M’(y) est une extension 
réguliére de L (y); comme L (y) Cc M c M'(y), et que M est algébrique sur L (y), 
on en conclut que M = L(y), done L,= L (v), ce qui achéve la démonstration. 

4. La variété V et le corps k étant comme dans le lemme 1, soient L, des 
hyperplans définis respectivement par les équations 3’ u,,X,;= 0, pour 


t 
l<v<n-—l, les u,, étant (n —1)(N +1) variables indépendantes sur k; 
soit M, = L, \L, \... L,, done en particulier M,= P* ; M, est une variété 
, L,. Soit 
V,= V, et définissons V, par récurrence par V,= V,_,- L,; on vérifie immé- 


y 


linéaire de dimension N — y, générique sur k, et on a M,= M,_ 
diatement, par récurrence sur vy et en vertu de l’associativité des intersections, 
que V,= V-M,. Dans ces conditions, l’application du lemme | donne, par 
récurrence sur ¥, le résultat suivant: 

Lemme 2. Soit V" une sous-variété d'un espace projectif P’; soit M une 
variété linéaire de dimension N — v => N — n dans P*, générique sur un corps 
de définition k de V. Alors le cycle V- M est défini, et, pur0O Ss vsn-—l1, 
il se réduit a une variété W de dimension n — v, dont les points multiples sont 
les points de M qui sont multiples sur V et ceux-la seulement. 

Corollaire 1. Les hypothéses étant les mémes que dans le lemme 2, supposons 
de plus que V" n’ait pas de sous-variété multiple de dimension n — 1. Alors W 
n'a pas de sous-variété multiple de dimension n—v—1. En particulier, si 
y=n—1, W est une courbe sans point multiple dont tous les points sont simples 
sur V. 

En effet, l'ensemble des points multiples de V est alors réunion de variétés 
Z, de dimension < n — 2, algébriques sur k; et, d’aprés le lemme 2, l'ensemble 
des points multiples de W est réunion des Z,/\ M, d’ou le résultat annoncé 
par application du lemme 2 aux Z,,. 

Corollaire 2. Soient V" une sous-variété d’un espace projectif P*, et X* un 
cycle sur V ; soit k un corps de définition de V par rapport auquel X soit rationnel ; 
soient L,,...,L, des hyperplans génériques indépendants sur k; soient M, 
=D... 0D, e M,= Lys O Lye... VL, pour0sp < vsr; soitV,=V-M 
pour 0<v<r. Alors X,= {X - M,} pn est défini et est un cycle sur V 


, 


; ona 


y? 
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X= {X,° M_.} pr= {X,- V,} y, pour OSm<vsr, et en particulier, pour 
u=0, X,= {A+ Vy jy: enfin, si r=n—1 et X =(—), p Aant une fonction 
sur V, @ indwit une fonction gy, sur V,, et ona X,= (@,), pur OS rsn— 1. 


En appliquant le lemme 2 a M, et a chacune des composantes de X, on 
voit que X, est défini. Soit k, un corps de définition de M,, contenant k 
soit x un point générique par rapport 4 k, d’une composante Z de X,; si Z 
était multiple sur V,, x le serait aussi, et serait donc multiple sur V d’aprés 
le lemme 2; le lieu U de x sur & serait donc multiple sur V. Mais U est contenu 


dans une composante de X, et est donc de dimension < r — 1 puisque X est 
un cycle sur V et qu’une composante de X ne peut (par définition des cycles) 
étre multiple sur V; d’aprés le lemme 2, U’ ~\ M,, et par suite Z qui y est con- 
tenu, sont alors de dimension < r — v — 1, ce qui est impossible puisque Z est 


une composante de X, qui est de dimension r —v. Done X, est bien un cycle sur 
V,. La relation X,= {X,-M_,} px résulte immédiatement de l’associativité des 
intersections (F-VITI,, th. 10, cor.); cela donne en particulier V,= {V_- M,,,} px. 
Alors F-VII,, th. 18 (ii), appliqué 4 P*, VX, et M,,, montre qu’on a X, 

{X, V,} Vin" Enfin la derniére assertion résulte immédiatement de F-VITI,, 
th. 4, cor. 1. 

5. Le lemme | ne renseigne sur le cycle V - L que si L est générique sur 
un corps de définition de V; mais cela ne nous suffira pas. Soit P’* l’espace 
projectif dual de P* ; si w = (wo, ..., wy) est un point de P’’, désignons par 
L, Vhyperplan défini par 3 w,X,= 0 dans P*; nous aurons besoin de con- 

i 
naitre des conditions suffisantes pour que V -L,, soit une variété, et aussi 
u 


Pour n= 2, N =3, le théoréme classique de KRoONECKER-CAaSTELNUOVO 


des conditions suffisantes pour que V - L,, n’ait pas de composantes multiples. 


fournit une réponse 4 la premiére question, en géométrie algébrique de ca- 
ractéristique 0. Les résultats que nous obtiendrons seront moins précis, mais 
suffisants pour notre objet. 

Si V est définie sur le corps k, il en est de méme de la plus petite variété 
linéaire L, contenant V; en effet, si on définit V par un idéal homogéne dans 
k[Xy,..., Xy], D, sera définie en égalant 4 0 l'ensemble des formes linéaires 
appartenant a cet idéal. Le cycle V-L,, est défini ou non suivant que L, 
ne contient pas ou contient Lo, c’est-a-dire suivant que w n’est pas dans la 
variété linéaire Lj duale de L, ou est dans Lj. Comme L, est de dimensicn 

>n, Ly est de dimension < N — n — 1. 

Lemme 3. Soit V" une sous-variété d’un espace projectif P* ; soit W™ une 
sous-variété de l’espace projectif P’* dual de P%® ; soit k un corps de définition 
de V et de W. Soit w= (wy,...,wy) un point générique de W par rapport 
a k; soit L, Uhyperplan 3 w,X,;=0 dans P*. Alors, si m>N—n+1, 

t 
le cycle V - L,, est défini et est une variété; si m > N —n, il est défini et sans 
composante multiple. 

C’est trivial sin = 0 ou 1; nous procéderons par récurrence sur n. D’aprés 
ce qu’on a vu plus haut, V- L,, est en tout. cas défini si m => N — n; soient 





al 


mi 
en 
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alors Z,, . . ., Z, les composantes de V- L,; ona V- L, = ¥ a,Z,; nous devons 
Ps 
montrer que m > N — n entraine a,= 1 pour tout 9, et quem > N—n+1 


entraine de plus r = 1. C’est vrai pour m = N d’aprés le lemme 1; done nous 
pouvons supposer m < N. Soit H un hyperplan de P*, générique par rapport 
ak(w), donné par une équation >’ z,X,= 0, ot z = (2, ..., zy) est un point 
1 
de P’’ générique sur k (w). D’aprés le lemme 1, V-H est une variété V"-'; 
le cycle V est rationnel sur K = k (z), done V est définie sur K. D’aprés le 
lemme I, Z, Z,: H est une variété si n > 2, une somme de points distincts 
sin=2. Mais L= L,,-H est une variété linéaire, et on a H - (V-L,) 


(H- V)-L, =V- Ly, puis{V-L,}py = {V- D}q d’aprés F-VII,, th. 18, cor.; 


done on a, dans H, V-L = 3 a,Z,. Prenant (X,, . . ., X,) comme coordonnées 
° 
N 
homogénes dans H, soit }’ #,X, = 0 l’équation de LZ dans H; soit W le lieu 
i=1 
du point de coordonnées homogénes (W,,...,@y) par rapport 4 K dans un 


espace projectif de dimension N — 1; soit m la dimension de W. L’hypothése 
de récurrence, appliquée 4 V,W,LZ, montre que m > (N — 1) —(n—1) 
N —n entraine a,= 1 pour tout o, et que m > N —n+1 entraine de 
plus r = 1. Pour achever la démonstration, il suffira de faire voir que m = 

Pour cela, soit w le point (0, @,,...,@y) dans P’’ ; comme I’équation de L 

peut s’écrire 
N N 

zy (3) w,X;) — wy (Sz, X;,) = 0 

i 0 i 0 
les points z, w et w sont en ligne droite. Soit w’ un point générique par rapport 
a K (w) de la droite joignant z et w; si W avait une dimension < m sur K, w’ 
aurait une dimension < m sur K. Comme w est une spécialisation de w’ sur 
K (w), et a fortiori sur K, et a la dimension m sur K, w et w’ seraient alors 
spécialisations génériques l’un de l’autre sur K, done w’ serait un point du 
lieu W de w par rapport 4 K. La droite joignant z et @ serait par suite con- 
tenue dans W; mais cela ne peut étre car on a m < N, donc z n'est pas dans W. 

Pour n = 1, il n’est pas possible d’améliorer les inégalités du lemme 3; 
le théoréme de KRONECKER-CASTELNUOVO rend vraisemblable qu’on pourrait 
les améliorer pour » > 2a condition d’exclure certaines variétés (variétés 
réglées, variétés de SEGRE, peut-étre d'autres). 

6. Si V est contenue dans une variété linéaire Z, de dimension N’< N, 
on peut considérer Ly comme un espace projectif de dimension N’, et V comme 
variété plongée dans ce dernier. Il s’ensuit que, dans les questions qui nous 
occupent ici, on ne diminue pas la généralité en supposant que V n’est con- 
tenue dans aucun hyperplan, ni donc dans aucune sous-variété linéaire de P* 
autre que P*; cela entraine que V- L,, est défini quel que soit l’hyperplan L,,. 
Nous ferons souvent cette hypothése dans ce qui suit. 

On sait qu’au moyen de la méthode des «formes associées» (ou «formes 
de CHow») on peut associer & tout cycle positif Z de dimension r dans l’espace 
projectif P* une forme 4 r+ 1 séries d’indéterminées U{? (0<is NV, 
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0<os7r), de degré d par rapport 4 chacune d’elles si d est le degré de Z; 
& la somme de deux cycles correspond le produit des formes associées; et, si 
on prend les coefficients de la forme associée 4 Z comme coordonnées homo- 
génes d'un point dans un espace projectif P™, les points de P™ ainsi associés 
aux cycles de dimension r et de degré d forment un «ensemble algébrique 


>M en nombre 


fermé» 8y ,¢ dans P™ (c’est-a-dire l’union de sous-variétés de F 
fini), ensemble qui est normalement algébrique sur le corps premier’); il 
s’ensuit que les points de P* correspondant aux cycles positifs de dimension r 
et de degré d dans P* qui ne sont pas des variétés (resp. qui ont au moins 
une composante multiple) forment aussi un ensemble algébrique fermé 3’ y , a 
(resp. 8x ,.qg) normalement algébrique sur le corps premier. 

Soit alors V" une variété de degré d dans P*, non contenue dans un hyper- 
plan; soit F (U,..., U™) la forme associée 4 V. Soit w un point du dual 
P’* de P*; soit L,, ’hyperplan de P* correspondant a w. II résulte des dé- 
finitions que la forme associée au cycle V-L,, est F (w, U™,...,U%~), 
est défini, et dont 
les coefficients sont les coordonnées homogénes d’un point de By »—-1 4. Les 


forme qui n’est pas identiquement nulle puisque V- L,, 
points w de P’* tels que ce dernier point soit dans 3x ,_1.4 (resp. dans 
3%. n—1, 4) forment par conséquent un ensemble algébrique fermé, normalement 
algébrique sur le plus petit corps de définition de V; le lemme 3 montre alors 
que ces composantes sont de dimension < N — n + 1 (resp. S N — n). Autre- 
ment dit: 

Lemme 4. Soit V" une sous-variété de l’espace projectif P*, non contenue 
dans un hyperplan. Pour tout point w du dual P’* de P*, soit L,, U-hyperplan 
V’ w,X,= 0. Soit R (resp. R’) l'ensemble des points w de P’*® tels que le cycle 


— 
i 


V-L, ne soit pas une variété (resp. ait une composante multiple). Alors R et 
R’ sont des ensembles algébriques fermés dans P’* , normalement algébriques sur 
tout corpe de définition de V; et les composantes de R (resp. de R’) sont de di- 
mension S N — n+ 1 (resp. < N — n). 

7. Les lemmes suivants sont destinés 4 rendre plus maniable la notion 
de diviseurs «continument équivalent», ou, comme nous dirons plutdét, 
algébriquement équivalents. Je dois 4 Max Rosen icut la démonstration 
du lemme 5. 

Lemme 5. Soient a, b (resp. a’, b') deux points sur une courbe C (resp. C’). 
Alors il existe, sur la surface C x C’, une courbe passant par les points axa’ et 
bxb’. 

Soient C, C’ des courbes complétes sans points multiples, birationnellement 
équivalentes respectivement a C et A C’; on pourra écrire C = f (C), C’ = f' (C’); 
C et C’ étant completes, il y aura des points @, 6 sur C, a’, b’ sur C’ tels que 
a =f (a), b =f (6), a’= f' (@’), b’ = f' 8’); alors, si on construit sur C x C’ une 
courbe passant par a4 xa’ et b xb’, son image par (f, f’) satisfera aux conditions 

1) Rappelons qu’un ensemble algébrique fermé (“bunch of Varieties” dans la termino- 
logie de F-VII) est dit algébrique sur k si toutes ses composantes le sont, et normalement 


algébrique sur k si de plus celles-ci sont permutées entre elles par tout automorphisme de & 
laissant invariants tous les éléments de k. 
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du lemme. II suffit done de faire la démonstration dans le cas ot C, C’ sont 
complétes sans points multiples. En vertu du théoréme de RreMann-Rocu, 
il existe alors sur C une fonction @ non constante, sans péle en dehors de a 
et ne s’annulant pas en b; on peut en effet choisir une telle fonction parmi 
celles qui ont en a un pdle d’ordre N, dés que N est assez grand. En multi- 
pliant @ par une constante, on peut supposer g (b) = 1. Soit de méme qg’ 
une fonction non constante sur C’, sans pédle en dehors de a’ et telle que 
g' (b’) = 1. Sur CxC’, soit p la fonction définie par 

y (M x M’) gy (M) — ¢' (M’) 
pour M+ a, M'+a’; ona y (bx6’)=0. Soit D une composante passant 
par bxh’ du diviseur (y), des zéros de y; on va montrer que D passe par 
axa’. En effet, comme gy’ n’est pas constante, y n’induit pas la constante 0 
sur bx OC’, done on a D+ 6xC’; par suite D coupe toute courbe P x C’, quel 
que soit P sur C, en un point au moins. Mais, si a” est un point de C’ autre 
que a’, g’ y est définie et + oo; la relation 
y—1 


y gy. (1 — po ¢’)-* 


montre alors que y est définie et a la valeur o en a xa’’,done a x a” ne peut 
étre sur D. Par suite D coupe aC’ au seul point axa’, ce qui achéve la 
démonstration. 

Lemme 6. Soit P un point d’une variété (abstraite) W, définie sur un 
corps k; soit M un point générique de W par rapport a k(P). Alors il existe 
sur W une courbe passant par M et P, ayant en M un point simple; si de plus 
P est simple sur W, il existe une telle courbe ayant en P un point simple. 

Comme M a un représentant sur tout représentant de W, on peut passer 
& un représentant de W sur lequel P ait un représentant; autrement dit, il 
suffit de se placer dans le cas ol W est une variété affine. Soient » la dimen- 
sion de W, S* l’espace affine ambiant; par une translation, on peut amener 
P en 0; la nouvelle variété W ainsi déduite de l’ancienne sera définie sur 
K=k(P). Soit L la variété linéaire de dimension N — n+ 1 définie par 


u,,X;=0 (lsisn-— 1), les u,,; étant N (nm — 1) variables indépendantes 


sur K; soit C une composante de W -\ L passant par 0; si 0 est simple sur W, 
Lest transversale 4 W en 0, donc C est unique, de dimension 1, et 0 est simple 
sur C’; en tout cas C est de dimension d = 1, et est définie sur la cléture algé- 


brique K’ de K’= K (u); soit x = (%,...,; ry) un point générique de C par 
rapport 4 K’. Comme x + 0), on peut supposer par exemple x, + 0, d’ou 
N 
Us) D>, Un 2/2, (lstisn-l). 
h 2 
Done K (u, x) est de dimension < (n — 1) (N — 1) sur K (2), et par suite de 
dimension < (n — 1) (VN — 1)+ » sur K si » est la dimension de zx sur K. 


Comme d’autre part K (u, x) est de dimension d sur K (u), done de dimension 
d+ (n 1) N sur K, on aura (n l) (N-—1)+v2d+(n—-1)N, donc 
y>d+n-—1. Comme d=1 et y<n, ona donc d= 1 et y= n; autrement 
dit, C est une courbe, et x est générique sur W par rapport 4 K. Comme M 
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est aussi générique sur W par rapport a A, il y a done un isomorphisme oa de 
K' (x) sur une extension de K (M) transformant x en M et laissant invariants 
les éléments de K. La courbe C” satisfait aux conditions de I’énoncé. 

8. Lemme 7. Soient V une variété, W une variété complete, et B un sous- 
ensemble algébrique fermé de V x W, algébrique (resp. normalement algébrique) 
sur un corps commun de définition k de V et de W. Soit B; l'ensemble des points 
M de V tels Br. (M x W) ait au moins une composante de dimension = r. Alors B' 
est un sous-ensemble algébrique fermé de V, algébrique (resp. normalement algé- 
brique) sur k; et, si Z’ est une variété de dimension m contenue dans B;, il y a une 
variété Z de dimension = m + r contenue dans B et ayant la projection Z’ sur V. 


Si on suppose le résultat établi pour B algébrique sur k, et que de plus B 
soit normalement algébrique sur &, il est clair que B) sera invariant par tout 
automorphisme de & laissant invariants les éléments de k. II suffit done de 
faire la démonstration pour B algébrique sur k. Comme W est compléte, 
l’ensemble B’ des points de V projections sur V de points de B est algébrique 
fermé dans V (d’aprés F-VII,, prop. 10 et 11); on procédera par récurrence 
sur la plus grande des dimensions des composantes de B’; si celle-ci est 0, 
le résultat est trivial; on l’admettra donc pour le cas ot toutes les composantes 
de B ont sur V une projection de dimension < d, et tout revient alors a faire 
la démonstration pour le cas ot: B se réduit 4 une seule variété X ayant sur V 
une projection X’ de dimension d; soit d + m la dimension de X. Pour r < m, 
le résultat est vrai d’aprés F-VII,, prop. 8, 10 et 11; pour le démontrer dans 
le cas r=>m-+1, on va construire un sous-ensemble algébrique fermé B”’ 
de X’ algébrique sur k, ayant toutes ses composantes de dimension < d 
et tel que B),.., C B’, done B,C B” pour tout r => m + 1; cela fait, l’application 
de l’hypothése de récurrence & X ~\ (B’’ x W) suffira pour achever la démon- 
stration. Pour construire B”, il suffit de considérer séparément chaque re- 
présentant de la variété (abstraite) V, done de faire la démonstration pour le 
cas ou V est une variété affine. Soient W,(1< «< A) les représentants 
de W tels que X ait un représentant dans V x W,; soit (x, y) un point générique de 
X parrapport 4 &; soit (x, y,)sonreprésentant sur V x W,,; soit z = (y, . . ., y4): 
alors z est de dimension m sur k (xz); quels que soient Zp, . . ., z,, pris parmi 
les coordonnées de z, il y aura un polynome P¢k[X, Z,,...,Z,,] tel que 
P (x, Z)+ 0 et P (x, z) = 0;il ya alors, parmi les coefficients de P (X, Z) 
considéré comme polynome en Zp, . . ., Z,, & coefficients dans k [|X], un coeffi- 
cient F ¢ k [X] tel que F (x) +0; pour tout choix de m + 1 coordonnées parmi 
les coordonnées de z, choisisons un tel polynome F, et soit ® le produit de tous 
les polynomes F ainsi obtenus; on aura ®(x)+0. Montrons qu'on peut 
prendre pour B”’ l’ensemble des points de X’ satisfaisant 4 ®(X)=0. En 
effet, si 2’ est dans Bj, ,, il y a par hypothése un point (2z’, y’) de X ayant 
au moins la dimension m + 1 sur k(x’); y’ aura au moins un représentant y; 
qui soit de dimension => m+ 1 sur k(z’); z aura une spécialisation 2’ sur 
(x, y,) > (x’, y,) par rapport a k, et il y aura, parmi les coordonnées de 2’, 
m-+ 1 coordonnées algébriquement indépendantes sur k(x’); comme elles 
doivent satisfaire 4 la relation correspondante P (z’,z’) = 0, x’ devra donc 
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annuler tous les coefficients de P (X,Z) considéré comme polynome en Z, 
done en particulier le polynome F appartenant au choix en question de m + 1 
coordonnées de z, et par suite aussi le polynome @. 

Corollaire 1. Soient V" et W deux variétés, et Z"*+* une sous-variété de V x W 
ayant la projection V sur V; soit k un corps de définition commun pour V, 
W et Z. Il existe alors un sous-ensemble algébrique fermé B de V, normalement 
algébrique sur k, distinct de V, tel que Z7-\(M x W) n’ait que des composantes 
de dimension r chaque fois que le point M de V n'est pas dans B. 

D’aprés F-VII,, prop. 8, toute composante de Z~(M x W) a au moins 
la dimension r quel que soit M sur V. Supposons d’abord W complete; alors, 
d’aprés le lemme 7, il y a un sous-ensemble B de V, normalement algébrique 
sur k, dont les points soient les points M de V tels que Z7~\(M x W) ait au 
moins une composante de dimension = r + 1; si on avait B = V, alors, d’aprés 
le lemme 7, il y aurait une sous-variété de Z de dimension = n + r + 1, ce qui 
n'est pas le cas; donc B+ V. Si maintenant W est une variété affine, on 
peut compléter l’espace ot elle se trouve plongée en un espace projectif, donc 
considérer W comme partie ouverte d’une variété compléte W* (c’est-a-dire 
comme complément sur W* d’un sous-ensemble algébrique fermé de W*); 
le lieu par rapport 4 k sur V x W* d’un point générique de Z par rapport a k 
sera alors une sous-variété Z* de V x W*; appliquant 4 V, W* et Z* ce qui 
précéde, on obtient B tel que Z* ~\(M x W*) n’ait que des composantes de 
dimension r quand M n’est pas dans B; mais alors Z7\(M x W) n’a a plus 
forte raison que des composantes de dimension r. Enfin, si W est une variété 
abstraite queleonque, soient W, ceux de ses représentants pour lesquels Z 
a un représentant Z, sur V x W,; pour chaque «, soit B, un sous-ensemble 
algébrique fermé de V, normalement algébrique sur k, distinct de V, tel que 
Z.,(\(M x W,) n’ait pas de composante de dimension > r quand M n’est pas 
dans B,. Alors la réunion B des B, satisfait aux conditions du corollaire. 

Corollaire 2. Soient V et W des variétés définies sur un corps k; soit Z un 
cycle sur V x W, rationnel par rapport a4 k. Il existe un sous-ensemble algébrique 
fermé B de V, normalement algébrique sur k, distinct de V, tel que le cycle 
Z-(M x W) soit défini pour tout point M de V qui n'est pas dens B. 

Par linéarité, et en remplagant k par k, on voit qu’il suffit de considérer 
e cas ot Z est une variété. Si la projection Z’ de Z sur V n’est pas V, 
-(Mx W) est défini et égal 4 0 chaque fois que M n’est pas dans Z’. Si 

V, on est ramené au coroll. 1. 

Corollaire 3. Soient V" et W des variétés, et X" une sous-variété de Vx W 
ayant la projection V sur V. Alors les sous-variétés de X de dimension n — 1 
ayant sur V une projectian de dimension <n — 1 sont en nombre fini; et, si k 
est un corps de définition de V, W et X, la réunion de ces variétés est normalement 
algébrique sur k. 


NN 


En prenant des représentants de W, on se raméne au cas ou W est une variété 
affine; en complétant l’espace affine en un espace projectif, on se raméne au cas 
ou W est compléte. Soit alors Y une sous-variété de X de dimension n—1 dont 
la projection Y’ sur V ait une dimension <n — 1; d’aprés F-VII,, prop. 8, 
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10 et 11, si M est un point de Y’, Y ~\(M x W) est non vide et a ses compo- 
santes de dimension = 1; done Y’ est contenu dans l’ensemble B’ des points 
M de V tels que X-\(M x W) ait au moins une composante de dimension 
- 1. D’aprés le lemme 7, B’ est un sous-ensemble algébrique fermé de V, 
normalement algébrique sur k; et on a B’ + V, car d’aprés le méme lemme, si 
on avait B’= V, il y aurait une sous-variété de X de dimension = n + 1. 
Il s’ensuit que X -\(B’ x W) est un sous-ensemble algébrique fermé de X, 
distinct de X, normalement algébrique sur k; comme Y y est contenue, Y 
est une composante de cet ensemble. Les Y sont done bien en nombre fini; 
la derniére assertion du lemme est évidente. 

9. Le coroll. 3 ci-dessus est utile dans la théorie des correspondances bi- 
rationnelles; le coroll. 2 est utile dans l'étude des familles algébriques de 
cycles sur une variété. Dans cette derniére étude, nous conviendrons d’adopter 
les notations suivantes. Soient V, W des variétés (abstraites) et Z un cycle 
sur V x W; une fois pour toutes, nous désignerons par Z (M) le cycle sur V 
défini par Z(M) x M =Z-(V x M), chaque fois que M est un point simple de W 
tel que Z-(V x M) soit défini. Le coroll. 2 du lemme 7 dit que Z (M) est 
défini chaque fois que M n’est pas dans un certain sous-ensemble algébrique 
fermé de W, distinct de W. Soient X une composante de Z, et X’ sa pro- 
jection sur W. Si Z -(V x M) est défini, X - (V x M) doit l’étre. Mais, d’aprés 
F-VII,, prop. 8, toute composante de X -\(V x M) a au moins la dimension 
dim (X) — dim (X’); si elle est simple sur V x W, il faut, pour qu'elle soit 
propre, qu'elle soit de dimension dim (X) — dim(W); on doit done avoir 
X’= W. Soit Z, le cycle ayant pour composantes celles des composantes de Z 
qui ont la projection W sur W, avec les coefficients qu’elles ont respectivement 
dans Z; Z,(M) est défini quand Z (M) est défini, et on a alors Z,(M) = Z (M). 
Par suite, chaque fois qu’il s’agit de cycles de la forme Z (M), on peut sup- 
poser, sans diminuer la généralité, que toutes les composantes de Z ont la 
projection W sur W; cela implique, bien entendu, que la dimension de Z est 
au moins égale a celle de W. 

Lemme 8. Soient V et W des variétés, W’ une sous-varidlé simple de W, 
et Z un cycle sur Vx W. Soient Z, les composantes de Z, a, leurs coefficients 
dans Z; soient Zj,, toutes les composantes propres distinctes de Z,/\(V x W’) 
ayant la projection W’ sur W. Posons 


Z'= 3 i(Z, (V x W’), Zj,; Vx W) a, Z,. 
h,v 

Alors Z' est un cycle sur V x W’; si k est un corps de définition de V, W et W’, 
par rapport auquel Z soit rationnel, Z’ est rationnel par rapport a k; et, chaque 
fois que M est un point de W', simple sur W et sur W’, tel que Z (M) soit défini, 
Z’ (M) est aussi défini et est égal a Z (M). 

On notera que, dans cet énoncé, Z (M) et Z’ (M) sont définis respectivement 
par les relations 


Z(M)xM = {Z-(VxM)}yxw, Z’ (M)xM = {Z': (Vx M)} yx 


La rationalité de Z’ sur k est une conséquence immédiate de F-VI,, th. 4. 
Quant au reste, il suffit, par linéarité, de faire la démonstration quand Z 
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est une variété. Si Z n’a pas la projection sur W, Z-(V x M) est 0 quand 
il est défini; si une composante Z}, de Z 7 (V x W’) a la projection W’ sur W, 
W’ doit étre contenue dans la projection de Z sur W; mais alors F-VIJI,, 
prop. 8, montre que Z} ne peut étre propre; donc en ce cas on a Z’ = 0, et le 
lemme est vérifié. Supposons donc que Z ait la projection W sur W; soient m, 
m' et m + r les dimensions respectives de W, W’ et Z. Soit M un point de W’, 
simple sur W, tel que Z (M) soit défini; soit X une composante de Z - (V x M), 
c’est-a-dire une composante de Z/\(V x M) simple sur Vx W; X a la di- 
mension r. Soit 7’ une composante de Z7\(V x W’) contenant X; alors 7 
est simple sur V x W, et a done (F-VI,, th. 1, cor. 1) une dimension s => m’+ r. 
Si X’ est une composante de 7'7\(V x M) contenant X, X’ sera contenu dans 
Z et dans Vx M, done on a X’= X; par suite X est une composante de 
T (Vx M). Soit 7” la projection de 7 sur W; soit t sa dimension; d’aprés 
F-VII,, prop. 8, la dimension de X est >s —t; on a donc r2>s—t, d’ot 
t>s—rz=~m’. Maisona 7’ W’,donct<m’, d’otut = s — r= m' et T’= W’; 
par conséquent, 7’ est l’une des variétés Z}; si on suppose de plus que M est 
simple sur W’, X sera simple sur V x W’ (F-IV,, th. 13, cor. 1) et sera com- 
posante propre de 7’-\(V x M) sur V x W’. Toute composante de Z - (V x M) 
est donc, dans ces conditions, composante propre de l'une des intersections 
Z,\(V x M) sur V x W’. Réciproquement, soit 7’ l’une des Z;; 7’ est simple 
sur V x W,donca sur V une projection qui est simple sur V, et est donc simple 
sur V x W’ (F-IV,, th. 13, cor. 1), ce qui montre déja que Z’ est un cycle sur 
Vx W’. Soit encore M un point de W’, simple sur W et sur W’; soit X’ une 
composante de 7'7\(V x M), simple sur V x W’; comme 7’, composante propre 
de Z-\(V x W’) sur V x W, ala dimension m’ + r, X’ a au moins la dimension r; 
de plus, toujours d’aprés F-IV,, th. 13. cor. 1, X’ est simple sur V x W; done 
toute composante de Z7\(V x M) contenant X’ est simple sur V x W, donc 
propre si Z - (V x M) est défini, et par suite est alors de dimension r. Si done 
on suppose M tel que Z-(V x M) soit défini, X’ en est une composante; 
et on a montré en méme temps que, dans ce cas, {7'- (V x M)}y,. w est défini. 
En définitive, on a donc montré que, chaque fois que M est un point de W’, 
simple sur W et sur W’, et que Z-(V x M) est défini sur V x W, Z’- (V x M) 
est défini sur V x W’, et que ces deux cycles ont mémes composantes; il ne 
reste donc plus qu’a vérifier que celles-ci ont méme coefficient dans les deux 
cycles; c’est ce qui résulte immédiatement de l’application de F-VI,, th. 9, 
a VxW, Vx W’, Vx et Z, compte tenu de ce qu’on a démontré plus haut. 


10. Soit V" une variété (abstraite); soit r un entier <n, qui, dans les 
applications que nous aurons a faire de ceci par la suite, aura toujours la 
valeur n — 1. On va désigner par G,, G;,, G;’, GZ quatre ensembles de cycles 
de dimension r sur V, définis comme suit. Soit W™ une variété (abstraite) 
quelconque; soit Z™** un cycle sur V x W; si M, N sont deux points simples 
de W tels que Z(M) et Z(N) soient définis, considérons sur V le cycle X 
= Z(N)—Z(M). Par G,, nous entendrons l'ensemble des cycles qu’on peut 
obtenir ainsi sur V, pour tous les choix de W, Z, M et N satisfaisant aux 
conditions ci-dessus. Par ©), (resp. G;’) nous entendrons l'ensemble des 
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cycles X qu’on obtient ainsi lorsqu’on impose de plus 4 W d’étre une courbe 
(resp. la jacobienne d'une courbe). Par GF nous entendrons le sous-groupe du 
groupe additif des cycles de dimension r sur V qui est engendré par les éléments 
de G,. 
Lemme 9. Avec les notations ci-dessus, on a: 
6,= 6, = G,’ = G3. 

Montrons d’abord que G* est engendré par les éléments de Gj, ou autre- 
ment dit que G, est contenu dans le groupe engendré par G. En effet, les 
notations étant comme ci-dessus, soit Z (N) — Z (M) un élément de G,; soit k 
un corps de définition de V et W, par rapport auquel Z soit rationnel; soit P 
un point générique de W par rapport 4 k (M,N). D’aprés F-VII,, th. 12 (i), 
Z (P) est défini; comme on a 


Z(N) —Z(M) = (Z (N) —Z(P)) — (Z(M) —-Z (P)), 


il suffira, pour justifier notre assertion, de faire voir que Z (M) — Z (P) est 
dans ©); car alors il s’ensuivra de méme que Z(N) — Z(P) est dans Gj. 
Or, d’aprés le lemme 6 du n° 7, il y a sur W une courbe C passant par M et P 
et ayant en M et P des points simples; d’aprés le lemme 8 du n° 9, il y a alors 
sur V xC un cycle Z’ tel que Z'(M) =Z(M), Z'(P)=Z(P). On a done 
bien Z (M) — Z (P) € G,. On va montrer maintenant que G, est un groupe; 
= ©,. Soient done C, C’ deux 
courbes, Z’*! un cycle sur V x C, Z’"*! un cycle sur V x C’, M et N deux points 
simples sur C et M’ et N’ deux points simples sur C’ tels que Z (M), Z (N), 
Z'(M'), Z'(N’) soient définis; posons 


X=Z(N)—Z(M), X'=Z'(N’) —Z'(M’). 


d’aprés ce qui précéde, il s’ensuivra que G* = G 


D’aprés le lemme 5.du n° 7, il y aura sur C xC’ une courbe D passant par 
MxM’ et NxN’; D est birationnellement équivalente 4 une courbe com- 
pléte J" sans point multiple, de sorte qu’on peut écrire D =f (1°), f étant 
une fonction définie sur J’, 4 valeurs dans C x C’; il y a alors deux points P, 
Q sur J’ tels que f(P)= MxM’, f(Q)= NxN’. Soit G la courbe dans 
(CxC')xI° qui se déjuit du graphe de f dans /’x(C xC’) par permutation 
des deux facteurs I", C x C’; c’est une courbe sans point multiple qui passe 
par Mx M’x P et par Nx N’xQ. Soit U =ZxC’xT; soit U’ le cycle sur 
VxCxC'xT qui se déduit du cycle Z’xCxI sur VxC’xCxTI par per- 
mutation des facteurs C, C’ dans ce dernier produit. Il est immédiat que l’on 
a Z(M) = U (Mx M' x P), Z'(M’) = U'(M x M' x P), et de méme pour Z (N), 
Z'(N’); en posant 7 = U — U’, on aura donc: 


X — X’=T(NxN’xQ) — T(MxM' xP). 


D’aprés le lemme 8 du n° 9, il y a alors un cycle 7” sur V xG tel que les deux 
termes du second membre soient égaux respectivement 4 7”(N x N’xQ) et 
1” (M x M' x P); ona donc bien X — X’¢ Gj. Il reste a faire voir que G, c G,’. 
Pour cela, soient C une courbe, Z**! un cycle sur V x C, et M, N deux points 
simples de C tels que Z (M), Z (N) soient définis; posons X = Z (N) — Z (M). 
En remplacant au besoin C par une courbe qui lui soit birationnellement 
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équivalente, on peut la supposer compléte et sans point multiple; soit g son 
genre. Supposons d’abord g + 0; soit J la jacobienne de C; soit f la fonction 
canonique sur C, & valeurs dans J; soit k un corps de définition pour V, C, 
f et J, par rapport auquel Z soit rationnel. Soient M,,..., M, g points géné- 


g 
riques indépendants sur C par rapport a k (M, N); soit x = 3 f (M,); avec 
i=1 


les notations de VA, n° 4, on a k(x) = k(M,,..., M,), (VA, n° 37, th. 18). 


g 
Soit m = ) M,,; c’est un diviseur sur C, rationnel sur k (x) (VA, n° 4, lemme 1). 


i 1 
On a Z (M,) = pry [Z-(V x M,)], done 
g 
» Z(M,) = pry (Z-(V xm)); 
i=1 
le premier membre est done un cycle rationnel sur k(z). D’aprés F-VII,, 
th. 12 (iii), il y a alors un cycle U"*+4 sur V xJ, rationnel sur k, dont toutes 


uv 
les composantes aient la projection J sur J et tel que U (x)= ¥ Z (M,). Soit 
g i 1 


v 
t= > f(M,), f=f+ x, et C’=/f'(C); f' détermine une correspondance 


birationnelle partout biréguliére entre C et C’, définie sur le corps k (M,, . . ., M,) 
(VA, n° 40). D’aprés le lemme 8 du n° 9, il y a un cycle U’ sur V xC’ tel que 
U'[f'(P)| = U [f'(P)] pour tout point P sur C pour lequel U [f’(P)] est 
défini, et on peut (n° 9) supposer que toutes les composantes de U’ ont la 
projection C’ sur C’. En particulier, on a f’(M,) = 2, done 


g 
U' (f' (M,))= Z (M,) + YZ (M,); 
j=2 
comme M, est générique sur C par rapport 4k (M,,...,M,), ceci implique, 
d’aprés F-VII,, th. 12 (ii), que, si on identifie C et C’ au moyen de f’, U’ ne 
g 
différe de Z + (}’ Z(M,))xC que par des composantes dont la projection 


sur C n'est pas C; par suite, M étant tel, par hypothése, que Z (M) soit 
défini, on a 


g 
U'[f' (M)) = Z (M) + YZ (M,), 


j=2 
et de méme pour U’ [f’(N)], d’ot 
X = Z(N)—Z(M) = U'[f'(N)) — U'[f' (MN) 
et enfin X = U [f'(N)] — U [f'(M)] pourvu que les deux termes du second 
membre soient définis. Pour vérifier ce dernier point, observons que, d’aprés 
9 

VA, n° 39, le point w = f’(M) = f(M)+ 3 f(M,) a, par rapport au corps 
j=2 

K = k(M), un lieu W de dimension g — 1. Supposons que U ait une compo- 

sante U, telle que U,: (V x w) ne soit pas défini; soit Q x w un point générique, 

par rapport a la cléture algébrique de K (w), d’une composante de U, ™ (V x w) 

de dimension > r; Q aura donc sur K (w) une dimension =r + 1, et le lieu 
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de Qxw par rapport 4 K sera une sous-variété de U, de dimension = r + g; 
ce lieu n’est done autre que U,, et par suite U, a la projection W sur J, con- 
trairement a la définition de U. De méme U [f’(N)] est défini, ce qui achéve 
la démonstration de X € Gj’ dans le cas g + 0. Soit enfin g = 0; C est alors 
la droite projective. Soit A une courbe de genre 1, qu'on peut identifier avec 
sa propre jacobienne. Soit f une fonction non constante sur A, a valeurs 
dans la droite projective D; soit k un corps de définition pour V, A, f, par 
rapport auquel Z soit rationnel. Soit J’ le graphe de f dans A x C; soient P, 
Q des points de A tels que f (P) = M, f (Q) = N. Soit T le cycle sur V x AxC 
qui se déduit de Z x A sur V x C x A par permutation des facteurs C et A; il est 
immédiat qu'on a 7 (Px M) =Z(M), T(QxN)=Z(N); de plus, d’aprés 
le lemme 8 du n° 9, il y a un cycle 7” sur V x J’ tel que T’(P x M) = T (Px M) 
et 7°(QxN) = T(QxN), dot X = T’(Qx N) — T’(PxM). Comme on 
peut identifier J’ avec A au moyen de la projection de /" sur A, qui est une 
correspondance birationelle partout biréguliére entre J" et A, ceci achéve la 
démonstration. 


11. Les notations étant celles du début du n° 10, on se bornera désormais 
a considérer le cas ott V" est une variété complete, sans sous-variété multiple 
de dimension n — 1, et ou r = n — 1; d’aprés le lemme 9, G, est alors un sous- 
groupe du groupe des diviseurs sur V; on dira que deux diviseurs sur V sont 
algébriquement équivalents s’ils appartiennent & une méme classe suivant G,. 
On désignera d’autre part par G, le groupe des diviseurs sur V de la forme (f), 
ot f est une fonction sur V (autre que la constante 0 ou la constante oo); 
on dit que deux diviseurs X, Y sur V sont linéairement équivalents si 
X Y € G,, ce qu’on écrira aussi X ~ Y. Si X = (f), on a X = (f)y — (f) x, 
(f), étant défini pour tout ¢ par (f),xc = J°- (V xc), ou I’ est le graphe de f 
(cf. F-VIII,); ceci montre qu’alors X €G,, done que G, Cc G,. Plus générale- 
ment, il résulte de F-VIII,, th. 5, que si D est la droite projective, et Z un 
diviseur sur V x D, on a Z (b) — Z (a) ~ 0 chaque fois que a, 6 sont des points 
de D tels que Z (a), Z (b) soient définis. 

Soit Z un diviseur sur V x W; toute composante de Z qui a sur W une 
projection W’ autre que W est nécessairement V x W’. Comme au début 
du n° 9, soit Z, le diviseur obtenu en supprimant, dans l’expression réduite 
de Z, tous les termes correspondant 4 de telles composantes; soit Z, le diviseur 
obtenu en supprimant, dans |’expression réduite de Z,), tous les termes de la 
forme m-(V’x W), ot V’ est une sous-variété de V. On aura done Z,—Z, 

- X x W, ot X est un diviseur sur V. Comme on a vu, on a Z,(M) = Z (M) 
chaque fois que Z (M) est défini; et on a, chaque fois que Z,(M) est défini, 
Z,(M) = Z,(M) — X. Par suite, chaque fois que Z(M), Z (N) sont définis, 
on a Z,(N) —Z,(M) = Z(N)—Z(M). Autrement dit, quand on considére 
sur V un diviseur de la forme Z (N) — Z (M), on peut toujours supposer que 
Z est un diviseur sur V x W sans composantes de la forme V x W’ ni V’ x W; 
un tel diviseur sera dit réduit. En particulier, si C est une courbe et Z un 
diviseur réduit sur V x C, il résulte de F-VII,, prop. 16, que Z (M) est défini 
quel que soit M sur C; d’ailleurs, comme on |’a déja remarqué, on ne restreint 


? 
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pas en ce cas la généralité en supposant que C est une courbe compleéte sans 
point multiple. Donc: 

Lemme 10. Tout diviseur algébriquement équivalent a 0 sur V est de la 
forme Z (N) — Z(M), ot Z est un diviseur réduit sur le produit V xC de V et 
d’une courbe compléte C sans point multiple, et ou M, N sont deux points de C. 


II. Le premier critére d’équivalence. 


Dans les §§ II—IIT, on désignera par V V" une sous-variété de l’espace 
projectif P P* , non contenue dans un hyperplan, et sans sous-variété multiple 
de dimension n E. 

12. Théoréme 2. (i) Supposons n = 2; soient X un diviseur sur V, et k un 
corps de définition de V par rapport auquel X soit rationnel; soit L un hyperplan 
générique par rapport a k; soit W V-L; sot Y={X-L}p={X-W}y- 
Alors X ~ 0 sur V entraine Y ~ 0 sur W. (ii) Si X, Y, W sont définis comme 
dans (i), et si n => 3 ou bien si n = 2 et s'il existe un entier m + 0 tel quemX ~ 0, 
alors Y ~ 0 sur W entratne X ~ 0 sur V. (iii) Si n = 2, il existe des courbes I’, 
sur V en nombre fini telles que, si X, Y, W sont comme dans (i), Y ~ 0 sur W 


entraine que X satisfait & une relation X ~ 3’ m,I’,, les m, dant des entiers. 


L’assertion (i) est contenue dans le coroll. 2 du lemme 2, n° 4. Supposons 


done réciproquement que Y ~0 sur W. Soient (uo,..., Un), (Up,---, Ux) 


” 


2 N + 2 variables indépendantes sur k; soit ¢ une variable sur K = k (u’, w’’): 


posons u u, — tu’! et: 


L'(X) = ¥ ui X,, L” (X) = J wf X;, D(X) = L'(X) — tL" (X) = Yu, 2 


i t 1 


Comme le corps k (u, u’, t) = k (u’, w’’, t) est de dimension 2 N + 3 sur k, les 
u,, wu, et tsont 2 N + 3 variables indépendantes sur K. En particulier, on peut 
supposer qu’on a pris pour L (dans l’énoncé du th. 2) l’hyperplan L (X) 0. 
Posons R(X) = L’(X)/L’’ (X); R est une fonction sur P ayant K = k (u’, w’’) 
pour corps de définition, 4 valeurs dans la droite projective D, et définie en 
tout point de P sauf sur la variété- linéaire M de dimension N — 2 définie par 
L'(X) = 0, L” (X) = 0. Comme V et les composantes de X sont algébriques 
sur k et que W et les composantes de Y le sont sur k (uw), le lemme 1 du n° 3 
montre qu’aucune de ces variétés ne peut étre contenue dans l’hyperplan 
L’(X) = 0 qui est générique sur k (u), ni a fortiori dans M. Soit alors Q la 
variété (non compléte) qu’on obtient en enlevant M de P; la fonction R est 
partout définie sur Q; soit Q’ son graphe dans QD; la projection de Q’ 
sur Q est une correspondance birationnelle 7 partout biréguliére entre Q’ 
et Q, définie sur le corps K; soient L’, V’, W’, X’, Y' les variétés et cycles 
sur Q’ qui correspondent 4 L, V, W, X, Y par la réciproque de 7. II est 
immédiat (par exemple en vertu du critére de multiplicité 1) que, si z est le 
point de D de coordonnées homogénes (2’, z’’), Q’- (Q xz) est la sous-variété 
de Q’ a laquelle correspond par 7’, dans Q, la variété définie par 


2’ L'(X) — 2" Lb" (X) = 90; 
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en particulier, on a L’= Q’-(Qxt). Comme 7’ est biréguliére, on a: 
W’= {V’- L’'}q, Y'= {X’: L'}qg = {X" Wy. 
d’ou, d’aprés F-VII,, th. 18 (ii): 
W’={V" (Qxt)}qxp, Y= {X" (Qxb}Qx p- 


Par hypothése, on a Y = (q) sur W, @ étant une fonction sur W qu’on 
peut supposer définie sur le corps k (u) (F-VIII,, th. 10, cor. 1) puisque les 
cycles W et Y sont rationnels sur k (u) et que par suite k (uw) est un corps de 
définition pour W (F-VII,, prop. 14). On a done Y’= (9g’), ot g’ est la fonction 
goT sur W’; gy’ est définie sur le corps k (u, u’, u’’) = K (t). Soit x un point 
générique de W par rapport a k (u); le point correspondant de W’ est 2’ 

x xR (zx); il est générique sur W’= V’-(Q xt) par rapport a K (t); d’aprés 
F-VI,, th. 11, il est done générique sur V’ par rapport 4 K. Posons w = (zx) 
= p(x’); on a we k(x) Cc K (x) = K (z’); il y a done des fonctions y sur V 
et y’ sur V’, ayant K pour corps de définition, telles que w = y (x) = y’(z’); 
posons X,= (wy) et Xj = (y’); les cycles X,, Xj sont rationnels sur K. D’aprés 
le lemme 1 du n° 3 et le coroll. 1 du lemme 2 du n° 4, toute sous-variété de 
W de dimension n — 2 est simple sur W et sur V; il en est done de méme 
pour W’ et V’; par suite, d’aprés F-VIII,, th. 4, cor. 1, on a {X;- W’}yp-= (¢’) 
= Y’, done, d’aprés F-VII,, th. 18 (ii), Xj -(Qxt) Y’ X’- (Q xt), les 
intersections étant prises ici dans Q x D. D’aprés F-VII,, th. 12 (ii), il s’ensuit 
que toutes les composantes du cycle X’— Xj ont des projections de dimension 
0 sur D ou autrement dit sont contenues dans des variétés Q xz. Considérons 
une composante quelconque Z du cycle X — X, sur V; elle est de dimension 
n— 1 et ne peut donc étre contenue dans M, puisque, d’aprés le lemme 1, 
V 7\ M est de dimension n — 2; sa transformée Z’ par 7'~! est done une com- 
posante de X’— Xj, done contenue dans une variété Q xz; il s’ensuit que Z 
est contenue dans un hyperplan z’ L’(X) — z” L’(X) = 0. Si on désigne par 
u’, u” les points (up, ..., uy) et (ug, ..., wy) de l’espace projectif P’ dual de 
P, ce dernier hyperplan correspond 4 un point v de la droite A joignant w’ 
et u’’ dans P’; désignons-le par L,. On a done montré que toute composante 
Z de X — X, est une composante d’un cycle de la forme V- L,, ot v est un 
point de A. 

Appliquons le lemme 4 du n° 6; R et RN’ étant définis comme dans ce 


lemme, les composantes de R sont de dimension =< N—n+1< N — 1, et 
celles de R’ de dimension <= N — n S N — 2; et elles sont algébriques sur le 


plus petit corps de définition k, de V. Comme la droite A est générique sur k 
dans P’, le lemme 2 du n° 4 montre qu'elle est sans point commun avec &’, 
sans point commun avec % si R n’a que des composantes de dimension S N — 2, 
et a avec N des points communs en nombre fini si NR a des composantes de 
dimension N — 1. Nous distinguerons alors trois cas: 

(a) Les composantes de N sont de dimension =< N — 2; il en est néces- 
sairement ainsi si n => 3. Alors, quel que soit v sur A, V- L, est une variété; 
done X — X, est combinaison linéaire de cycles V- L,. Mais tous les cycles 
de la forme V- L,, ou v désigne un point quelconque de P’, sont linéairement 
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équivalents les uns aux autres; en effet, si H (X) = 0, H’(X) =0 sont les 
équations de deux hyperplans H, H’ dans P, H — H’ est le diviseur de la 
fonction H (X)/H'(X) dans P, et V-H — V-H' est donc, d’aprés F-VIII,, 
th. 4, cor. 1, le diviseur de la fonction induite par celle-la sur V. Comme 
X, ~ 0 sur V, il s’ensuit donc qu’on a X ~m (V- L’) sur V, L’ étant l’hyperplan 
L' (X) = 0 et m étant un entier. Mais alors ona m-(V-L’- L) ~ Y ~ Osur W, 
ce qui est impossible d’aprés F-VIII,, th. 2, 4 moins que m = 0. On a done 
bien X ~ 0. 

(b) Supposons que RN ait des composantes de dimension N — 1, ce qui 
implique = 2; soient v, les points d’intersection de R et 4; soient Y, toutes 
les composantes distinctes des cycles V- L,, ; les v, et les Y, sont algébriques 
sur k,(u’, u’’). D’aprés ce qu’on a vu, X — X, est une combinaison linéaire 
des Y, et de variétés V- L,; mais chacune de celles-ci est linéairement équi- 
valente a l’un quelconque des cycles V- L,,, done & une somme de variétés Y,; 
comme X, ~ 0, X est donc linéairement équivalent 4 une combinaison linéaire 
des Y, 

Supposons choisis une fois pour toutes deux points a’,a”’ de P’, génériques 
indépendants par rapport a k,; soient 5, les points d’intersection de R avec 
la droite joignant a’ et a’’; soient J’; toutes les composantes distinctes des 
cycles V- L,,. Soient encore wu’, u”’ deux points génériques indépendants de P’ 
sur k (u’, u’’, a’, a’). Il y a un isomorphisme o de la cléture algébrique de 
k (u’, u’’) sur celle de & (u’, a’) qui laisse invariants les éléments de k et trans- 
forme u’, u” en uw’, u”’; il y a d’autre part un isomorphisme rt de la cléture 
algébrique de k,(u’, u”’, u’, w’’) sur celle de k,(a’, a’, u’, w’’) qui laisse in- 
variants les éléments de la cléture algébrique de k,(u’, u’’) et transforme w’, 


u 


u” ena’, a’. Comme X est linéairement équivalent 4 un cycle de la forme 
»' m,Y,, son transformé par o, qui est X lui-méme, est linéairement équi- 


0 


ale a. ra. ‘ "i e 7O\ i) } > les Y sO 76. 

valent & 3’ m, Y,’; on a done 3’ m,(Y,— Y¢) . Comme les Y, sont algé 
e e 

briques sur k,(u’, u’’) et que les in le sont done sur k,(u’, u’’), le transformé 

par t du premier membre de cette derniére relation est donc ~ 0; comme tT 


laisse les Y? invariants et transforme les Y, dans les I’, 3’ m, Y{ est done 


linéairement équivalent 4 une combinaison linéaire des J°;; Xx est donc linéai- 
rement équivalent 4 cette combinaison linéaire. Cela démontre (iii). 

(c) Les hypothéses étant celles de (b), supposons de plus qu’on ait m X ~ 0 
avec m +0, donc m X = (6), @ étant une fonction sur V ayant k pour corps 
de définition. Alors on a, de méme que plus haut, mX’= (6’), ot 6’ est la 
fonction 0 o 7' sur V’, définie sur le corps K. Soit 7’ la fonction induite par 0’ 
sur W’; elle est définie sur le corps K (t); x et 2’ étant comme plus haut, 
on aura @ (x) = 6’(z’) = n(x’). De méme que plus haut, on peut appliquer 
F-VIII,, th. 4, cor. 1, qui donne: 

(y’) = {m X’- W'}yp = mY'= (g’™), 
done 7’ y’-™ est une constante su: W’; autrement dit, on a 7'(2x’) y’ (2’)-™ 
¢ K (t), c’est-a-dire 6’ (x’) y'(z’)-™= A (t), A étant une fonction sur D ayant K 
g* 
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pour corps de définition. Cela s’écrit aussi 6 (x) y(x)-" = A|R(x)}. Dans 
cette relation, 0, y et Ao R sont des fonctions sur V ayant K pour corps de 
définition, et 2 est générique sur V par rapport 4 K; on a done 0 y~™= Ao R: 
le second membre est d’ailleurs la fonction induite sur V par la fonction Ao R 
définie dans P. Il est immédiat que cette derniére a pour diviseur une com- 
binaison linéaire d’hyperplans L, correspondant 4 des points v de 4; donc 
le diviseur de la fonction qu’elle induit sur V est combinaison linéaire de 
cycles V- L,; autrement dit, le diviseur m (X — X,) de 0 y~™ sur V est une 
telle combinaison linéaire. Mais, comme 4 n’a aucun point commun avec 
9’, les cycles V- LZ, sont sans composantes multiples; ils sont aussi deux 
& deux sans composante commune, car une telle composante serait contenue 
dans V7\ M qui est de dimension n — 2; une combinaison linéaire de cycles 
V-L, ne peut done étre multiple de m, dans le groupe des diviseurs sur V. 
que si tous les coefficients sont multiples de m. Autrement dit, X — X, est 
lui-méme combinaison linéaire de cycles V- L,; comme dans le cas (a), on en 
conclut que X ~ 0 sur V. Cela achéve la démonstration. 

On notera en vue de ce qui suit qu’avec les notations ci-dessus les courbes 
I’, construites dans le cas (b) sont algébriques sur k,(a’, a’’). 
13. Proposition 1. Soit k, le plus petit corps de définition de V". Soit X 
un diviseur sur V; soit k un corps contenant k, par rapport auquel X soit ra- 
tionnel; soit L une variété linéaire de dimension N — n + 1 dans P, génériqui 


par rapport a k; soit C la courbe V- L. Alors, si le diviseur {X - L} p= {X -C}, 
est ~ 0 sur C, il ya un diviseur X, sur V, a composantes algébriques sur kg, tel 


que X ~ Xo. 


“0? 


Nous pouvons supposer que L est intersection de n — 1 hyperplans L 
(lS »sn-—1) appartenant a des points w, du dual P’ de P, génériques 


indépendants dans P’ sur le corps k; soit w, un point générique de P’ sur 


n 
B (w,, . . «s Wa—s). 

Soit k’ le plus petit corps de définition commun de V et des compo- 
santes de X; c’est un corps de type fini sur’ ky, done on peut écrire k’ = k, (t) 
avec t= (t,,...,t,,). Comme k>k,, la cléture algébrique k de k contient 
celle ky de ky; mais & est corps de définition commun de V et des composantes 
de X et contient donc k’ = k,(t), et par suite aussi k,(t). Les hypothéses de 
l’énoncé restent satisfaites si on y remplace k par k,(t); on peut done supposer 
qu'on a k = k(t). Soit 7 le lieu du point t par rapport a &, dans l’espace 
affine 8S". D’aprés F-VII,, th. 12 (iii), il y a un diviseur Z sur V x 7’, rationnel 
sur ky, tel que X xt = Z-(V xt); avec les notations du § I, n° 8, cela s’écrit 


X = Z(t). 


Soit J l'intersection des hyperplans L,, .. ., L,,—.; c’est une variété linéaire 
de dimension N — n + 2, générique sur k; d’aprés le coroll. 1 du lemme 2, 
n° 4, W = V- M est une surface sans courbe multiple, définie sur le corps 
ky (wy, ..-, Wy—2); on va lui appliquer le th. 2 du n° 12. Compte tenu de 
la remarque qui termine le n° 12, on voit qu’il y a sur W des courbes 
I’; en nombre fini, algébriques sur k,(w,,...,w,) et a fortiori sur K 


ko(w,,...,W,), ayant les propriétés énoncées dans le th. 2 (iii). Posons 
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Y ={X-M}p; d’aprés le coroll. 2 du lemme 2, n° 4, Y est un diviseur 
sur W, et on a Y = {X-W}y et {Y-L,_,}p= {X-L}p; comme par hypo- 
thése le second membre de cette derniére relation est ~ 0 sur C, le th. 2 (iii) 
permet de conclure que Y ~ 3’ m,JI’;, les m, étant des entiers. 
i 
Mais, comme w,,..., Ww, sont des points génériques indépendants de P’ 
sur k = k(t), t est générique sur 7’ par rapport a K; si donc ?¢’ est un point 
générique de 7’ sur K (t), il y a un isomorphisme o de K (t) sur K (t’) laissant 
invariants les éléments de K et transformant ¢ en t’. Alors o laisse invariants 
W, les I’; et Z, et transforme X = Z (t) en X°= Z (t’) et Y en Y°= {X*- Why. 
On a alors Y’ ~ 3’ mI, ~ Y. 
i 
Soit maintenant M, l’intersection des hyperplans L,, ..., L,, done M, = P, 
M,-2.=M et M,-,=L. Soit V,=V-M,, donc V,=V, V,-_,= W, 
V,-,= C. Sion applique le lemme 2 du n° 4 et ses corollaires, et le th. 2 (ii), 
on voit par récurrence sur y que, si X, est un diviseur sur V rationnel par 


rapport 4 un corps de définition k, de V, et si w,,...,w,—, sont génériques 
indépendants dans P’ par rapport a4 k,, alors X,-V,~ 0 sur V, entraine X, ~ 0 
sur V pourvu que y <n — 2. Comme ft, t’ sont génériques indépendants sur 7' 
par rapport a K, w,,..., w, sont génériques indépendants dans P’ par rapport 
a ko(t,t’); X est rationnel sur k(t) et X° sur k,(t’); prenant k,= k(t, t’), 
ie X A. 8 n 2, on voit qu'on a X X’°~0O sur V puisque 


y — Y° ~Osur W. Il yadonce sur V une fonction 9, définie sur le corps k, (t, t’), 
telle que (@) X a” 

Soit x un point générique de V par rapport a k,(t, t’); posons z = (x); 
on a z€ ky(t, t’, x); done il y a une fonction ® sur V x Tx 7, ayant k, pour 
corps de définition, telle que z = ® (z, t, t’). D’aprés F-VIII,, th. 1, cor. 3, on a: 


(D) -(V xtxt’) = (g) xtxt’= (X — X) xt xt; 


puisque X = Z (t), X°= Z(t’), on aura donc, en posant Z’=ZxT, et en 
désignant par Z” le cycle qui se déduit du cycle Z’ sur V x 7'x T' par la per- 
mutation des deux derniers facteurs du produit V x Tx T: 


(D) -(V xtxt’) = (Z’—Z")- (V xt xt’). 


D’aprés F-VII,, th. 12 (i), il s’ensuit que (®) — Z’+ Z” n’a que des com- 
posantes dont la projection sur 7’ x 7’ est de dimension < 2 dim (7’), et est done 
de la forme V x U, ot U est un diviseur sur 7’ x 7, rationnel sur ky puisqu’il 
en est ainsi de (®), Z’ et Z’’. En vertu du lemme 7, cor. 2, du n° 8 et de F-IV,, 
prop. 3, il y a un point simple s sur 7’, algébrique sur ky, tel que Z (s) et 
U-(T xs) soient définis; comme ¢ xs est un point générique de 7 xs sur kos 
ce point n’est done dans aucune composante de U. Ona 
Z'-(V xtxs) =(ZxT)-(Vxtxs) =Z (t)xtxs = Xxtxs; 

de méme, en échangeant les deux derniers facteurs de V x 7'x 7’, on voit 
qu’on a Z”: (V xtxs) = Z (s)xtxs. Comme (V x U)-(V xtxs) = 0, on voit 
done que (®)-(V xtxs) est défini et égal 4 [X — Z(s)]xtxs. D’aprés 
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F-VIII,, th. 4, cor. 1, on en conclut que ce dernier cycle est le diviseur de la 
fonction induite par ® sur V xtxs. On a done X — Z(s) ~ 0 sur V; comme 
Z (s) est rationnel sur k,, cela démontre la proposition. 

Corollaire. Dans le th. 2 (iii), on peut prendre les courbes I"; algébriques sur le 
plus petit corps de définition k, de V. 

En effet, supposons les J’; choisies simplement de maniére 4 posséder la 
propriété du th. 2 (iii). Soit G le groupe de diviseurs sur V engendré par les I’, 
soit ©’ le sous-groupe de G formé des U € © qui sont linéairement équivalents 
& un diviseur rationnel sur k,. Comme © est un groupe abélien libre de type 
fini, il en est de méme de G’; soit (U;) un systéme de générateurs de G’; 
pour chaque j, soit U; un diviseur ~ U; et rationnel sur ky. Avec les notations 
du th. 2, Y ~ 0 entraine, d’aprés le th. 2 (iii), une relation X ~ U avec U €G, 
et aussi d’aprés la prop. 1, une relation X ~ X, avec X, rationnel sur ky; 
done on a U € G’, de sorte que U et par suite X sont linéairement équivalents 
& une combinaison linéaire des U;. En remplagant les J’; par les composantes 
des Uj, on satisfera donc a la fois au th. 2 (iii) et au corollaire ci-dessus. 

14. Théoréme 3. Soit k, le plus petit corps de définition de V. Il existe 
sur V un ensemble fini de diviseurs D,, rationnels sur ko» ayant les propriétés 
suivantes: (a) >’ m,D,~ 0 entraine que m 

x 
diviseur sur V; soit k un corps de définition de V par rapport auquel X soit 


0 quel que soit a; (b) soit X un 


a 


rationnel; soit L une variété linéaire de dimension N — n+ 1, générique par 
rapport a k; soit C= V-L; alors, pour que le diviseur {X - L}p= {X - C}y 
soit ~ 0 sur C, il faut et il suffit qu'il y ait des entiers m, tels que X ~ 3’ m, D,,. 


a 
Soient L,,..., L,, des hyperplans correspondant 4 des points génériques 
indépendants w,,..., W,-, de P’ sur k; soient M,= 1,71... L, et 
V,= V- M,,. En vertu du th. 2 (iii) et du coroll. de la prop. 1, il y a sur V,_, 
des courbes /’;, algébriques sur k,(w,,...,w,-,), ayant les propriétés du 


th. 2 (iii); comme L,,_, est un hyperplan générique sur ce méme corps, les 
Soit G 


;; Soit G, le sous-groupe 


cycles {/",- L,,,}p sont définis et sont des diviseurs sur la courbe V,,, _,. 
le groupe des diviseurs sur V,,_, engendré par les J’, 
de G formé des U € G tels que {U - L 
de G, formé des U ¢€ G, tels qu'il existe un diviseur D sur V, rationnel sur ko, 
satisfaisant 4{D-V,_.}y~ U; soit G, le sous-groupe de ©, formé des U € G, 
qui sont ~ 0 sur V,,_,. D’aprés le th. 2 (i), tout élément de G qui est ~ 0 
sur V,,_, appartient 4 G, et par suite 4 G,, donc a G,. Puisque G est abélien 
libre de type fini, il en est de méme de G,, G,, G,. Si U € G, et mU € G,, 
m étant un entier + 0, le th. 2 (ii) montre que U ¢ G,; autrement dit, le groupe 
G,/G, n’a pas d’élément d’ordre fini. On sait que dans ces conditions on 
peut écrire G,= G{ xG,, Gj étant un sous-groupe de G, convenablement 
choisi; comme ©, > G,, on aura donc G, = Gz x G,, avec Gs = G, -\ G;; G;, Gz 
sont abéliens libres de type fini. Soit (U,) un systéme libre de générateurs 
de © 2; pour chacun, d’aprés la définition de Gj, on peut choisir un diviseur 
D, sur V, rationnel sur k,, tel que {D,-V,,-.}y~ U, sur V,—,. On va montrer 


que les D, ont les propriétés énoncées dans le th. 3. Soit D = 3’ m,D, une 
a 


ijp~ O sur V,,_,; soit G, le sous-groupe 


n 


zr 
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combinaison linéaire des D,; comme dans la démonstration de la prop. 1, 

on voit par récurrence sur », pour 0 < y Sn” — 2, au moyen du th. 2 (ii), 

que, pour que D ~ 0 sur JV, il faut et il suffit que {D-V,},~ 0 sur V,, done 

en définitive que {D-V,,_,}y~ Osur V,,_,, ou autrement dit que U = 3’ m,U,~0 
a 


sur V,_, c’est-a-dire U € G,; comme ©37\G,= {0}, U € G, entraine U = 0, 


done m,=0 quel que soit «; les D, possédent donc bien la propriété (a). 
Soient de nouveau D= 3’ m,D,, U = 3) m,U,; posons D’= {D-V,_,}y, 
x x 

d’ot. D’~ U; d’aprés le th. 2 (i), on a{D’-V,_j}y,_ .~ {U > Va-aby,_. Sur Va-s; 
par définition de G,, le second membre est ~ 0 sur V,,_,; d’aprés le coroll. 2 
du lemme 2,n°4, le premier membre n’est autre que {D-V,,_,}y = {D- M,,-1} p; 
on a done {D- M,-,}p~ 0 sur V,_,. Soit maintenant DL une variété linéaire 
de dimension N — n + 1, générique sur un corps de définition k de V et par 
suite a fortiori sur k,; il y a alors un isomorphisme o d’un corps de définition 
K de M,,_, contenant &, sur un corps de définition K’ de L contenant k, qui 
laisse invariants tous les éléments de k, et transforme V,_, en L; o laisse 
invariants les D, et transforme donc {D- M,,_,}p en {D+ L}p; comme le 
premier de ces diviseurs est ~ 0 sur V,,_,, le second l’est sur C = V- L; si donc 
X est un diviseur, rationnel sur k, tel quae X ~ D sur V, on aura {X - C}y~ 0 
sur C d’aprés le coroll. 2 du lemme 2, n° 4; cela démontre que la condition 
dans (b) est suffisante. Soit réciproquement X un diviseur sur V, rationnel 
par rapport a k, tel que {X -C}y~ 0 sur C; d’aprés la prop. 1, il y aura un 
diviseur X,, rationnel par rapport a ko, tel que X ~ X, sur V, d’ou {X,- C}y~ 0 
d’aprés le coroll.2 du lemme 2, n° 4. Posons X,= {X9- M,}p= {Xy° V,}y 
pour 0S »y=<n-—1; l’isomorphisme o~', appliqué a [X,: '}y~ 0, montre 
qu’on a X,,_,~ 0 sur V,,_,; le th. 2 (iii), appliqué 4 V,,_,, X,,—,, montre alors 
qu'il y a U €@ tel que X,_, ~ U sur V,-_,; d’aprés le th. 2 (i) on aU €G,, 

et par suite U ¢ G, par définition de G,; comme G,= G3 x G,, on peut écrire 
U = U'+ U", avee U'¢€ G3, U" &G,; comme alors U"~ 0 sur V,_,, on a 
U'~ U ~ X,,_, sur V,,_,. Par définition des D,, il y a done une combinaison 
linéaire D = 3’ m,D, des D, telle que X,_,~ {D-V,-,}y, donc, en posant 
Y,=— X,— Det Y,={Y,:V,}v, Y,-.~ 0 sur V,_,. Comme précédemment, 
on voit, au moyen du th. 2 (iii) et par récurrence sur y pour 0S y Sn — 2, 
que Y,~ 0 sur V, entraine Y,~ 0 sur V. On a donc bien Y,~ 0 sur V, c’est- 
a-dire X,~ D ou encore X -~ D, ce qui achéve la démonstration. 


III. Le second critére d’équivalence (forme provisoire) 
15. Soit m une fonction définie sur V, & valeurs dans une variété abélienne 
{; d’aprés VA, n° 15, th. 6, @ est définie en tout point simple de V. Soit X 
un diviseur sur V; soit k un corps de définition pour V, A et g, par rapport 
auquel X soit rationnel. Soit Z une variété linéaire de dimension N — n + 1 
dans P, générique par rapport 4 k; soit C = V- L; C est une courbe sans point 
multiple, ne passant par aucun point multiple de V, de sorte que ¢ est définie 
N 
en tout point de C. Soit L définie par les équations )*’ u,; X;= 0(1 <i sn — 1), 
j=0 
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ot les u, ; sont (n —- 1) (N + 1) variables indépendantes sur k; alors Y = {X-L} p 
est un cycle de dimension 0 sur V, ou encore un diviseur sur C, rationnel sur 
k(u); si Y = 3’ y,, les y, étant des points de C, est défini en chacun des y, ; 


’ 


soit w= 3» @ (y,), c’est-a-dire, avec les notations de VA, n° 16, w = S[@(Y)]: 


y 
d’aprés VA, n° 7, th. 1, w est rationnel sur k (u); si donc u est considéré comme 
point générique sur k de l’espace affine S” 4 M = (n — 1) (N + 1) dimensions, 
on peut écrire w = y (u), ol py est une application de cet espace dans A ayant k 
pour corps de définition. Mais une telle fonction est nécessairement constante 
(VA, n° 19, th. 8, cor.); sa valeur constante est alors rationnelle sur k, c’est- 
a-dire qu’on a k(w) =k. Soit alors L’ une variété linéaire de dimension 
N 
N—n+1 dans P, définie par 3’ uj; X,;= 0 (lSiscn-—1), telle que 
i 0 
Y’= {X - L’}p soit défini et que les composants de Y’ soient simples sur V; 
on va montrer qu’alors S [@ (Y’)] est encore égal 4 w. En effet, soit x 
générique sur L par rapport a k (u); soit Q le lieu de x xu sur k dans P x S” 
on vérifie facilement que 2 -(P xu’) = L’ xu’, d’ot 
Y’ xu’ = (X-L’)xw’ = (X x 8S”) - (L’ xw’) = (X x 8) -[Q-(Pxw’))]. 
Mais il est facile de voir aussi que 9 = (X x S”)-Q est défini; de F-VII,, 
th. 10, cor., on conclut alors que Y’ x u’= 0-(P xu’) et en particulier, pour 
u’=u, que Yxu=@-(Pxu). Il résulte alors de F-VIT,, th. 13, que Y’ 
est l’unique spécialisation de Y par rapport 4k sur u + u’; par suite, S [@ (Y’)] 
est une spécialisation de w = S [@ (Y)] sur k et n’est done autre que w puisque 
k (w) = k. Il s’ensuit en particulier que, si V, X et @ sont donnés, w est in- 
dépendant du choix de k et de L; une fois pour toutes, nous conviendrons, 
dans ce qui suit, de désigner par w= 9 (X) le point w= S[q(Y)] de A 
construit comme il a été dit. Nous pouvons résumer comme suit les résultats 
qu'on vient d’obtenir: 

Théoréme 4. Soient X un diviseur sur V, et m une application de V dans 
une variété abélienne A. Alors il existe un point p(X) de A et un seul tel que 
l'on ait @ (X) = S[@(Y)] pour tout cycle Y de la forme Y = {X- L} p, ot L 
est une variété linéaire de dimension N — n + 1 dans P telle que tous les com- 
posants de Y soient simples sur V. De plus, si k est un corps de définition de V, 
A et y par rapport auquel X soit rationnel, p (X) est rationnel sur k. 

Convenons désormais de dire que toute courbe C sur V dela forme C = V- L, 
ot L est une variété linéaire de dimension N — n + 1 dans P telle que V- L 
soit une courbe sans point multiple dont tous les points soient simples sur V, est 
une courbe typique de V. Alors nous pouvons énoncer le corollaire suivant du th. 4: 

Corollaire 1. Soient X, A et m comme dans le th. 4; soit C une courbe typique 
de V telle que X-C soit défini sur V. Alors ona @(X)= S[qp(X-C)); et, 
si X-C~ 0 sur C, ona @ (X) = 0. 

Soit en effet C = V- L, L étant une variété linéaire de dimension N — n + 1; 
il résulte de F-VII,, th. 18, cor., que {X-LZ}p est défini et égal a {X - C}yp; 
et ~ est définie sur C (VA, n° 15, th. 6). La derniére assertion résulte alors de 


VA, n° 23, th. 10. 
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Corollaire 2. Les hypothéses et notations étant celles du th.4, X ~ 0 sur V 
entraine @(X) = 0; et l'application X -+ @ (X) détermine un homomorphisme 
du groupe des classes de diviseurs sur V au sens de l’équivalence linéaire dans 
le groupe additif des points de A. 

En effet, prenons L générique par rapport 4 un corps k ayant les pro- 
priétés énoncées dans le th. 4, et soit C = V- L; le coroll. 2 du lemme 2, n° 4, 
montre que, si X ~ 0, toutes les hypothéses du coroll. 1 du th. 4 sont satis- 
faites, done qu’on a @ (X) = 0. Le reste est immédiat. 

16. Théoréme 5. Soit gm une application de V dans une variété abélienne A. 
Soient W une variété (abstraite) et Z un diviseur sur Vx W. Alors il existe 
une application py de W dans A telle que l'on ait p(M) = p(Z(M)) chaque 
fois que M est un point simple de W et que Z (M) est défini; et, si k est un corps 
de définition pour V, A, p et W, par rapport auquel Z soit rationnel, c'est un 
corps de définition pour y. 

Le corps k étant pris comme ci-dessus, le point z = g [Z(M)] sur A est 
rationnel sur k (.M): si en particulier on prend M générique sur W par rapport 
& k, il y aura done une application y de W dans A, définie sur le corps k, 
telle que y(M) = @[Z(M)}. Alors, si M’ est simple sur W, y (M’) est défini; 
nous avons a faire voir que py (M’) = @(Z(M’)) lorsque Z (M’) est défini. 
En provédant par linéarité, et remplagant au besoin k par k, on voit qu'il 
suffit de considérer le cas ot Z est une variété. Soit L une variété linéaire 
de dimension N — n+ 1 dans P, définie par ‘'u,;X,=0 (1 Sisn- 1), 


tJ 
j 


ou les u;; sont (n 1) (N + 1) variables indépendantes sur k(M, M’). Soit 
( V-L; C est une courbe définie sur le corps k (u) (cf. F-VII,, prop. 14), 
et on voit, au moyen de F-V,, prop. 2, qu’un point générique de C par rapport 
& k (u) est générique sur V par rapport 4 k; il s’ensuit qu’un point générique 
de Cx W par rapport a k (w) est générique sur V x W par rapport a k et ne 
peut done étre dans Z. Par suite (F-VII,, prop. 16), le cycle 
T={Z-(CxW)yx.w 
est défini. En vertu de F-VII,, th. 10, cor., on a done: 
T-(VxM') =[(Z-(V x M’)]- (Cx W) = [Z (M’) x M’]- (Cx W) 
[Z (M’)-C|x M’; 
dans cette relation, le dernier membre est défini d’aprés le coroll. 2 du lemme 2, 
n° 4, et cela entraine que les troisitme et deuxiéme membres le sont aussi. 
Cela peut s’écrire 7’ (M’) = Z (M’) - C; onauraen particulier T (M) = Z (M)-C. 
Mais, par définition de gy, on a 
G (Z (M’)] = S{p[Z(M’)-C}}. 
On a done @ [Z (M’)] = S{m[T (M’)}}, et de méme pour M. Mais il résulte 
de F-VII,, th. 13, que 7’ (M’) est l’unique spécialisation de 7’ (M) sur MM’ 
par rapport a k (uw); done @ [Z (M’)] est la spécialisation de y (M) = @ [Z (M)] 
sur M-..M’ par rapport a k (u), et a fortiori par rapport a k; c’est ce qu'il 
fallait démontrer. 
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Corollaire. Soit m une application dans une variété abélienne A d’une 
courbe complete I" sans point multiple. Soient W une variété et Z un diviseur sur 
I’ x W. Alors il existe une application py de W dans A telle que l'on ait 
y (M) = S{q@ (Z (M)]} pour tout point simple M de W tel que Z (M) soit défini: 
et, si k est un corps de définition pour I’, A, p et W, par rapport auquel Z soit 
rationnel, c'est un corps de définition pour y. 


En effet, c’est 14 un cas particulier du th. 5 si on tient compte du fait 
que toute courbe compléte sans point multiple peut étre plongée dans un 
espace projectif. Il n’y aurait aucune difficulté 4 démontrer le corollaire 
directement sans plonger J* dans un espace projectif, en suivant pas 4 pas la 
démonstration du th. 5. 


17. Aprés ces préliminaires, nous pouvons aborder la démonstration du 
second critére d’équivalence. Une premiére forme, incompléte et provisoire, 
en est la suivante: 


Proposition 2. Soient D, des diviseurs sur V ayant les propriétés énoncées 
dans le th. 3. Soit X un diviseur algébriquement équivalent a 0 sur V, tel que 
l’on ait @(X) = 0 pour toute application w de V dans une variété abélienne. 


Alors il y a des entiers m + 0 et m, tels que mX ~ 3 m,D,,. 
x 


D’aprés le lemme 10 du n° Il, on peut écrire X =Z(N)—Z(M), Z 
étant un diviseur réduit sur le produit V x J’de V et d’une courbe compléte J” 
sans point multiple, et M, N étant deux points de J. Soient J la jacobienne 
de I’, et f l'application canonique de J’ dans J. Soit k un corps de définition 
de V, I’, J et f, par rapport auquel Z, M et N soient rationnels. Soit Z une 
variété linéaire de dimension N — n + 1 dans P, générique par rapport a k; 
soit C = V- L. Comme dans la démonstration du th. 5, on voit que 7’ 
Z-(CxTI) est défini et que l'on a Z(M)-C = T(M), ot T (M) est défini 
comme d’habitude par 7' (M)x M = {T'-(V x M)}y,. -; mais ce dernier cycle 
s’écrit aussi {7'- (C x M)}-, r, comme il résulte de F-VII,, th. 18, cor., et du 


’ 


fait que tout point de C est simple sur C et sur V. Si donc @ est une appli- 


eation de V dans une variété abélienne, on aura 
9 (X) = S{p([T (N) — 7 (M)}}. 


Soit maintenant z un point de C; soit W le lieu de x par rapport a k; 
si W était de dimension < n — 2, L n’aurait aucun point commun avec W; 
done W est de dimension n — 1 ou n. Soit P un point générique de J” par 
rapport a & (x); comme toute composante de Z est algébrique sur k, une telle 
composante ne peut contenir x x P sans contenir le lieu W x I de x x P sur k, 
ce qui n’est pas puisque Z est supposé réduit; donc aucune composante de Z 
ne contient x x J"; par suite, aucune composante de 7’ n'est de la forme 2 x J. 
D’aprés F-VII,, th. 18, cor., on en conclut que l’on a, quel que soit x sur C, 
{Z-(2xI)}yy r= {T- (xx )cy r. Posons {T- (xx I)}c, p= xx T*(x) pour 
tout x sur C; posons aussi {Z - (yx I")}y, p= yx Z*(y) pour tout y sur V tel 
que le premier membre soit défini. On aura done Z*(x) = 7'*(x) pour tout z 
sur C. 





tot Of 


~ 
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Mais, d’aprés le coroll. du th. 5, n° 16, il y a une application @ de V dans J, 
définie sur k, telle que @ (y) = S {f [Z*(y)]} pour tout point simple y de V 
tel que Z*(y) soit défini. On va appliquer l’hypothése de notre proposition 
& cette fonction g. D’aprés ce qui précéde, on a, pour tout x sur C, » (x) 

S {f [7*(x)]}. Désignons par rt la classe de 7’ considéré comme diviseur 
sur C xJ’, c’est-a-dire comme correspondance entre C et J" ou encore (VA, 
n° 43) comme homomorphisme dans J de la jacobienne J, de C. Le th. 22 
de VA, n° 43, montre que |’extension linéaire 4 J¢ de la fonction induite par g 
sur C n’est autre que 1, et que, si g est l’application canonique de C dans J¢, 
on a 


S [gy (m)] = S {f [7* (m)]} = t 8 [g (m)] 


quel que soit le diviseur m de degré 0 sur C. Le méme théoréme montre 
qu’on a, pour m = T' (N) T (M): 


S [g (m)] = tc’ S [f (N — M)) = w'[f(N) -—f(M)), 


dot @ (X)=tt'[f(N)—f(M)] daprés l’expression obtenue plus haut 
pour @. L’hypothése de notre proposition donne done rt 1’ [f (N) — f (M)] = 0. 
D’aprés le coroll.3 du th. 1, n° 2, cela entraine qu'il y a m+ 0 tel que 
mt’ (f (N) — f(M)] = 0, c’est-a-dire m S[g (m)] = 0, done m m ~ 0 sur C d’aprés 
VA, n° 38, th. 19. Cela s’écrit m [Z (N) — Z(M)]|-C ~ 0, d’ot la conclusion 
en vertu du th. 3. 

18. Il résulte en méme temps de la démonstration ci-dessus que, si Z 
est tel que @ [Z (N) — Z (M)] = 0 quels que soient M, N sur J’, la fonction 
tt’ of est constante sur J’, done que rt t’ qui en est l’extension linéaire 
est 0, d’ot tr = t’= 0 d’aprés le coroll. 1 du th. 1, n° 2, puis Z (N) — Z (M) 
~ 3’ m,D,. Mais on a un résultat plus précis: 

, 

Théoréme 6. Soient W une variété et Z un diviseur sur V x W. Supposons 
que, pour toute application g de V dans une variété abélienne, l’application 
y de W dans celle-ci définie comme dans le th.5 soit constante. Alors on a 
Z(M) ~ Z (N) chaque fois que Z (M), Z (N) sont définis. 

Soit K un corps de définition de W; soit P générique sur W par rapport 
a K (M,N); il suffira de démontrer que Z(M)~Z(P), car alors on aura 
de méme Z(N) ~ Z(P). Au moyen des lemmes 6 (n° 7) et 8 (n° 9), on voit 
alors qu’il suffit de faire la démonstration dans le cas ot W est une courbe J’; 
raisonnant comme a la fin du n° 11, on voit qu’on peut supposer J’ compléte 
et sans point multiple, et Z réduit. Ce qui précéde montre alors qu’avec les 
hypothéses du th. 6 tout diviseur de la forme Z (N) — Z (M) est linéairement 
équivalent 4 un diviseur >’ m,D,. Soit k un corps de définition pour V et I’, 


or 


par rapport auquel Z et les D, soient rationnels; soient P, Q, R trois points 
génériques indépendants de J" par rapport 4 k. On a une relation Z (P) 
Z(R) ~ XS m,D,; si on lui applique l’isomorphisme de k (P, R) sur k (Q, R) 
x 
qui laisse invariants les éléments de k (R) et transforme P en Q, on obtient 
Z(Q) —Z(R) ~ ¥ m,D,; done on a Z(P) ~ Z (Q). Soit g la fonction sur V, 


a 
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syant k (P,Q) pour corps de définition, telle que (g) = Z (P) — Z (Q); soit 
x un point générique de V par rapport a k (P, Q); soit A la fonction sur V x I” 
ayant k(P) pour corps de définition et telle que h (xx Q)=g (x). D’aprés 
F-VIII,, th. 1, cor. 4, on a (kh) - (V x Q) = Z (P) — Z (Q), donc, d’aprés F-VII,, 
th. 12 (ii), (hk) = Z(P)x l—Z+ V xa, ot. a est un diviseur sur J’, rationnel 
par rapport 4 k(P); en remplacant au besoin A (xx Q) par h (xx Q) A(Q), 
ou A est une fonction définie sur /’, on peut supposer de plus que M, N ne 
sont pas des composants de a. Alors h induit sur V x M une fonction hz telle 
que (ho) = [Z(P) —Z(M)|xM, d’ou il s’ensuit que Z(P)~Z(M) sur V; 
de méme Z (P) ~ Z(N). Done Z (M) ~ Z (N). 

Corollaire 1. Soient W une variété, Z un diviseur sur V x W, et C une courbe 
typique sur V. Supposons qu’il existe un corps de définition k de V et W, par 
rapport auquel Z soit rationnel, tel que Z(M)-C soit défini et ~ 0 sur C quel 
que soit M générique sur W par rapport a k. Alors on aZ(N) ~ Z(N’) sur V 
chaque fois que N, N’ sont des points de W tels que Z (N), Z (N’) soient définis. 

Soit g une application de V dans une variété abélienne; d’aprés le coroll. | 
du th. 4, n° 15, on a @ [Z (M)j = 0 pour tout M générique sur V par rapport 
a k, done y (M) = 0 si y est la fonction définie au moyen du th. 5; en prenant 
M générique par rapport a un corps de définition de y qui contienne &, cela 
implique y = 0, d’ot la conclusion en vertu du th. 6. 

Corollaire 2. Soit k un corps de définition de V; soit X un diviseur sur V, 
satisfaisant a une relation mX ~ Xo, o& m est un entier + 0 et X_ un diviseur 
rationnel sur k. Alors il y a un diviseur X, rationnel sur k tel que X ~ X;,. 

Soit K le plus petit corps de définition commun des composantes de X 
qui contienne k: K est de type fini sur k et peut done s’écrire comme KA k (t) 
avec t = (t,,...,¢,,). Soit W le lieu de ¢ sur k; d’aprés F-VII,, th. 12 (iii), 
il existe un diviseur Z sur V x W, rationnel par rapport a k, tel que X = Z (t); 
on va montrer que Z a la propriété énoncée dans le th. 6 du n° 18. Soit 
une application de V dans une variété abélienne A; soit k’ un corps de défi- 
nition de A et @ contenant k; d’aprés le th. 5 du n° 16, il y a une application p 
de W dans A, définie sur k’, telle que y(u) = @ [Z (u)] pour tout point u 
sur W pour lequel Z (u) est défini. D’aprés le th. 4 du n° 15, le point a = @ (Xp) 
est rationnel par rapport a k’; d’aprés le coroll. 2 de ce théoréme, on a 
m y(t) =a. Mais, d’aprés VA, n° 49, prop. 24, les points w de A qui satisfont a 
m w= a, qui sont les projections sur A de l’intersection de A xa et du graphe 
de m 64, sont en nombre fini et algébriques sur k’; done y (t) est algébrique 
sur k’ et par suite rationnel sur k’ puisque k’ est un corps de définition de y; 
y est done une fonction constante. D’aprés le th. 6 du n° 18, on a donc 
Z (t)~ Z (u) chaque fois que Z (u) est défini. Mais, d’aprés le coroll. 2 du lemme 
7, n° 8, et F-IV,, prop. 3, on peut choisir un point u sur W, algébrique sur k, 
tel que Z (u) soit défini; pour un tel point, posons X,= Z (uw); on aura bien 
X ~ X;. 

IV. Le second critére d’équivalence (forme définitive). 

19. Nous commencerons par quelques résultats généraux, indépendants 

du contenu des §§ IT et IIT ci-dessus. 
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Proposition 3. Si X est un diviseur algébriquement équivalent a 0 sur une 
variété abélienne A, ona X = 0. 

Cette derniére relation a le sens défini dans VA, n° 57, p. 107. L’hypothése, 
d’aprés le lemme 9 du n° 10, équivaut a dire qu’on a 


X =Z(v) —Z(u) = prg(Z-(Axv) -—Z-(Axu)], 


Z étant un diviseur sur le produit A xJ de A et d’une jacobienne J, et wu, v 
étant des points de J tels que Z (u), Z(v) soient définis. I] est immédiat 
qu'on a alors, quel que soit ¢ sur 4, 


X,— X = prg(T-(Ax09)], 
T étant le diviseur sur A xJ défini par 


T Zu, v)~ Zu, u) Zoo, v) T Z0, u)? 
ou Zy», désigne comme d’habitude (VA, n° 11) le transformé de Z par la 
translation sur A xJ qui améne (0,0) en (t, w). Mais alors, d’aprés VA, n° 57, 
th. 30, coroll. 2, on a 7’ ~ 0 sur A xJ, et par suite X,— X ~ 0 sur A d’aprés 
F-VIII., th. 4, coroll. 1; ¢ étant arbitraire, cela démontre la proposition. 

Corollaire 1. Si X est un diviseur sur une variété abélienne A, et s'il existe 
un entier m + 0 tel quemX € G, sur A, ona X =0. 

En effet, d’aprés la prop. 3, on a mX = 0, c’est-a-dire (d’aprés VA, n° 57, 
th. 30, coroll. 1) 2}, , = 0 pour tout homomorphisme A d’une jacobienne dans A, 
ou autrement dit (d’aprés VA, n° 45) mAy= 0, done enfin Ay = 0 d’aprés 
VA, n° 49, prop. 24; comme il en est ainsi quel que soit /, le coroll. 1 du th. 30, 
‘A, n° 57, montre qu’on a bien X = 0. 

{éciproquement, on peut montrer que, si A est une variété abélienne donnée, 
il existe un entier m + 0 (qu’on peut méme prendre de la forme p”’, ot p est 
la caractéristique, donc égal 4 1 si celle-ci est 0) tel que X =0 entraine m X €G,. 
D’aprés la prop. 3, les relations X =0, X €G, sont done équivalentes en 
géométrie algébrique de caractéristique 0. Il en est de méme, quelle que soit 
la caractéristique, sur toute variété jacobienne, en vertu de la prop. 3 ci-dessus 
et de VA, n° 62, th. 32, coroll. 2. Il serait fort intéressant de savoir si ce 
résultat reste valable sur toute variété abélienne. 


Prope ition 4. Soient U une variété (abstraite) et A une variété abélienne 


soit Z un diviseur sur U x A; pour a€ A, désignons par Z, le transformé de Z 
par la transformation birationnelle de U x A en soi-méme qui transforme M x u 


en M xu a) que ls que soient M sur U et u sur A. Onaalors. quels que soient 


u,v sur A 
Zuseo—- 2% -4,+Z~09. 
Soient M, N des points simples de U tels que les cycles 
Z-(MxA)=MxS, Z:-(NxA)=NxT 
svient définis; comme alors S et T sont algébriquement équivalents sur A, 
on a S = T d’aprés la prop. 3. Il est immédiat de plus qu’on a alors 
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ou S,, désigne comme d’habitude le transformé de S par la translation sur A 
qui améne 0 en u. Posons dans ces conditions 


X =Z,-Z—Ux(T,-— 7). 
On aura, d’aprés ce qu’on vient de voir: 
pr4(X -(MxA)]=8S,-— S—(T,- T) = (S — T),— (S — T). 


Le dernier membre est ~ 0 puisque S — 7’ =0. II en sera ainsi en particulier 
si on prend pour M un point générique de U par rapport a k (u, NV), k étant 
un corps de définition pour U et A par rapport auquel Z soit rationnel. Po- 
sons K = k(u, N); il y aura done sur A une fonction g, ayant K (M) pour 
corps de définition, telle que X - (M x A) = M x(q). Soit x un point générique 
de A par rapport 4 K (M); posons z = @ (x); on aura z € K (M, x), et il y aura 
done une fonction py sur U x A, ayant K pour corps de définition, telle que 
z= y(M, 2x). D’aprés F-VIII,, th. 1, coroll. 3, on aura dans ces conditions 


X - (Mx A) = (y)-(MxA). 


Comme X et (yw) sont rationnels sur K, et M générique par rapport a K, cela 
entraine (F-VII,, th. 12 (ii)) que toute composante W de X — (yw) a sur U 
une projection W’+ U; comme on a alors W c W’x 4A, et que, si UxA est 
de dimension d, W est de dimension d — 1 tandis que W’ x A est de dimension 

d, il s’ensuit qu’on a W=W’xA, et par conséquent X — (yw) = Rx A, 
ou R est un diviseur sur U, donc en définitive: 


Z,.—Z~Ux(T.— 7T)+RxA. 


Appliquons a cette relation la transformation birationnelle de U x A qui trans- 


forme tout point P xw en P x (w + v); celle-ci transforme Z,, en Z, .,,Z en Z,, 
UxT, en UxT,.,, UxT en UxT,, et laisse Rx A invariant. On a donc: 


5. .-— 5,— (5-8) ~ Ux{T,.-- T.-(7.— 7M), 


ce qui achéve la démonstration en vertu de VA, n° 57, th. 30, coroll. 2, et de 
F-Vill,, th. 1, coroll. 4. 

Corollaire 1. Les hypothéses et notations étant celles de la prop. 4, soient m, 
des entiers, u, des points de A, et posons m = 3" m;, u = 3) m;u;; on a alors: 


t t 
a m,Z,.~ Z,+ (m—1)Z. 
t 
En effet, la prop. 4 peut s’interpréter en disant que la correspondance 

entre u et la classe (par rapport A l’équivalence linéaire ~ sur U x A) du di- 
viseur Z,— Z est un homomorphisme du groupe additif des points de A dans 
le groupe additif des classes de diviseurs sur U x A. Avec les notations du 
corollaire, on a donc bien 


Z,—Z~ 3) m,(Z,,— 2). 


ae 
t 


De plus, U, A et Z étant comme il est dit dans la prop. 4, les notations 
générales introduites au n° 9 nous imposent de désigner par Z (u) le diviseur 
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sur U défini par Z - (U xu) = Z (u) x u chaque fois que u est tel que le premier 
membre ait un sens; mais, lorsqu’il en est ainsi, il est immédiat qu’on a aussi: 


Z_,°(U x0) =Z(u)xO0. 


u 


Il résulte alors immédiatement de la prop. 4 et de son coroll. 1, combinés 
avec F-VIII,, th. 4, coroll. 1, qu’on a ce qui suit: 

Corollaire 2. Les hypothéses et notations étant celles de la prop.4 et du 
coroll. 1, on a 

Z(u+v) —Z(u) —Z(v) +Z (0) ~ 0,7 
» m,Z (uj) ~ Z (u) + (m -- 1)Z (0), 
v 
pourvu que tous les cycles figurant dans ces relations soient définis. 

Corollaire 3. Soient X un diviseur sur U, et m un entier + 0, tels qu'on ait 
mX € ©, sur U. Alors il y a sur U un diviseur X' tel que X — X'€G 
mX'~ 0. 

En effet, d’aprés le lemme 9 du n° 10, on peut écrire m X = Z (v) — Z (u), 
ou Z est un diviseur sur le produit U xJ de U et d’une jacobienne J et ot u, 


et que 


a 


v sont tels que Z(u), Z (v) soient définis. Soit w¢ J tel que mw = v — u; 
d’aprés le coroll. 2, on satisfera aux conditions imposées en prenant 

X'= X-—Z(t+w)+Z (0), 
t étant un point de J tel que le second membre soit défini. 

20. Revenons maintenant a l'étude de la variété V" plongée dans l’espace 
projectif P* et satisfaisant aux hypothéses énoncées au début du § II. 

Avant de donner les énoncés définitifs que nous avons en vue, nous dé- 
montrerons encore un résultat provisoire: 

Proposition 5. Soient k wn corps de définition de V, et X un diviseur sur V, 
rationnel par rapport a k, algébriquement équivalent a 0. Supposons que, pour 
toute variété linéaire L de dimension N — n + 1, générique sur k, {X - L}p soit 
un diviseur ~ 0 surC = V- L. Alors il ya un entier m + 0 tel quemX ~ Osur V. 

On observera que, si {X -Z}»~0 sur la courbe V- JZ pour une variété 
linéaire L générique sur k, il en sera de méme pour toute autre variété linéaire 
générique sur k, comme on le verrait facilement au moyen d’un automorphisme 
convenable du domaine universel; mais, comme nous avons en vue un résultat 
encore plus précis, nous n’aurons pas besoin de cette remarque. D’aprés 
le lemme 9 du n° 10, notre hypothése sur X permet d’écrire X sous la forme 
X = Z(v) —Z(u), ou Z est un diviseur sur le produit V xJ de V et d’une 
jacobienne J, et ot u, v sont des points de J tels que Z (u), Z (v) soient définis. 
Soit K un corps de définition de J, contenant k et par rapport auquei Z soit 
rationnel; prenons L générique par rapport 4 K (u,v). Comme dans la dé- 
monstration du th. 5 du n° 16, on voit qu’il y a sur C un point x qui est géné- 
rique sur V par rapport a K (u, v); alors, siz xu était contenu dans une com- 
posante de Z, son lieu V xu par rapport a K (y, v) serait contenu dans cette 
composante, et Z(u) ne serait pas défini. Dohe aucune composante de Z 
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ne peut contenir C xu, ni de méme C xv, ni a plus forte raison C xJ. Soit t un 
point de J tel que C xt ne soit contenu dans aucune composante de Z; alors 
Z-(C xt) sera défini sur VxJ (F-VII,, prop. 16), et on aura, par asso- 
ciativité (F-VII,, th. 10 (v)): 
(V xt)-[Z-(CxJ)] = [((V xt) -Z]-(CxJ) = [Z ()- C) xt. 
Si on pose 7’ = Z - (C xJ), on aura, d’aprés F-VII,, th. 18, coroll.: 
{T-(V xO }yxg= {T° (Cx}exs, 

done, en désignant par T' (t) xt le cycle défini par le second membre de cette 
derniére relation, 7' (t) = Z (t)- C, notre caleul montrant que Z(t) et T (t) 
sont définis chaque fois que C xt n’est contenu dans aucune composante de Z. 

Soient J¢ la jacobienne de C et g l’application canonique de C dans J,; 
soit K’ un corps de définition pour L, C, Jc et g, contenant K (u,v). Si w 
est générique sur J par rapport 4 K’, aucune composante de Z ne contient 
Cxw, sans quoi elle contiendrait un point générique de C xw par rapport 
a K’'(w), et par suite le lieu C xJ de ce point par rapport a la cléture algé- 
brique de K’ qui est un corps de définition pour cette composante. Comme 
S [g (T (w))] est rationnel sur K’(w), il y a une application f de J dans Je, 
définie sur K’, telle que f (w) = S [g (7 (w))]. D’aprés F-VII,, th. 13, chaque 
fois que T' (t) est défini, c’est l’unique spécialisation de 7 (w) sur wt par 
rapport 4 K’, ce qui implique que 7' (t) a méme degré que 7' (w), done que 
Z (t)- C— Z(w) - Cest de degré 0, et aussi que f (t) = S [g (7 (t))] puisque f est 
définie en ¢ (VA, n° 15, th. 6). Autrement dit, chaque fois que C xt n’est 
contenu dans aucune composante de Z, on a: 

f (t) = 8S {g [Z () - Ch}. 

Mais, d’aprés VA, n° 20, th. 9, f,(w) = f (w) — f (0) est un homomorphisme 
de J dans Jc; soit N le noyau de cet homomorphisme. D’aprés VA, n° 25, 
th. 11, N admet un sous-groupe B d’indice fini m qui est une sous-variété 
abélienne de J. Comme par hypothése on a {X - C}y ~ 0 sur C, on a 
f (v) — f (u) = 0 (VA, n° 38, th. 19), donc, en posant a = v — u, a€ N et par 
suite ma¢ B. D’aprés le coroill. 2 de la prop. 4, n° 19, on a 


mX ~Z (w+ ma) —Z(w), 


w étant comme ci-dessus, et tout revient A faire voir que le second membre 
est ~ 0. En vertu du lemme 8, n° 9, il y a un diviseur Z’ sur V x B tel que. 
pour tout point b de B tel que Z (w + 5) soit défini, Z'(b) soit défini et égal 
a Z (w + 6); en particulier, on aura Z’(0) = Z (w), Z’ (ma) = Z (w + ma). 
Prenons 6 générique sur B par rapport 4 un corps de définition K’ de B 
contenant K’(w); si Cx(w+ 6) était contenu dans une composante de Z, 
celle-ci contiendrait un point générique de C x (w + 6) par rapport a K’’(b), 
donc le lieu C x B,, de ce point par rapport a la cléture algébrique de K"’ (bd), 
done aussi C x w, ce qui n’est pas le cas. I] s’ensuit done qu'on a: 
S {g [Z' (b) - Cl} = S {g [Z (w + b)- C]} = f (w +d) = Fw) 
puisque 6 est dans le noyau de l’homomorphisme f,; cela s’écrit aussi 


S{g [Z' (b) - C}} = 8 {g{Z' (0) -C}}. 
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Comme on a vu que Z’(b)-C, Z’(0)-C ont méme degré, le th. 19 de VA, 
n° 38, montre que dans ces conditions ces diviseurs sont linéairement équi- 
valents sur C. Le diviseur Z’— Z'(0) x B satisfait donc aux hypothéses du 
coroll. 1 du th. 6, n° 18; en vertu de ce corollaire, on a done Z’(b’) ~ Z’(b"’) 
chaque fois que b’, b’’ sont des points de B tels que les deux membres soient 
définis; en prenant b’= ma, b’’= 0, on obtient bien Z’(ma) — Z’(0) ~ 0. 
Corollaire. Si les D, sont des diviseurs sur V ayant les propriétés énoncées 
dans le th.3 (n° 14), 3° m, D, ne peut étre algébriquement équivalent a4 0 que 


a 
si les m, sont tous nuls. 


En effet, si X = }' m,D, est algébriquement équivalent 4 0, on peut 
a 


appliquer 4 X la prop. 5; il y aura donc un entier m + 0 tel que 5’ mm,D, ~ 0, 
d’ou mm, = 0 pour tout «. 

21. Nous pouvons maintenant énoncer sous leur forme définitive les cri- 
téres d’équivalence que nous avions en vue. 

Théoréme 7. Soit X un diviseur algébriquement équivalent a 0 sur V, tel 
que l’on ait p(X) = 0 pour toute application p de V dans une variété abélienne. 
Alors il y a un entier m + 0 tel quemX ~ 0. 


En effet, d’aprés la prop. 2, on a alors une relation mX ~ 3’ m,D,. Mais 


a 
alors »* m, D, est algébriquement équivalent 4 0, donc est 0 d’aprés le coroll. 
de la prop. 5. 

Corollaire 1. Soit C une courbe typique sur V; soit X un diviseur algébri- 
quement équivalent 4 0 sur V. Alors, si X - C est défini et est ~ 0 sur C, il ya un 
entier m + 0 tel quemX ~ 0. 

En effet, X satisfait alors aux hypothéses du th. 7. 

Corollaire 2. Soit L une variété linéaire de dimension N — n + 1, générique 
sur le plus petit corps de définition de V; soit C= V-L. Soit X un diviseur 
sur V. Alors, s'il y a un entier m + 0 tel que mX soit algébriquement équivalent 
a 0 sur V, et si X - C est défini et est ~ 0 sur C, ona X ~ O sur V. 

En effet, d’aprés le coroll. 1 appliqué 4 mX, il y a alors un entier m’+ 0 
tel que mm’ X ~ 0. D’aprés le coroll. 2 du th. 6, n° 18, il y a done un diviseur 
X,, &4 composantes algébriques sur le plus petit corps de définition de V, tel 
que X ~ X,. Mais alors {X,° L}p, ou autrement dit {X,°C}y, est défini; 
comme on a X ~ X, sur V et X-C ~ 0 sur C, on a Xy C ~ O sur C d’aprés 
F-VIII,, th. 4, coroll. 1. On peut alors appliquer 4 Xq le th. 3 du n° 14, ce qui 
montre qu’on a une relation X,~ 5’ n, D,. Mais alors on a mm’ }’ n, D,~ 0, 
donc tous les n, sont nuls. 


( Eingegangen am 16, November 1953.) 
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Zur algebraischen Geometrie 17. 
Lokale Dimension und Satz von ECKMANN. 
Von 
B. L. VAN DER WAERDEN in Ziirich. 


Unter der lokalen Dimension eines Polynomideals H (oder der Nullstellen- 
vielfaltigkeit V des Ideals) in einem Punkte O versteht man die héchste Di- 
mension einer irreduziblen Vielfaltigkeit, die O enthalt und in V enthalten 
ist. Ist die lokale Dimension 0 oder — 1, so bedeutet das, daB O ein isolierter 
Punkt oder gar kein Punkt von V ist. Dafiir soll in §1 ein algebraisches 
Kriterium hergeleitet werden. Das Kriterium heiBt 

(H, Pr) = (H, Pr*'), 
wobei P das zu O gehérige Primideal und r ein geniigend hoher Exponent ist. 

Mit Hilfe dieses Kriteriums wird in § 2 bewiesen, daB die lokale Dimension 
eines Ideals in O bei einer Spezialisierung der Koeffizienten der Basispolynome 
des Ideals niemals abnehmen kann. 

Ein zweiter, ganz kurzer Beweis dieses Satzes verwendet keine Ideal- 
theorie, dafiir aber den Begriff Cayleyform einer Kette. 

Auf Grund dieses Spezialisierungssatzes soll in § 3 ein Satz von EckMann}), 
spezialisiert fiir Polynome, aber verallgemeinert fiir beliebige algebraisch ab- 
geschlossene Korper, bewiesen werden. Es seien h,,...,4, Polynome in 
21, ...+, L,, welche die Bedingungen 

2h, + that --++2,h,=0 
identisch erfiillen. Ist der Grundkérper K der Kérper der komplexen Zahlen 
und ist » ungerade, so besagt der Satz von EckMANN, daB es auf jeder Sphire 
2 %,x,= R* 


eine gemeinsame Nullstelle der h; gibt. Der Satz gilt sogar fiir stetige Funk- 
tionen h; der x,, die nur auf der Sphire definiert sind. Sind die h; aber Poly- 
nome, so folgt aus dem Satz von Ecxmann, daB der Koordinatenanfangs- 
punkt O keine isolierte Nullstelle des Ideals H = (h,, ..., ,) sein kann, d. h. 
daB die lokale Dimension von H in O mindestens Eins betrigt. Umgekehrt, 
wenn die lokale Dimension mindestens Eins betragt, so gibt es einen irre- 
duziblen Teil der Nullstellenvielfaltigkeit V, der sich zusammenhingend von O 
bis ins Unendliche erstreckt und daher mit jeder Sphire um O einen Punkt 
gemeinsam hat. Der Satz von Eckmann fiir Polynome ist also gleichbedeutend 
mit der Aussage, daB die lokale Dimension mindestens Eins betrigt. 

Diese Aussage hat aber nicht nur im komplexen K6rper, sondern in jedem 
algebraisch abgeschlossenen Kérper K einen Sinn. Fiir den Fall homogener 

1) B. Eckmann: Systeme von Richtungsfeldern in Spharen und stetige Lésungen 
komplexer linearer Gleichungen. Comment. Math. Helv. 15 (1942), S. 1, Satz IV. 
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Formen h,,..., 4, hat W. Hasicut sie bewiesen*). Sie soll nun fiir beliebige 
Polynome als richtig nachgewiesen werden. 


In § 1 wird eine bemerkenswerte Beweismethode von DEDEKIND verwendet. 
Sie dient bei DEDEKIND und ebenso spiater bei KruLL*) dazu, unter gewissen 
Voraussetzungen aus P’= Prt! auf P’=0, oder allgemeiner aus A = AP 
auf A = 0 zu schlieBen, wobei A ein beliebiges Ideal und P ein vom Einheits- 
ideal E verschiedenes Primideal ist. Wird der DEDEKINDsche Beweis auf den 
Restklassenring Z/Q’ angewandt, wo Q’ ein durch P teilbares Primirideal ist, 
so folgt, daB man aus P’= 0 (Pr+!,Q’) und P+ E auf P’=0 (Q’) schlieBen 


kann. 


Der Beweis in § 3 ist dem Beweise von Hasicut sehr ahnlich. Auch hier 
wird der Satz zuerst fiir den ,,allgemeinen Fall‘‘, sodann durch Spezialisierung 
der Koeffizienten fiir jeden speziellen Fall bewiesen. Fir die Spezialisierung 
verwendet Hapicut Resultantensysteme, wahrend hier der Spezialisierungs- 
satz von § 2 zur Anwendung kommt. 


§ 1. Ein Kriterium fiir positive lokale Dimension. 


Es sei E= L [x,,..., x,] ein Polynombereich iiber einem beliebigen Kér- 
per L. Es seien hy, . . ., h,, Polynome aus Z, und es sei H das Ideal (h,, . . ., h,,). 
Wird H als Durchschnitt von Primiridealen dargestellt : 

(1) H = [Q,, Qs, -- +» Q); 


so kann man die lokale Dimension von H in O definieren als die héchste Di- 

mension eines Ideals Q, in (1), das O als Nullstelle hat. Dabei kénnen wir O 

als Nullpunkt der Koordinaten annehmen; das zugehérige Primideal ist dann 
P am (2, » « 05 &)- 

Es gibt nun zwei Fille: 

Fall 1. Diejenigen Q,, die O als Nullstelle haben, sind nulldimensional 
und haben daher O als einzige Nullstelle. In diesem Fall ist H héchstens null- 
dimensional in O. Auch der Fall, daB kein Q, die Nullstelle O hat, fallt darunter. 

Fall 2. Mindestens ein Q, ist mehr als nulldimensional und hat O als Null- 
stelle. In diesem Fall ist H mindestens eindimensional in O. 

Wir wollen nun ein algebraisches Kriterium aufstellen, das es gestattet, 
zwischen den Fallen 1 und 2 zu entscheiden. Das Kriterium ist im Grunde 
langst bekannt, aber, wie ich glaube, in der Literatur nicht leicht zu finden. 
Das Kriterium ist in den folgenden beiden Siatzen enthalten: 

Satz 1. Ist H in O héchstens nulldimensional, so ist fiir geniigend grofes r 


(2) (H, Pr) = (H, Pr"). 
Satz 2. Gilt umgekehrt (2) fiir ein r, so ist H in O héchstens nulldimensional. 
2) W. Hasicut: Uber die Lésbarkeit gewisser algebraischer Gieichungssysteme. 
Comment. Math. Helv. 18 (1946), S. 154. 


%) W. Krutt: Idealtheorie. Ergebn. d. Math. IV 3, 8S. 36. 
9* 
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Beweis 1. In (1) mégen etwa Q,, . . ., Q, die Nullstelle O haben, die tibrigen 
Q, nicht. Dann kénnen wir statt (1) schreiben 
(3) H = [Q, R] 
mit 
Q = [(Q,,.-..Q,)], B= (Q.:,..., Q]- 
Eine geniigend hohe Potenz P' ist durch Q,, ..., Q,, also durch Q teilbar: 
(4) Pr= 0(Q). 


Pr und R haben keine gemeinsame Nullstelle; ihr gréBter gemeinsamer 
Teiler ist also das Einheitsideal: 
(5) E = (Pr, R). 
Multipliziert man (5) mit Q, so folgt 
Q = (PQ, RQ) 
und daher 
Q=0(P", H). 
Umgekehrt ist (P’, H) teilbar durch Q, also hat man [wie in Mod. Alg. IT, 
2. Aufl., § 86, Gleichung (2)] 


(6) Q = (P’, H) 
und ebenso 
(7) Q = (Pt, H). 


Aus (6) und (7) folgt unmittelbar die Behauptung (2). 

Beweis 2. Aus (2) folgt 
(8) Pr= 0 (H, Pr*). 

Nun sei Q’ irgendeines von den Primiridealen Q, aus (1), das O als Null- 
stelle hat. Wir wollen zeigen, daB Q’ ein Teiler von P’ ist. Daraus folgt dann, 
daB Q’ keine Nullstellen auBer O hat. 

Aus (8) folgt 


(9) Pr= 0 (Q’, Pr*). 

Nun sei P’ = (u,, ug, ..., &,). Dann kann man statt (9) schreiben 

u,= L pu, (mod Q’) 

oder 
(10) z (62 — Pix) =O (modQ’), 
wobei die p,, zu P gehéren. Ist D die Determinante der 6, — p,,, so folgt 
(11) Du,=0 (modQ’). 
Entwicklung der Determinante D ergibt 


D=1+-::- 
wobei die Glieder ... alle durch P teilbar sind. Also folgt, daB D nicht Null 
wird im Punkte O, und daraus weiter, daB D nicht teilbar ist durch das zu Q’ 
gehérige Primideal P’. Somit folgt aus (11) 
u,= 0 (Q’), 
d.h. 
Pr= 0 (Q’). 
Damit ist alles bewiesen. 
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Das durch die Satze 1 und 2 gegebene Kriterium soll nun in ein Rang- 
kriterium umgeformt werden. Die Anzahl der modulo (H, P’) linear unab- 
hingigen Polynome ist immer endlich, da es nur endlich viele Monome 
X,,...,X,, vom Grade < r gibt und alle héheren Monome = 0 (mod P*) sind. 
Diese Anzahl sei 6,. Wenn (H, P') ein echter Teiler von (H, P**) ist, so ist 
natiirlich 6,< 6,,,. Das Kriterium (2) kann somit auch als 


= bss 


geschrieben werden, und die Satze 1 und 2 kénnen so ausgedriickt werden: 
Satz 3. Ist H in O héchstens nulldimensional, so ist 6, von einem gewissen 
Index r an konstant: 


6,= Opa Opa 


Satz 4. Ist dagegen H in O mindestens eindimensional, so wiichst 5, immer- 
fort an: 


b,< b,<--: 


Wird mit Polynomen modulo P* gerechnet, so bedeutet das, daB alle 
Glieder vom Grade r und héher vernachlissigt werden. Die Monome X,, . . ., X,, 
sind linear unabhingig (mod P*) und bilden eine Basis fiir alle Polynome 
(mod Pr). Der lineare Rang der Algebra E/P* ist also gleich der Anzahl w, 
genauer @ (r). 


Alle Polynome im Ideal H (mod P’) werden erhalten, indem man hy, . . ., h,, 
mit allen Monomen X,,.. ., 2 X,, multipliziert, die entstehenden mw-Produkte 
durch Weglassung der Glieder vom Grade r und héher mod P’ reduziert und 
aus den so reduzierten Polynomen Y,,..., Y,,,, Linearkombinationen 2c, Y, 
bildet. Die Anzahl der linear-unabhingigen unter den Y; sei o (r). Man kann 
o (r) als Rang einer Matrix A erhalten, indem man fiir 7 = 1, 2, ..., mw 
(12) Y,= 2a,X, 


schreibt. 

Die a,, sind die Elemente der ,,dialytischen Matrix‘ A. SyLvEsTER und 
Hurwitz haben in ihrer Resultantentheorie die dialytische Matrix schon 
benutzt. MacauLay war geradezu ein Meister auf diesem Instrument‘). 

Die Anzahl 6, der modulo (H, P*) linear unabhingigen Polynome ist nun 
offenbar die Differenz 


(13) 6 wm (r)—o(r). 


r 


Dabei ist o (r) der Rang der Matrix A und  (r) die Anzahl ihrer Spalten. 


§ 2. Das Verhalten der lokalen Dimension bei Spezialisierung. 


Die Koeffizienten der Polynome h,,...,h,, mégen einem Erweiterungs- 
kérper LZ des Grundkérpers K angehéren. Wir nennen die Koeffizienten t 
und nehmen an, es sei eine Spezialisierung t +t’ gegeben, bei der alle algebrai- 


schen Relationen f (t)= 0 mit Koeffizienten aus K erhalten bleiben. Man 


*) F.S. Macautay: Algebraic Theory of Modular Systems. Cambridge Tracts in 
Math. 19 (1916). 
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kann sich z. B. vorstellen, daB die Koeffizienten t Polynome in Unbestimmten 
u mit Koeffizienten aus K sind und da8 die Spezialisierung t+?’ dadurch 
erhalten wird, daB die wu durch irgendwelche Elemente wu’ eines Erweiterungs- 
kérpers L’ von K ersetzt werden. 


Satz 5. Bei einer Spezialisierung tt’ wird die lokale Dimension von V in 
irgendeinem Punkte B niemals kleiner. 


Der Satz gilt auch dann, wenn bei einer Spezialisierung t +t’ der Punkt B 
mitspezialisiert wird, so daB alle algebraischen Gleichungen f (¢, B) = 0 er- 
halten bleiben. Wir wollen aber der Bequemlichkeit halber fiir B den Ko- 
ordinatenanfangspunkt O wihlen. Der allgemeine Fall kann darauf zuriick- 
gefiihrt werden, indem der Anfangspunkt nach B verschoben wird. 


Beweis. Die lokale Dimension von V in O sei vor der Spezialisierung d, 
nach der Spezialisierung d’. Wir nehmen d’< d an und wollen einen Wider- 
spruch herleiten. 


Ist d’= 0, so folgt der Widerspruch sofort aus der Formel (13) des § 1. 
Der Rang einer Matrix kann naimlich bei einer Spezialisierung niemals gréBer 
werden, also kann 6, niemals kleiner werden. Ist nun d’= 0 und d>0, so 
strebt nach Satz 4 6, gegen oo, wiihrend nach Satz 3 6) beschrinkt bleiben 
wiirde. Das ist ein Widerspruch. 

Ist d'> 0, so kann man d und d’ je um eine Einheit vermindern, indem 
man zu den Polynomen hy, . . ., h,, noch eine allgemeine Linearform hinzufiigt. 
Setzt man das Verfahren fort, so wird schlieBlich d’= 0 und man erhilt wie 
oben einen Widerspruch. 


Wir geben nun noch einen zweiten Beweis des Satzes 5, der die Ideal- 
theorie vermeidet, dafiir aber mit der Cayleyform arbeitet. 


Wir machen zunichst die Polynome A, .. ., A,, homogen in 2p, 2, . . ., Zp. 
Ist nun die lokale Dimension gleich d, so gibt es eine d-dimensionale Kette z 
im projektiven Raum, die den Punkt O enthalt und in den Hyperflichen 
h,= 0 enthalten ist. Sind 2, ...,zy die Koordinaten dieser Kette (d.h. die 
Koeffizienten ihrer zugeordneten Form), so kann man die Bedingungen, dab z 
eine Kette darstellt und daB diese den Punkt O enthalt und in allen h,= 0 
enthalten ist, durch homogene Gleichungen in den z und ¢ ausdriicken®) : 


(14) F,(z, t) =0. 
Die Spezialisierung t-?t’ kann zu einer gleichzeitigen Spezialisierung 
(z, t) + (z’, t’) fortgesetzt werden, bei der (14) erhalten bleibt: 
(15) F,(2’,t’)=0. 
Es gibt also eine Kette z’ von der Dimension d, die den Punkt O enthaJt und 


in den spezialisierten Hyperflichen h’, = 0 enthalten ist. Das heiBt aber: die 
lokale Dimension von V’ in O ist mindestens d. 


5) Siche Coow und van DER WaERDEN: ZAG 9 (Math. Ann. 113) oder ZAG 18 in 
diesem Annalenheft. 
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§ 3. Der Satz von Eckmann fiir Polynome. 


Als Vorbereitung dient 
Satz 6. Polynome h,,...,h, in 2, ..., £,, welche die Bedingung 


(16) Xh,+ thot ++++2,h,=0 
erfiillen, lassen sich immer so darstellen: 
(17) h= Z fin Xe mit la= — hes und f= 0. 


Beweis. Der von W. Hasicut fiir Formen gegebene Beweis (I. c.2, S. 167) 
gilt ohne weiteres fiir Polynome. 


Werden die Polynome f,, als allgemeine Polynome irgendeines Grades, 
also mit lauter unbestimmten Koeffizienten angesetzt, so sprechen wir vom 
allgemeinen Fall, sonst von einem speziellen Fall. 

Der Satz von Eckmann bezieht sich auf ungerade Dimensionen n. Wir 
betrachten aber zunachst den Fall, daB n gerade ist. 

Satz 7. Fiir gerade n im allgemeinen Fall ist die lokale Dimension des Ideals 
(hy, ..., h,) im Koordinatenanfangspunkt O Null. 

Beweis: Wire die lokale Dimension im allgemeinen Fall positiv, so miiBte 
sie nach Satz 5 bei jeder Spezialisierung der Koeffizienten der Polynome f, 
positiv bleiben. Wir spezialisieren nun die Polynome f,;, = —f,; zu Konstanten 
Co c,;, deren Determinante nicht Null ist. Da die Dimension gerade ist, 
ist das immer méglich. Die Gleichungen 
(18) 2 C2, = 0 


haben dann nur die Nullésung, also ist die lokale Dimension Null. Also mu8 
sie auch vor der Spezialisierung Null gewesen sein. 

Nach diesen Vorbereitungen kann der Satz von EcKMANN fiir Polynome 
bewiesen werden: 

Satz 8. Fiir ungerade n ist die lokale Dimension des Ideals (h,,..., h,) im 
Koordinatenanfangspunkt stets positiv. 

Wir brauchen nur den allgemeinen Fall zu behandeln ; durch Spezialisierung 
folgt der Satz dann fiir jeden speziellen Fall nach Satz 5. 

Die f,, seien also allgemeine Polynome irgendeines Grades und die h, 
seien durch (17) definiert. 

Die Gleichungen 


(19) ha= 0, hg= 0,...,4,=0 


n 

haben sicher die Lésung (0, .. ., 0), die wir O genannt haben. Die Gleichung 
h,= 0 hat eine (n—1)-dimensionale Lésungsvielfaltigkeit. Nimmt man noch 
h,= 0 hinzu, so sind alle Bestandteile des Schnittes mindestens (n — 2)-dimen- 
sional. So weiterschlieBend, findet man schlieBlich, daB alle Bestandteile der 
durch (19) definierten Vielfialtigkeit mindestens eindimensional sind. Der 
Punkt O ist also in einem mindestens eindimensionalen irreduziblen Teil J 
der Vielfaltigkeit (19) enthalten. 
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Dieser Teil J liegt nicht in der Hyperebene z,= 0. Setzt man namlich 
in (17) z,= 0 und beschrankt man sich auf h,, ..., h,, so hat man genau den 
, allgemeinen Fall‘ in (n—1)-Dimensionen vor sich, und nach Satz 7 ist in 
diesem Fall die lokale Dimension des Ideals (h,,..., h,) im Punkte O Null. 

Auf J sind hg, hs, ..., h, alle Null. Nach (16) ist dann auch das Produkt 
x,h, Null. Aber z, ist nicht Null auf J, wie wir eben gesehen haben. Also gilt 
h,= 0 auf J. Die lokale Dimension des Ideals (h,, hg, ..., h,) im Punkte O 
ist also positiv, q.e.d. 


( Eingegangen am 11. Marz 1954.) 


VAN DER WAERDEN, B. L. 
Math. Annalen, Bd. 128, 8S. 135—137 (1954). 


Zur algebraischen Geometrie 18. 
Ketten in mehrfach-projektiven Raiumen. 
Von 
B. L. VAN DER WAERDEN in Ziirich. 


Ein zweifach projektiver Raum S,, , ist die Gesamtheit aller Punktepaare 
(x, y), wobei x aus einem projektiven S,, und y aus einem projektiven S,, ent- 
nommen wird. Eine Vielfdltigkeit in S,, , wird durch homogene Gleichungen 
definiert, die in den x und y einzeln homogen sind. Diese Begriffe wurden in 
ZAG 1 (Math. Ann. 108, 8S. 121) schon eingefiihrt. Die Vielfaltigkeiten in S,,, ,, 
heiBen auch Korrespondenzen. Irreduzibilitét und Dimension werden fiir sie 
genau so definiert wie fiir Vielfaltigkeiten im S,. Siehe auch ZAG 6 (Math. 
Ann. 110, 8. 138). 

Aus irreduziblen Vielfaltigkeiten von derselben Dimension kann man 
Ketten, d.h. formale Linearkombinationen mit ganzzahligen Koeffizienten 
bilden. Solche Ketten in S,, , wurden in ZAG 16 (Math. Ann. 125, 8. 321) 
als Hilfsmittel benutzt. Es wurde gesagt, daB auch diese Ketten ihre Koordi- 
naten haben, fiir welche ahnliche Satze gelten wie fiir die Koordinaten von 


Ketten in S,. Insbesondere wurden in ZAG 16, § 4 unter 1., 2., 3. die folgenden 
drei Satze benutzt: 
Satz 1. Ist K eine Kette in S,, , und C eine Kette in S,,, so kann die 


Relation zwischen K und C, die darin besteht, daB von den Punktepaaren 
(x, y) von K immer der erste Punkt zu C gehért, durch homogene Gleichungen 
zwischen den Koordinaten von K und C ausgedriickt werden. 

Satz 2. Die Bedingung, daB ein Punktepaar (x, y) auf einer Kette K liegt, 
kann durch homogene Gleichungen zwischen den x und y und den Koordi- 
naten von K ausgedriickt werden. 

Satz 3. Sind K und L Ketten in S,, ,, so kann die Relation, die besagt, 
daB alle Punkte von K zu LZ gehéren, durch homogene Gleichungen zwischen 
den Koordinaten von K und LE ausgedriickt werden. 

In allen diesen Fallen sind unter ,,khomogene Gleichungen“ universell 
giiltige homogene Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten, die nur von 
den Gradzahlen der Ketten abhangen, zu verstehen. Die in diesen Gleichungen 
vorkommenden Ketten und Punkte diirfen also beliebig spezialisiert werden, 
ohne daB die Gleichungen ihre Giiltigkeit verlieren. 

Eine formale Definition der Kettenkoordinaten wurde in ZAG 16 nicht 
gegeben und die Beweise der Sitze 1—3 wurden nur angedeutet. Einem von 
CHEVALLEY (Math. Reviews 14, 8. 1012) geaiuBerten Wunsch entsprechend, 
sollen diese Definition und diese Beweise nun gegeben werden. 

Es ist bekannt, daB durch die Abbildung 


(1) Zin TYp 
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der Raum 4,, ,, eineindeutig auf eine Bildvielfaltigkeit UV’ in S 
bildet werden kann. Die Gleichungen von U’ lauten 
(2) 


abge- 


mn+m+n 


Zip 2x = 24q Zp - 

Einer Vielfaltigkeit V in S,, ,, entspricht dabei wieder eine Vielfaltigkeit V’ 
auf U’. Ist naimlich 

(3) f(z, y) = 0 

ein System von Gleichungen fiir V, so kann man zuniichst dafiir sorgen, daB 
die Gleichungen (3) den gleichen Grad in den x wie in den y haben. Hat z. B. 
eine der Gleichungen (3) den Grad 3 in den x und 5 in den y, so multipliziert 
man die Gleichung der Reihe nach mit 23, mit 27, ..., mit 2* und erhilt so 
m + 1 neue Gleichungen, die in den x und in den y den gleichen Grad 5 haben 
und zusammen der Ausgangsgleichung aquivalent sind. Ersetzt man nun in 
diesen Gleichungen die Produkte 2, y, durch z,, und fiigt noch die Gleichungen 
(2) hinzu, so erhalt man die Gleichungen von V’ 

Umgekehrt entspricht jeder V’ auf U’ eine V in S,, ,. Ein System von 
Gleichungen fiir V erhalt man naimlich durch Einsetzen von (1) in die Glei- 
chungen von V’ 

Einer Kette X in S,, , entspricht demnach eine Kette K’ auf U’ und um- 
gekehrt. Wir definieren nun: Die Koordinaten von K sind die von K'. 

Die Satze 2 und 3 folgen nun unmittelbar aus den entsprechenden Siatzen 
fiir den projektiven Raum: 

Satz 2’. Die Bedingung, daB ein Punkt z auf einer Kette K’ liegt, kann 
durch homogene Gleichungen zwiscken den Koordinaten des Punktes und der 
Kette ausgedriickt werden. 

Satz 3’. Die Bedingung, daB eine Kette K’ auf einer Kette L’ liegt, kann 
durch homogene Gleichungen zwischen den Koordinaten von K’ und L’ aus- 
gedriickt werden. 

Satz 2’ ist genau Satz 3 der gemeinsamen Arbeit ZAG 9 von CHow und 
mir (Math. Ann. 113, S. 699). Die Gleichungen mégen heiBen 
(4) g,(k’,z) = 0. 

Um Satz 2 zu erhalten, braucht man nur (1) in (4) einzusetzen. 

Der Beweis von Satz 3’ ist im zweiten Absatz von § 2 der erwaihnten Arbeit 
ZAG9 enthalten. Da dieselbe Beweismethode auch Satz 1 ergeben wird, 
will ich den Beweis hier noch einmal geben. 

Es seien p™, .. ., p(®) die Schnittpunkte von K’ mit d allgemeinen Hyper- 
ebenen u(, . .., uw, wobei g der Grad und d die Dimension der Kette XK’ ist. 
Die p und u haben die drei Bedingungen von ZAG 9, Satz 1 zu erfiillen, die 
durch die dortigen Gleichungen (2), (3), (5) ausgedriickt werden. Nun fiige 
man noch die Bedingungen hinzu, die nach Satz 2’ ausdriicken, daB die 
Punkte p™,..., p™ alle auf L’ liegen. Diese Bedingungen garantieren, dab 
alle Punkte von K’ auf L’ liegen. Sodann bilde man aus dem gesamten ho- 
mogenen Gleichungssystem nach Mod. Alg. II, § 80 das Resultantensystem 
zunichst nach p“), dann von den Resultanten wieder die Resultanten nach 
p™, usw. bis alle p{ eliminiert sind. SchlicBlich ordnet man die erhaltenen 
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Resultanten nach Potenzprodukten der Unbestimmten w™,...,u(® und 
setzt alle Koeffizienten Null. So erhalt man die gesuchten Gleichungen zwi- 
schen den Koordinaten der Ketten K’ und L’. 

Aus Satz 3’ ergibt sich unmittelbar Satz 3. 

Der Beweis des Satzes 1 wird genau so gefiihrt, wie der von Satz 3, nur 
mu8 man vorher die Gleichungen von C nach Satz 2’ aufstellen. Sie mégen 
lauten 


(5) h,(c, x) = 0, 


wobei die ¢ die Koordinaten von C sind. Diese Gleichungen kann man zu- 
nichst wieder gleichgradig in den x und y machen und dann die Produkte 
x;y, durch z;, ersetzen. So erhalt man Gleichungen 


(6) H;(c, z;,) = 90, 


die, mit (2) kombiniert, die Gleichungen des Bildes C’ der Gesamtheit aller 
der Punktepaare (x, y) ergeben, deren Punkte zx auf C liegen. In diese Glei- 
chungen setzt man die Punkte p™,..., p( von K’ ein und verfaihrt weiter 
wie im Beweis des Satzes 3’. 


( Eingegangen am 11. Marz 1954.) 














Preyvermuorr, A. 
Math. Annalen, Bd. 128, S. 138—143 (1954). 


Uber das Anwachsen der C,-Mittel 
von LAPLACE-Integralen auf vertikalen Geraden. 
Von 
ALEXANDER PEYERIMHOFF in GieBen. 


Ein Lapiace-Stiectses-Integral ff e~*tda (t) (a(t) von beschrinkter 
0 


Schwankung in jedem endlichen Intervall) hei®t C,-summierbar (x = 0) an 


z 
einer Stelle s = s,, wenn der lim = f (2 — t)*e-**d & (t) existiert. Es gibt 
t—> 0 

stets eine Zahl £,(—co< 8,.< +c), so daB ein vorgegebenes LaPLace- 
Stre.tJEs-Integral fiir alle s mit Rs > f,, dagegen fiir kein s mit Rs < f, 
C,-summierbar ist. Fiir Rs > £, stellt der C_-Limes eine analytische Funktion 
f(s) dar (s = o +747) und es gilt fiir f(s) die Beziehung u(o) < x + 1'). Hier 
liegt nun die Frage nahe, ob diese Abschatzung verbessert werden kann, ins- 
besondere wird man fragen, ob eine Verbesserung fiir die beiden wichtigsten 
Spezialfalle der LapLace-St1eLtJEs-Integrale, nimlich fiir eigentliche LapLace- 
Integrale (« (¢) totalstetig in jedem endlichen Intervall) und fiir Drricaiet- 
Reihen (a (¢) = Treppenfunktion) méglich ist. Fiir eigentliche LapLacr- 
Integrale hat Herr Dortscu auf diese Fragestellung kiirzlich besonders 
hingewiesen”). 

Fiir DrricHuet-Reihen wurde die Frage von Bour®*) negativ beantwortet 
fiir beliebige x > 0 durch die Konstruktion einer gew6hnlichen DrricHLet- 
Reihe mit B,= — x(x => 0), u(c) = 1 — o fiir o< + 1 und p(o) = 0 fiir c= 1. 
Herr Jansson‘) gab fiir die Fille x = 0 und x = 1 Diricutet-Reihen und 
eigentliche Lapiace-Integrale an mit (co) = 1 fiir o > By bzw. (co) = 2 fiir 
o> f,. Diese Beispiele zeigen, daB yu (co) die Grenze auch wirklich erreichen 
kann. Ferner geht aus ihnen hervor, daf es DiricHLet-Reihen und eigentliche 
Lapuace-Integrale ohne Beschrinktheitshalbebene gibt. Fiir diesen Sach- 
verhalt (bei Integralen) gab Herr Biocu kiirzlich ein weiteres Beispiel'). 

Wir werden im folgenden die Frage fiir eigentliche LapLace-Transforma- 
tionen mit beliebigem x => 0 negativ beantworten®). Dariiber hinaus werden 


1) 4 (a) bedeutet den fin aller Zahlen € mit f(a + ir) = o(\t*) fiir tT, > oo. 

*) Dorrscu [7], Probleme auf S. 175 und 333. 

%) Bonr (3, 4, 5, 6]. 

*) Jansson [11]. 

5) Biocn [2]. 

*) Es geniigt, wenn wir fiir alle x mit 0 < x < 1 Gegenbeispiele angeben kénnen, da 
das Produkt von zwei fiir Rs >0 C,, bzw. C,, summierbaren LapLace-Integralen als 
C «,+x,+1-Summierbares Integral fiir Rs > 0 dargestellt werden kann. Dieser Sachverhalt 
wird von Jansson [11] fiir den Fall u(c) = 2 ausgeniitzt. Wir werden von dieser Bemer- 
kung keinen Gebrauch machen, da der allgemeine Fall ohne wesentlichen Mehraufwand 
direkt behandelt werden kann. 
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+1 


n(t) 
mit unbeschrankter Funktion »(r) fiir ein — o> B, richtig ist. Es 


wir zeigen, daB keine Abschitzung der Form j(o + i 1) = O (1) (tT +00) 


x+1 
gibt sogar Funktionen mit f(o +71) +0 (1 her fiir alle rationalen o > B, 


n (t) 
(und allgemeiner fiir beliebig liegende, abzihlbar viele ¢ > B,). Gleichzeitig 


wird aus unseren Uberlegungen hervorgehen, da8 bei Drricuiet-Reihen fiir 
ganzes x die Dinge ganz entsprechend liegen. 

Zum Nachweis der Existenz von Gegenbeispielen verwenden wir einige 
Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis. Wir werden zunichst in §1 eine 
Klasse von Funktionenraumen konstruieren, aus denen wir die Gegenbeispiele 
entnehmen. Wir schitzen die Norm eines gewissen linearen Funktionals in 
diesen Riumen nach unten ab (Lemma 3) und kénnen daraus in § 2 fast un- 
mittelbar die Existenz von Gegenbeispielen erschlieBen’). 


1. Die Raume E (A, k). 
1. 1. Wir gehen aus von einer Folge {A,} mit den Eigenschaften 
(1) Ay = 0, AAnp=An— Angy < 0(n=0), A, > 00 (n + 00) 
und erkliren fiir jedes n und eine beliebige ganze Zahl k => 0 eine Treppen- 
funktion ai, (t) —2 2 1)’ - ‘) mitd, = 8, (n)=A, +9 ois (v=0,1,-++,k+1). 
Weiter sei 


2) (2) = f(z—orday = F (-1yr(*F1)e— op. 
a 0 n O,(n)<z 
Lemma 1. Die Funktionen fi (x ) besitzen folgende Eigenschaften 
(3) ¥ (z)=0 fir wd, und t>Ayss, 
(4) fF, (x)|< K |\A 4,|*, wo die Konstante K nur von k abhéngt. 
Beweis. Fir x < A, ist (3) selbstverstandlich und fiir z > A,,,, ist nach (2) 
ft (2) -3(- ("4") (2-0, = atte — a) = 0(h = A), 


da die (k + 1)-te Ableitung von z* verschwindet. Die Abschitzung (4) kann 
wegen (3) unmittelbar aus der Definition (2) abgelesen werden. 
1.2. Den Raum aller Funktionen 


2 i, (#) 
(5) 9 (2)—2 en TA agi 


mit (komplexen) beschrinkten Folgen {c,,} bezeichnen wir mit Z (A, k). 
Lemma 2. Erklirt man fiir jedes p¢ E(A,k) eine Norm durch | ¢| 
fin | y(x)|, so ist EB (A, k) ein Banacu-Raum. 
z>0 


7) Die im folgenden auftretenden eigentlichen Lapiace-Integrale sind im LEBESGUE- 
schen Sinn zu verstehen. Betrachtet m:.n allgemeiner DenJoy-Integrale, so l4Bt sich im 
Falle x = 0 die Existenz von Gegenbeispielen aus einem Satz von SarceEnt [13] folgern. 
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Beweis. Erklirt man die Addition zweier Elemente und die Multipli- 
kation eines Elementes mit einer (komplexen) Zahl in natiirlicher Weise, so 
ist E (A, k) ein linearer Raum und wegen (3) und (4) ist | g|| < co fiir jedes 
py €< E(A,k). Eine einfache Uberlegung zeigt nun, daB® durch fin g(x)| tat- 

z20 

sichlich eine Norm erklart wird. Die Vollstandigkeit von E (A, k) schlieBlich 
folgt unmittelbar aus dem Caucnyschen Konvergenzprinzip (der Raum der 
beschrankten Folgen ist vollstandig). 

1.3. Fiir jede Zahl o > 0 wird durch 
(6) D. (p(t) = fe-** plt)dt (pe E(A,k),s=a0+i%7r) 

0 

ein lineares Funktional in E (A, k) erklart. 

Lemma 3. Erfiillt {4,} die Bedingung (1) und ist auBerdem |A ,| = O (1), 
so gilt fiir die Norm des linearen Funktionals (6) die Abschitzung 


(7) |D | >Claje Ang (o>0). 


. F ; l : 1A, 
WO N= N,(t) die kleinste Zahl n mit h,, : = fir m=>n (h, ere 7 ) und 
C (a) > O ist. 
Beweis. Durch Einsetzen von (2) in (5) folgt nach einfacher Kechnung 
[beachte (3)] aus (6) die Beziehung 


© rik+)) & 4,2 (1—e~*n fF +! 
t ( p(t) gk+1 aw &né 1A, 4 
n 0 
Fiir n=, ist nun 
h h 
hos ‘ — ‘ 
l—e« s| | [ e-** du s| | f e~°“ cos ut du| = 6 |s| h,, e~*n’ 
0 0 
(6d = cosl 0) 
; é ha sk+1 —Ais , ; ee 
Setzt man nun§) c,=sign(l—e *) e ”, so gilt fiir die zugehdrige 


Funktion g(t) wegen (3) und (4) eine Abschatzung | g|| < K und es ist 


r(ik+1) & ao |L—eo on Ft! 
é 


‘ n 
®. (¢ (t)) gik+1 ke 1An k 
n 0 
os A ao, 4 “ C;, (e) Ano 
~O Ve “nr? l4 A, |= C, (a) | e~*° du®) Pa se ™ 
n= Ny A 


Aus dieser Abschatzung folgt die Behauptung (7) unmittelbar wegen 
|®, (p(t))| < |P,| |p| = K |, 
1.4. Aus (5) und (2) folgt, daB jedes g(x) ¢ E (A, k) dargestellt werden 


kann durch 


(8) g(x) = f (x — t)F da, (t) (k>0O ganz); 


8) Fiir « + 0 ist sign « 


A An 





*) Hier ist zu beachten, daB O (1) ist. 
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a (t) 
dabei ist «, (t) | = 2 ¢, Adit ) eine Treppenfunktion mit Sprungstellen ¢t = u, 
(n = 0, 1,...), wo die Folge {iin} aus allen #,(n) (n = 0,1,...,¥=0,1,..., &) 


nach wachsender GréBe geordnet besteht. Die Folge {,,} erfiillt offensichtlich 
die oe (1). 


Fiir k > 0 kann (2) umgeformt werden zu 
fe (z) =k f (x — t)*-1 a* (t) dt, d.h. f* (x) ist k-faches Integral einer gewissen 
n 0 n n 
Treppenfunktion (J" (k + 1) at (t)). Fir jedes x >0 mitk—l<xsk(k21 
ganz) kénnen wir /* (x) auch als x-faches Integral einer in jedem endlichen 


Intervall integrierbaren (und fiir nicht ganze x sogar stetigen) Funktion dar- 


z 
stellen in der Gestalt /* (x) = x f (x — t)*~' a¥ (t) dt. Hier darf fiir a¥ (t) z. B. 
n 0 An n 
se r(ik+1 ” (e+) ies, male 
die Funktion Far) rk— =x i) m al 1) » (x — #,) gewahlt 


werden, wie eine einfache Rechnung zeigt. Nach Wahl einer Zahl x > 0 kann 
also jedes p ¢ E (A, k) (k -1<x»<k, k= 1 ganz) dargestellt werden in der 
Gestalt 


z 


2 aj (t) 
(9) G(x) = * J (2 — t)* . a, (t) dt ( > 0, a, (t) = ZC, Ba,yit,}* 


2. Anwendung der Riume E (A, k). 


Wir verwenden im folgenden die Riume £ (A, k) zam Beweis der in der 
Einleitung genannten Behauptungen. 

2.1. Lemma4. Ist n(t)>0(t>0) eine unbeschriinkte Funktion fiir 
T + 00, 80 gibt es zu jedem k = 0 einen Raum E (A, k) und ein g(x) € E (A, k) mit 


(10) n(t) [ e~** p(t) dt + 0 (1) fiir t+ 00 und alle rationalen o > 0. 
0 


Beweis. Es sei {t,} (v = 3, 4, . . .) eine monoton wachsende Folge positiver 
Zahlen mit 7 (t,) >¥v. Wir setzen &, = log, y und schalten zwischen €, und , ,, 
gewisse Zahlen w; = w,(v) (¢ = 0,1, ..., 7 (v), @41 > Wy, Wo = §,, @i(,) = §, 41) 


' _ys 
ein, so daB w,,, — @ S ist. Ordnet man die w,; (v)(v = 3, 4, 


Ty 
i= 0,1,...,j(v) — 1) nach wachsender GréBe, so entsteht eine Folge {/,}, 


welche (1) und |4A,| =O(1) erfillt mit A,, (t,)< log,» (fiir jedes k= 0). 
Im Raum £ (A, k) sind nun die Normen der linearen Funktionale y, (¢ (t)) 
y(t) D,(p(t)) nicht beschrinkt, da nach (7) gilt 


A 


Yr, = mt.) |P,,]| 2 © () nz,) € melt)” > C (a) 


v 


(log »)3 >» co (vy as co) ° 


Nach einem bekannten Satz!) gibt es also ein o € E (A, k), so daB (10) gilt. 


°) Vgl. Banacu [1] 8.81, th7. Dieser Satz gilt auch fiir komplexe Raume und 
Funktionale (vgl. Hiixe [10], Kap. IT). 











142 ALEXANDER PEYERIMHOFF: 
2.2. Aus Lemma 4 kénnen wir nun die angekiindigten Ergebnisse iiber 
LapLace-Integrale unmittelbar ableiten. 
Satz 1. Ist y(t) >0 (t>0) eine unbeschrinkte Funktion fiir too, 80 
gibt es zu jeder Zahl x= 0 ein fiir Rs>O zum Wert f(s) C,-summierbares 


LapPLace-Integral { e~** a(t) dt mit 
0 


(ll) ff + it) + O(1) 


m+1 
n(t) 

Beweis. Es sei r>0 ganz und r<x+1<r+,1. Nach Lemma 4 gibt 
es in einem Raum £ (A,r + 1) ein Element 9g, fiir das (10) gilt. Nach (9) 


z 


kann dieses @ dargestellt werden durch g(x) = (x + 1) f (x — t)” a(t) dt. 
0 


fiir t + co und alle rationalen o > 0. 


Wegen g(x) = O(1) ist das Integral f{ e-** a(t) dt fiir Rs>0O C,-summierbar 
0 


x+1 ~ 
und sein C,-Limes f(s) wird dort gegeben durch Fox +H f e~** y(t) dt™), so 


daB (11) erfiillt ist fiir diese Funktion. 
Satz 2. Ist »(t)>0(t>0) eine unbeschriinkte Funktion fiir t +00, so 
gibt es zu jeder ganzen Zahl k = 0 eine fiir Rs > 0 zum Wert f(s) (u, k)-summier- 


30 
bare DiricHLet-Reihe 5° a,e~“s* mit 
v=0 


x+1 
(12) fio +it) +0 (1) 5 fiir t + co und alle rationalen o > 0. 


Beweis. Nach Lemma 4 gibt es in einem Raum E£ (A, k) ein 9, fiir das (10) 
zx 
gilt. Nach 1.4, (8) kann dieses p dargestellt werden durch g(x) = f{ (x—t)* 
0 


d a(t), wo { e~**d a(t) eine Diricuiet-Reihe vom Typ {,,} ist. Diese Drrics- 
0 


a* > 


1 oo 
— a : . nas - 
LET-Reihe ist fiir R s > 0 (u, &)-summierbar zum Wert Tet) f e~* @(t) dt *), 


so daB (12) erfiillt ist fiir diese Reihe. 

Bemerkung: Der Beweis von Lemma 4 lehrt, daB dieses Lemma und damit 
auch die Satze 1 und 2 richtig sind fiir beliebig gegebene abzahlbar vielea>0. 

2.3. Wir haben bisher allgemein die Existenz von Gegenbeispielen nach- 
gewiesen. Das wesentliche Hilfsmittel war ein funktionalanalytischer Satz 
beim Beweis von Lemma 4. Diesen Satz kann man vermeiden und Gegen- 
beispiele durch eine Konstruktion finden. Die Verhiltnisse liegen hier ganz 
analog wie beim Beweis des bekannten Satzes von TorpPiirz, wo funktional- 


") Vgl. Dortscu [7], S. 315 Satz 2 fiir x > 0; in diesem Fall ist g(x) = o(x*), also 
fe 8ta(t) dt fir s= 0 C,-summierbar. Fiir x = 0 ergibt sich diese Darstellung durch 
0 


partielle Integration. 
#*) Vgl. Harpy-Ruesz [9], 8. 39 th. 24 und die Bemerkungen in der vorangehenden 
FuBnote. 
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analytische Beweise genau den bei Lemma 4 verwendeten Satz heranziehen!*) 
und konstruktive Beweise auf der Methode des , ,gleitenden Buckels“ beruhen"*). 
Die Ergebnisse dieses Paragraphen lehren, aus welchen Raéumen wir bei der 
Durchfiihrung einer Konstruktion die Gegenbeispiele entnehmen kénnen. 
Wenn wir in den Satzen 1 und 2 nicht ein beliebiges (rt) zulassen, sondern 
uns nur mit der Frage beschiftigen, ob die Abschitzung u(o) < x + 1 ver- 
bessert werden kann, so kénnen wir in iibersichtlicher Weise solche 
Riume E (A, k) angeben, in denen die Gegenbeispiele vorkommen. Zur Ver- 
neinung dieser Frage diirfen wir in Lemma 4 den Raum E (log(n + 1), k) 
wihlen. Fiir ein passendes @ aus diesem Raum ist némlich (10) fiir (zt) = 7° 


t ‘ t 
a also A, < log (4 + 1) und 
“wpa: dea O (1) ist fir o<e und t+. Im Falle der 
(grt?) 
DrrRIcHLET-Reihen kann also fiir k = 0 eine gewéhnliche Drricuuet-Reihe 
mit 


erfiillt, wenn o < « ist, da m,(t) - 





fB,= 0 und fin ~(co) = 1 gefunden werden (vgl. den Beweis von Satz 2) 


7 > 
Derartige Beispiele gab Bour’’). In ahnlicher Weise erkennt man, daB zur 
Angabe von Beispielen mit u(c) = x+1,¢>0 (f,=0) bei Lemma 4 die 
Raiume E (log, (n + 3), &) ausreichen"*). 


r 
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Uber die Existenz einer Normalform 
analytischer HAMILTONscher Differentialgleichungen 
in der Nahe einer Gleichgewichtslisung. 

Von 


Cart Lupwieé S1e¢eL in Gottingen. 


1. Einleitung. 


Es sei 


d 
(1) 7 = P, (k= 1,...,m) 


ein System von m Differentialgleichungen erster Ordnung fiir m Funktionen 
2, ...+, LZ», der reellen Variabeln t, deren rechte Seiten P,,..., P,, durch kon- 
vergente Potenzreihen in 2,, ..., x,, mit reellen konstanten Koeffizienten ge- 
geben sind. Die konstanten Glieder dieser Potenzreihen seien simtlich gleich 0, 
so daB also der Nullpunkt z,= 0, . . ., z,, = 0 eine Gleichgewichtslésung von (1) 


° ¥ : r 
liefert. Ubt man eine den Nullpunkt erhaltende konvergente umkehrbare 
Potenzreihen-Substitution 


(2) ¥p= FP, (2, - - +> Sm) (E = 1,...,m) 
mit reellen konstanten Koeffizienten aus, so geht (1) iiber in 
‘ d yk 
(3) dt = OQ. ’ 
wobei in 
misc 
F; 

_ CLr > 

(4) Q=2 2x1 P, 
i=1 

die Variabeln z,,..., 2, mittels der inversen Substitution durch y,,..., y,, 
auszudriicken sind. Ist umgekehrt das System (3) mit irgendwelchen kon- 
vergenten Potenzreihen Q, in y,, ..., Ym gegeben, so kann man nach der Exi- 


stenz einer konvergenten Substitution (2) fragen, welche (1) in (3) iiberfiihrt, 
also nach einer Lésung der partiellen Differentialgleichungen (4) durch kon- 
vergente Reihen F;, .. ., F,,. 

Eine notwendige Bedingung fiir die Transformierbarkeit von (1) in (3) 
erhalt man durch Lésung des entsprechenden linearen Problems, indem man 
die Potenzreihen P,, F,, Q, durch ihre Bestandteile ersten Grades ersetzt. 
Sind G, $, Q die Matrizen aus den Koeffizienten dieser linearen Formen, so 
folgt aus (4) die Beziehung QF = FB, und es ergibt sich damit das charakte- 
ristische Polynom P (A) = |A € — | alseine Invariante gegeniiber der Gruppe J" 
aller Transformationen (2). Man ordne noch dem Polynom P(A) = 4" 4+ 
+ p,A™-*+ -++-+ p,,im m-dimensionalen euklidischen Raum den Punkt p mit 
den rechtwinkligen kartesischen Koordinaten p,, . . ., p,, zu. In einer kiirzlich 
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erschienenen Untersuchung [1] wurde nachgewiesen, daB im allgemeinen P (A) 
bereits das volle Invariantensystem von (1) beziiglich I’ ergibt. Gehdrt naim- 
lich p nicht einer gewissen Ausnahmemenge vom LEBEsGuEschen MaBe 0 an, 


so laBt sich durch eine geeignete konvergente Substitution 2,—-F,,(x,, . . ., Zp) 
x,+ +++ das System (1) in das linearisierte System 

. d xk 

(5) di = I, (k= 1,...,m) 


iiberfiihren, wobei L, den linearen Teil von P,, bedeutet. Die Ausnahmemenge 
laBt sich folgendermaBen arithmetisch naher beschreiben. Es gehéren naim- 
lich zu ihr héchstens solche Punkte p, fiir welche der mit den entsprechenden 


Wurzeln /,, .. .. i, von P (A) = 0 gebildete Ausdruck 
log (\A.g: + ---+ Am 9m ~*) 
Ta Ta Y (Gy « - +> Im) 
log (\9:\+ +++ + gm + 1) 
beliebig groBe Werte annimmt, wenn fiir g,, . . ., g,, alle Systeme ganzer Zahlen 
auBer 0,....0 gesetzt werden. An dem genannten Satze iiber die Transfor- 


mation von (1) in (5) ist bemerkenswert, daB seine Aussage von den Gliedern 
héheren Grades in den P, ganz unabhingig ist. 

Durch die Bedingung der Beschranktheit der Quotienten g (g,, . . ., g,,) wird 
insbesondere der Fall ausgeschlossen, daB die Eigenwerte 4,,.. ., i, linear 
abhangig sind, daB also eine nicht-triviale Relation A,g,+ - +: + Angm= 0 mit 
geeigneten ganzen g,,...,9,, besteht. Dies tritt nun aber gerade immer in 
dem besonders wichtigen Fall auf, daB es sich um ein Hamittonsches System 
von Differentialgleichungen handelt, da dann bekanntlich die Eigenwerte in 
Paare entgegengesetzt gleicher zerfallen. Andererseits wei man seit langer 
Zeit, daB sich fiir HammLTonsche Systeme durch eine kanonische Potenzreihen- 
Substitution doch eine gewisse Normalform herstellen laBt, wobei aber die 
Frage der Konvergenz dieser Substitution bisher nur in ganz speziellen Fallen 
entschieden wurde. 

Es sei H eine konvergente Potenzreihe in den 2” Variabeln 2;,, y;, 
(k= 1,...,”) mit reellen Koeffizienten, deren lineare Glieder fortfallen, und es 
seien in geeigneter Anordnung 4,,.. ., Regt Mig tiie — 4, die zu dem Hami- 
Tonschen System 

dxk dyk 


(6) dt Hy,, qt H,, (k=1,...,n) 


gehérigen Eigenwerte. Es werde vorausgesetzt, daB keine nicht-triviale Re- 
lation A,g,+--*+Angn= 0 mit ganzen g,,...,g, besteht. Dann laBt sich 
eine kanonische Potenzreihen-Substitution 2,—-u,, y,>v,(k = 1,...,) mit 
reellen oder komplexen Koeifizienten so angeben, daB H eine Potenzreihe in 
den n Produkten u,v,,= @, allein wird. Im Falle der Konvergenz dieser Sub- 
stitution ist die Integration des transformierten Systems 

dux duty 

= H —-=—H 

dt =” 66 “k 
wegen 

H,,= Up H a, Hy, = MH, 


10* 
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sofort auszufiihren. Sind namlich £,, », die Anfangswerte von u,, v, fiir t = 0, 
so ergibt sich wm, als die Konstante &, 7, und 

“, = E, eno = Me € Ha,! (e=1,...,m), 
womit die allgemeinen Lésungen z,, y, in rein trigonometrischer Form ge- 
funden sind. 

Dieses Verfahren ist in anderer Gestalt zuerst in den Arbeiten von Der- 
LaUNAY [2] und LinpsteEpT [3] zur Himmelsmechanik aufgetreten und wurde 
spaiter von PorncarE [4] naher untersucht. Dort wird vorausgesetzt, daB 
H = H,+vH,+ vH,+--- auBer von den 2 Variabeln x,, y, auch noch 
von einem Stérungsparameter y analytisch abhingt und daB H, bereits eine 
Funktion der n Produkte x, y, allein ist. Nach Einfiihrung von Polarkoordi- 
naten integrierte nun PorycaR£ die Jacosi-Hamiutonsche partielle Differen- 
tialgleichung durch eine gewisse Potenzreihe in v, welche dann zu den Lésungen 
in rein trigonometrischer Form fiihrt. Andererseits zeigte er aber, daB unter 
bestimmten Voraussetzungen tiber H, und H, das Hamiitonsche System (6) 
kein in den z,, y, und y analytisches Integral haben kann, das von H un- 
abhingig ist, und konnte hieraus den Schlu8B ziehen, daB die fiir die Lé- 
sungen gefundenen trigonometrischen Reihen nicht konvergieren, wenn sie als 
Potenzreihen in v geschrieben werden. Nach Vorarbeiten von WHITTAKER [5] 
wurde sodann die direkte kanonische Potenzreihen-Transformation einer von v 
unabhingigen Hamittonschen Funktion in die Normalform durch Brrx- 
HOFF [6] und CHERRY [7] gegeben, wobei allerdings die Realitatsuntersuchung 
iibergangen wurde. Vor allem aber blieb im vorliegenden Falle die Konvergenz- 
frage bis jetzt unbeantwortet, da das Porncartsche Ergebnis sich auf va- 
riables y bezieht. Man kann zwar durch die Substitution x,= » 2,, y,= ¥ Y,, 
H (x, y) = v A(z, y) einen Parameter vy hereinbringen und damit auf einen 
speziellen Fall des von Porncar£ behandelten Problems kommen; doch zeigt 
sich dabei, daB jene Voraussetzungen itiber H, und H, dann nicht erfiillt sind 
und deshalb auf diese Weise keine Aussage iiber Divergenz entsteht. Es ist 
das Ziel der vorliegenden Arbeit, unter genau anzugebenden Voraussetzungen 
zu beweisen, daB die kanonische Transformation eines Hamrmtonschen Sy- 
stems in die Normalform im allgemeinen divergiert. Dies Resultat ist von 
BirKHOFF undanderen Sachverstandigen als ,,héchst wahrscheinlich bezeichnet 
worden; trotzdem erscheint es nun nach dem neuerdings gefundenen Satze 
iiber das System (1) nicht mehr so voéllig plausibel. 

Beim Divergenzbeweise werden wir uns auf den Fall beschrinken, daB 
n = 2 ist und die Eigenwerte /,, A, rein imaginir sind. Die Annahme der 


linearen Unabhingigkeit besagt dann, daB der Quotient 7 eine irrationale 
1 


reelle Zahl ist. Man kann zunichst durch eine vorbereitende kanonische 
lineare Substitution mit komplexen Koeffizienten erreichen, daB die neuen 
Variabeln z,, y, (k = 1, 2) konjugiert komplex sind und H nach Fortlassung 
des konstanten Gliedes eine mit /,z,y,+ 4,2, y_, beginnende rein imaginire 
Potenzreihe wird, die also der Bedingung H (x, y) = — H (y, x) geniigt. Damit 
haben in H die Anfangsglieder bereits die gewiinschte Normalform. Aus der 
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formalen — konvergenten oder divergenten — Transformierbarkeit in die 
vollstindige Normalform erhalt man fiir jedes natiirliche s > 2 die Existenz 
einer konvergenten kanonischen Potenzreihen-Substitution 2,—>2,+---, 
Y.>Y. + ***(k=1, 2), welche in H beiallen Gliedern kleineren als s-ten Grades 
die Normalform liefert. Also kann man weiter H = F + G voraussetzen, wo 
F = 4,%,+ 4,%+°:- ein Polynom in den zwei Variabeln z,= x,y, vom 


_- ~— =e . acd = —T 
Grade < -> mit rein imaginaren Koeffizienten und G (zx, y) = — G (y, xz) eine 


mit Gliedern s-ten Grades beginnende konvergente Potenzreihe in 2, y,, Za, Y2 
bedeuten. Es werde noch angenommen, da8 F nicht ein Polynom in /,z,+ A,2, 
allein ist, d.h. daB® A, F, — 4,F,, nicht identisch verschwindet; dann ist ins- 
besondere s > 4. Indem man ferner 2,, y,, H durch r 2,, r y,, r~* (r x, r y) 
mit geniigend kleinem r > 0 ersetzt, kann man erreichen, daB alle Koeffi- 
zienten von H — A,z,— A,z, absolut <1 sind. Wir halten nunmehr F fest 
und fassen simtliche Koeffizienten von G als komplexe Unbestimmte a vom 
absoluten Betrage |a| <1 auf, die nur der Realitaétsbedingung G (z, y) 

G (y, x) zu geniigen haben, und kénnen sodann von dem Raum § der 
Funktionen H = F + G mit den Koordinaten a sprechen. Eine Folge in 9 
mége konvergent heiBen, wenn alle Folgen entsprechender Koordinaten kon- 
vergieren. Unsere oben aufgestellte Behauptung, daB im allgemeinen keine 
konvergente kanonische Transformation in die Normalform existiert, laBt 
sich jetzt scharfer formulieren. 


Satz: Es gibt abzihlbar unendlich viele analytisch unabhiingige Potenzreihen 
®,, D,,... in den unendlich vielen Variabeln a, welche fiir \a| < 1 absolut kon- 
vergieren, mit folgender Eigenschaft: Ist ein Punkt H aus $ konvergent in die 
Normalform transformierbar, so verschwinden in ihm fast alle ®, (l = 1, 2, ...). 
Diese H bilden in % eine Teilmenge erster Kategorie und ihr Komplement ist 
eine in $) dichte Menge zweiter Kategorie. 


Der Satz ergibt also fiir die Existenz einer konvergenten kanonischen 
Transformation in die Normalform die notwendige Bedingung, daB die Koeffi- 
zienten von H in einem festen System von abzihlbar unendlich vielen unab- 
haingigen analytischen Gleichungen alle bis auf endlich viele erfiillen miissen. 
Zur Vereinfachung der Bezeichnung werden wir den Beweis nur fiir s = 5 
durchfiihren ; die Ubertragung auf s > 5 macht keinerlei gedankliche Schwierig- 
keit. Beim Beweise wird wesentlich die Voraussetzung benutzt werden, dab 
4, und A, beide rein imaginir sind. Er laBt sich nicht auf den Fall reeller A,, A, 
ausdehnen. Fiir den iibrigbleibenden Fall eines nichtreellen Quotienten hat 
CHERRY [7] einen Beweis fiir die Konvergenz der Transformation in die 
Normalform angegeben, der jedoch an einer wichtigen Stelle liickenhaft ist. 
Es sei noch erwihnt, daB bereits friiher [8] Beispiele von konvergenten 
H = 4,2, y,+ Ae%Y2+*** mit rein imaginiren /,, A, und irrationalem Ver- 


haltnis 1. gegeben wurden, die nicht konvergent in die Normalform iiberfihr- 
“1 5 


bar sind und fiir welche sogar das Hamittonsche System (6) iiberhaupt kein 
von H unabhiangiges analytisches Integral besitzt. Hierbei war aber speziell 
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. A , . ‘ , ‘ » 
fiir 7. eine Zahl mit auBerordentlich rasch konvergierender Kettenbruch- 
“1 
entwicklung zu wahlen, und es erscheinen deshalb die entsprechend konstru- 
ierten H unter allen Hami_tronschen Funktionen als Ausnahmen von ahnlicher 
Art wie etwa die LiouviLLeschen Zahlen unter den reellen. Auch fiir das am 
Anfang betrachtete System (1) lassen sich mit m = 2 und reellen A,, A, analoge 
Ms ; de 
Ausnahmen konstruieren, fiir welche der Kettenbruch von 7. 80 stark kon- 
“1 
vergiert, daB die Transformation in die lineare Normalform (5) wegen der dabei 
auftretenden kleinen Nenner notwendigerweise divergent wird. Unser er- 
wihntes friiheres Resultat lieB also noch die Méglichkeit offen, daB fiir die Trans- 
formation Hamittonscher Systeme in die Normalform ein ahnlicher Satz gelten 
kénnte wie fiir beliebige Systeme erster Ordnung. DaB nun bei diesen die 
Konvergenz der Transformation die Regel und bei jenen die Ausnahme ist, 
wird erst durch das Ergebnis der vorliegenden Arbeit sichergestellt. Be- 


merkenswert ist schlieBlich, daB fiir den Fall eines positiven Quotienten 


die reelle Funktion iH im Nullpunkt ein Extremum im engeren Sinne hat 
und daB daraus nach dem Drricuietschen Satze die Stabilitat des Gleich- 
gewichts folgt. Dies zeigt, daB man aus der Divergenz der Transformation 
in die Normalform nicht auf Instabilitaét schlieBen kann. 

Bekanntlich lassen sich die Hamimtonschen Differentialgleichungen (6) um 
einen Freiheitsgrad erniedrigen, indem man nur die Lésungen mit demselben 
Werte von H betrachtet und ¢ eliminiert. Im Falle n = 2 erhalt man so ein 
HamiLtTonsches System 


- dz . dy . 
(7) da = Ky> 7 * —K, 

mit einem Freiheitsgrad, wobei K auBer von xz und y noch periodisch von der 
neuen unabhangigen Variabeln wu abhaingt. Fiir ein solches System ist nun 
ebenfalls die formale kanonische Transformation in eine einfache Normalform 
bekannt [6], falls K eine mit quadratischen Gliedern beginnende Potenzreihe 
in 2, y mit periodischen Koeffizienten ist und noch eine gewisse Bedingung 
iiber Irrationalitét erfiillt wird. Man kann unseren Beweis auf diesen Fall 
iibertragen und direkt zeigen, daB im allgemeinen jene Transformation diver- 
giert. Wie Porncar£& zuerst bemerkt hat, laBt sich ferner die Diskussion der 
Stabilitat der Gleichgewichtslésung x = 0, y = 0 von (7) zuriickfiihren auf die 
Untersuchung einer inhaltstreuen analytischen Abbildung der Ebene auf sich 
in der Umgebung eines Fixpunktes. Solche Abbildungen sind dann von 
BrrkHorFF [9] eingehend studiert worden, und er hat insbesondere durch 
formale Potenzreihen-Transformation der Koordinaten eine einfache Normal- 
form der Abbildung gewonnen. Im interessantesten Falle, dem sog. ellipti- 
schen, wiirde aus der Konvergenz der Transformation folgen, daB in den neuer. 
Koordinaten alle zum Fixpunkt konzentrischen Kreise mit geniigend kleinem 
Radius bei der Abbildung invariant bleiben, woraus sich dann die Stabilitat 
ergibe. Eine Ubertragung unseres Beweises zeigt nun aber, daB im allgemeinen 
fiir den elliptischen Fall der analytischen Abbildung eine konvergente Trans- 
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formation in die Normalform unméglich ist. Die beiden Ubertragungen er- 
fordern keine neuen Hilfsmittel und werden weiterhin nicht durchgefihrt. 

Da bisher noch kein vollstandiger Beweis fiir die formale Transformierbar- 
keit Hamiutonscher Systeme in die Normalform unter Beriicksichtigung der 
Realitatsverhaltnisse veréffentlicht wurde, so wird ein solcher in den folgenden 
3 Abschnitten dargestellt. Der eigentliche Divergenzbeweis ist funktionen- 
theoretischer Natur und beruht aut der naiheren Untersuchung gewisser 
Scharen langperiodischer Lésungen der Differentialgleichungen. Der ein- 
fache grundlegende Gedanke wird im 5. Abschnitt auseinandergesetzt. In 
den Einzelheiten ist dann die Durchfiihrung etwas miihsam, da die auf- 
tretenden Potenzreihen unendlich vieler Variabeln eine sorgfaltige Unter- 
suchung der Konvergenz notwendig machen. Die wesentliche Idee findet 
sich in etwas anderer Gestalt bereits bei Porycar£é [10], der darauf seinen 
ersten Beweis fiir die Divergenz der rein trigonometrischen Lésungen in der 
Himmelsmechanik griindete. Hierzu muB aber gesagt werden, daB dieser 
PorncaREsche Beweis sowie auch sein zweiter, der den Satz von der Nicht- 
existenz analytischer Integrale benutzt, noch nicht in der Vollstandigkeit 
durchgefiihrt worden ist, wie es fiir die Anwendung auf das Dreikérper- 
problem nétig wire. Vielleicht darf man jetzt zum 100. Geburtstage des 
groBen Mathematikers die Hoffnung aussprechen, daB auch sein Werk iiber 
Himmelsmechanik von den kommenden Generationen wieder stirker be- 
achtet und weitergefiihrt werde. 


2. Die Eigenwerte. 


Es sei H eine in der Umgebung des Nullpunktes konvergente Potenzreihe 


der Variabeln x,, y,(k = 1,...,”) mit reellen Koeffizienten, in welcher das 
konstante und die linearen Glieder fehlen. Man setze zur Abkiirzung z,= 2;,, 
Zein= Yx (k= 1,...,”) und schreibe den quadratischen Bestandteil von H 


in der Form 


l 2n 
H,=3> DS 812% 2 
~ bt=1 


k 
mit s,,= 8,. Betrachtet man in dem Hamittonschen System (6) die linearen 


Glieder der rechten Seiten, so haben sie die 2 n-reihige Matrix B = 3G, wenn 


gesetzt wird und hierin € die n-reihige Einheitsmatrix bedeutet. Wegen 
a o und @’= © ist dann 


(8) p’ 37D 3B, AE-PD)=$T3°AE+D) TS. 

also das charakteristische Polynom |A€—-G -,€-—P| eine gerade 

Funktion von A. Fiir die 2 Eigenwerte A,,..., A,, kénnen wir daher A,., 
A,(k =1,...,) annehmen. Wir setzen voraus, daB sie simtlich von- 


einander verschieden sind; dann sind sie insbesondere + 0. Ist A, nicht rein 
. . ee ee . = + es . 
imaginaér, so kénnen wir noch A, = A, wihlen, wo / ebenfalls ein Index der 
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Reihe 1, . . ., n ist und natiirlich / = k fiir reelles A,. Dann ist auch 7,,,,= A;,,- 
Es gibt eine umkehrbare komplexe Matrix €, so daB €* D € = Q die Dia- 
gonalmatrix mit den Diagonalelementen 4,, .. ., Ae, wird. Fiir die Spalten 
¢,.(k = 1,..., 2) von € gilt dann ¢,A, = DB ¢, und sie sind nur bis auf will- 
kiirliche komplexe skalare Faktoren d,+ 0 festgelegt. Wegen der ersten For- 
mel (8) und 2’ = & folgt 
—-@’S'*PIT= LC’. 


Bedeutet noch 2, die Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen 4,, . . ., a 
so ist 
g, 0) 0 2, 
e-(7 %), 23-(9 ¢)-(@5) -- 52, s425--2, 
=< ~1 


Be’ S'PIT=-LTC'," 


und folglich geniigt die Matrix M = (3 €’3-") ebenso wie € der Gleichung 

Mi BM = L. Daher ist M-' € = D eine Diagonalmatrix. Zerlegt man nun 
>, 0 

o-(* >) 

0 2, 


in zwei Diagonalmatrizen n-ten Grades, so erhalt man schlieBlich 


(9) €3E-C3MH-39-=(_4 4), 


und weil links eine alternierende Matrix steht, so gilt 9, = 9,. Durch Bildung 
der Determinante in (9) wird ersichtlich, daB die n Zahlen ¢, 3 ¢,,,,= d, 
(k = 1,..., ) simtlich + 0 sind. 


nm 


Fiir reelles A, sei ¢, reell gewahlt, wobei noch ein reeller skaiarer Faktor + 0 
willkiirlich ist. Ist 4, weder reell noch rein imaginar und A, = 4,, so wihle man 
¢,= ¢,, wobei noch ein komplexer skalarer Faktor + 0 in ¢, willkiirlich ist. 
In beiden Fillen kann man die Faktoren so bestimmen, da8 fiir k < n dann 
d,= 1 ~ird, wenn nicht A, rein imaginar ist. Im letzteren Falle ist aber A,..,, 


A, = 4, und dann wiahle man ¢,.,,, it,, wobei noch ein komplexer 


A 
skalarer Faktor + 0 in ¢, frei ist. Jetzt wird aber die Zahl 
d,= —ig¢3t,= —i1% 0'¢,=—i1% 3¢= d, 

reell und kann durch geeignete Wahl des skalaren Faktors in ¢, zu + 1 gemacht 
werden, also zu 1, indem man eventuell noch A, und 4,,,, vertauscht. Es folgt 
D> = Eund C’ 3 € = J, so daB sich € als symplektische Matrix erweist. AuBer- 
dem gilt 

— ~ - = 0g, 

CSC-CFPE- TC PCE-F57L=(, |). 


°. 0 


<1 
Bezeichnet man mit 4 die Spalte aus den Elementen 2,, . . ., zg, 80 ist die 
lineare Substitution 3 = €4 kanonisch und fiihrt die quadratische Form 
bases, — 
H, = 5 3’ G4 iiber in die Normalform 
n 
He= 3 Ate ye: 
Damit die urspriingliche Spalte j reell werde, muB jetzt die Bedingung € 5 = © 4 
erfillt sein. 
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3. Die Normalform von H. 

Es sei w eine Potenzreihe in den 2 Variabeln 2,, y,.(k = 1,...,) mit 
unbestimmten komplexen Koeffizienten, die mit dem speziellen quadratischen 
Bestandteile 

n 

(10) We= S! XeNy 

k=1 
beginnt. Bekanntlich wird dann durch den Ansatz 
(11) Wr = Yes Wy = §y (= 1,...,2) 
bei Auflésung nach den x,, y, die allgemeine kanonische Potenzreihentrans- 
formation der Form 
(12) m= E,+°°:, Y= Mmt+*°° 
geliefert, bei der also die linearen Glieder die angegebene einfache Gestalt 
haben. 

Es sei w, der Bestandteil /-ten Grades der Reihe w (x, 7) und entsprechend 


seien 2), Y¥,, die Bestandteile bei x,(&, 7), y,(&, 4). Wegen (10) und (11) 
hat man 


x x 
y=&—D'w, , Yr = M+D Wie. ; 
i=3 l=3 & 
und hieraus ergeben sich rekursiv die 2,,, y,,(k = 1, ..., n) fir 1 = 2,3,... 


Es wird jeder Koeffizient von 2,,+ Wisin, (E, n) und Yx,— Wys,2 (€, 4) ein 


Polynom in den Koeffizienten von w,, ...,w, mit ganzen rationalen Zahlen- 
. 2 l u 
koeffizienten. Ist nun 
H = 3’ K, 
l=2 

die Reihenentwicklung von H nach homogenen Polynomen in den &,, 7,, 80 
ist 

Po oe ae 

K,= Ask Uk 

k=1 

und 


n 
K, = 3 A, {Ew (Fm) — Mme Wry, (F, m)} ++ °° (i = 3,4,...), 
k=1 k k 
wo die Koeffizienten der rechts nicht hingeschriebenen weiteren Glieder Poly- 
nome in den Koeffizienten von wg, . . ., w,-, sind. Tritt das Potenzprodukt 


n 

iD ame Ea, By 

F —= IT &%x nF 
k=1 


in w, (€, 7) mit dem Koeffizienten y auf, so hat P wegen 


/ 
n n 
An (Se Pe — Me Py) = PY Ay (ee— Be) 
k=1 k k k=1 


in K, den Koeffizienten 


n 


(13) x= yAt:>-, A= Ay(a,— Bx). 


1 
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wo die weiteren Summanden von x Polynome in den Koeffizienten von w, 
Ww) sind. 

Von nun an werde wie in der Einleitung vorausgesetzt, daB zwischen 
} See i, keine homogene lineare Gleichung /,g,+ --- + A,g,= 0 mit ganzen 
Koeffizienten g,, ..., g, besteht, auBer fiir g,= 0, ...,g, = 0. Dann ist in (13) 
der Faktor 4 = 0 nur fiir «,= ~,,...,%,= 8,. Folglich kann man zu beliebig 
vorgegebenen wy, ...,w,-, das Polynom w, fiir jedes / > 2 so bestimmen, 
daB K, ein Polynom in den n Produkten wm, = &,% (k = 1,..., ) allein ist, 
und insbesondere wird dann also K,= 0 fiir ungerades /. Dabei bleiben in w, 
noch alle Glieder willkiirlich, die nur von den a, allein abhingen, wahrend 
die simtlichen anderen Glieder durch die Bedingungen x = 0 eindeutig fest- 
gelegt sind. Um auch die restlichen Glieder zu fixieren, wollen wir vorschreiben, 
daB in dem bilinearen Ausdruck 

n 
D =» (Exe — Mere) = 6S 5 
k=1 

kein Potenzprodukt der @, auftritt, wenn er als Reihe in den &,,7,(k = 1,...,:; 
dargestellt wird; dabei ist unter € die Spalte aus den Elementen ¢,= é, 
Cesn = Ny Zu verstehen. Der Bestandteil der Glieder /-ten Grades in ® (&, 7) ist 
namlich 


®, = J) {Ex Wie (E, ) + Me wi, (&, my ts: = lot: 
k=1 k af 
und dies zeigt, daB durch die zusitzliche Bedingung tatsachlich w, eindeutig 
bestimmt wird. 

Damit ist bewiesen, daB fiir genau eine Potenzreihe w die durch (11) ge- 
gebene kanonische Substitution die HammtTonsche Funktion H in eine Potenz- 
reihe von @, = &,7,(k = 1, ..., n) allein tiberfiihrt und zugleich @ in eine Reihe. 
welche kein Potenzprodukt der a, enthalt. 


4. Die Realitatsbedingung. 

Ist F irgendeine Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten, so soll durch F 
die Reihe mit den konjugiert komplexen Koeffizienten und denselben 
Variabeln bezeichnet werden. Die Hamiitonsche Funktion H = H(3) in den 
urspriinglichen Variabeln des 2. Abschnitts war reell, also H = H. Setzt man 
H = G(4) nach Ausfiihrung der linearen kanonischen Substitution 4 = € 4, 
so gilt 


G(s) = AE 3) = H(C4), GE) = HET C4) = GCC). 


Wir setzen €-"€ = B und benutzen die Normierung der Spalten c¢, von €. 


Ist A, = J, nicht rein imaginar, so ist ¢,= ¢,; ist Ay = — Ap = Agin (& Sm) rein 
imaginar, so ist ¢,= —ic,,,- Daher ist die Ersetzung von 4 durch G4 mit 
der Substitution z,«+2z,(A,= A,), Ze—> — i Zan: Zeon > — b 2 (Ay Ap; sn) 


gleichbedeutend, und offenbar ist auch diese kanonisch. 

Die im 3. Abschnitt eindeutig bestimmte kanonische Substitution (12) 
werde durch 4 = f (¢) abgekiirzt. Es ist G(s) = G(f (¢)) eine Reihe in den 
Produkten o, = &,7, allein, also gilt das gleiche von G (Ff (f)) = & (BF (0). 
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und da bei der Substitution ¢+2% £ der Ausdruck @, entweder durch @, oder 
durch — @, ersetzt wird, so ist auch G(@-'f (GB C)) eine Reihe in den @, allein. 
Andererseits ist mit ® (¢) = ¢’3 f (¢) auch der Ausdruck 
@ (Bl) = (BWC TF (BQ) = C IBF (BO) 
eine Reihe der Potenzprodukte in den «, allein. Da aber auch die Substitution 
3 = BF (BC) = €+--- kanonisch ist, so ergibt der Eindeutigkeitssatz des 
vorigen Abschnitts die Formel 
f (0) = BF (BO). 
Setzt man noch ¢ = € ¢, so wird also 
3 = €F (C70) - TF EG) 

eine reelle kanonische Transformation, und daher ist £ mit 3 reell. Folglich 
sind die Variabeln £,, », der Realitatsbedingung € ¢ = € ft zu unterwerfen, 
und dies bedeutet £ =@B¢. Sind insbesondere alle 4, rein imaginir, so hat 
man »,=t&, (k= 1,...,m) zu wihlen, und dann ist wegen 5 =% 4 auch 
y, = 1%,. Bezeichnet man in diesem Falle die Ausdriicke i y,, i-'y,, iH 
wieder mit y,, %,, H, so wird H rein imaginar und hat als Potenzreihe in den 
Produkten &, y, = &, &, lauter rein imaginire Koeffizienten. Es bleiben die 
Hamiutonschen Gleichungen (6) in der neuen Bedeutung der Symbole be- 
stehen und der Ubergang von 3 zu ¢ ist wieder eine kanonische Transformation. 

Die beim Realitaétsbeweis wesentliche eindeutige Bestimmtheit der Trans- 
formation in die Normalform hatten wir durch die zusitzliche Bedingung 
iiber ® erzwungen. Jetzt lassen wir diese Bedingung fort und verlangen dafiir 
die Realitét von Cf (€ 1f). Dann ist die Transformation nicht mehr vdllig 


festgelegt, sondern man kann £ = €-'¢ noch irgendeiner solchen kanonischen 


Potenzreihen-Substitution +g (¢) = ¢ + --- unterwerfen, bei welcher H eine 
Reihe in @,,..., @, bleibt und €f (g (€-'C)) wieder reell ist. Lassen wir zu- 


naichst letztere Realitatsforderung weg und bezeichnen die erzeugende Funk- 
tion der gesuchten Transformation 4 = g (¢) wieder mit w, so folgt aus der 
Untersuchung im vorigen Abschnitt, daB w (zx, 7) eine Reihe in den n Pro- 


dukten x,y, (k = 1,...,m) allein ist. Dann wird aber x,w, = 4, und die 


ne 
Substitution (11) fiihrt zu x,y, = &7%,, so daB die Reihe H bei jener Trans- 
formation sogar gliedweise invariant bleibt. Es gibt also auch bei Fortlassung 
der Bedingung iiber ® nur eine einzige Normalform von H. 

Zur Diskussion der Realitit ist es zweckmaBig, statt w auf folgendem 
Wege eine neue erzeugende Funktion einzufiihren. Man setze 2x,7),,= 8, und 
erhalt 


D n.w,.. &.= @.U,.. @ EL. = 8. Wg, « 
Ys Jk s,> Sh ks, k ek ks, 


Hieraus berechne man 8,, .. .. 8, als Potenzreihen in @,, .. .. @ 
in W,, ein. Mit der Abkiirzung 


und trage sie 


n 


f,.(w) = — log w,, = (1 - m,) +.<>* 
wird dann 


8, = w, ek. 
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Ferner ist 


n n 
. ‘ ds, 
don, = w,, ds, + 8p 5) Was, 1, = a Cx — (E=1,...,) 
l=1 l=1 : 
mit 
-p = Cp, 8, W, + 8,8, Uy. - = : 
Fx nr Sz Ws, bS, Ws, s, = Ou 
also auch umgekehrt 
ds, dak ~ - 
df, = - = J da, , Ter = Tuk 
he hs on = Tey FQ, ki Uk 1 
und demnach 
few, = fiw, A eee nd. 
Folglich existiert eine Potenzreihe v in @,, ..., w, mit den vorgeschriebenen 
partiellen Ableitungen Ye, = f,, und es wird 
ev ad Ve Cem 
Ss =@,e "hk, = F,e%%, y= Ne Mh (E=1,...,%). 


DaB diese Transformation fiir eine beliebige Reihe v kanonisch ist, laBt sich 
leicht direkt einsehen und auch durch Umkehrung der benutzten SchluBweise 
zeigen. Die Realitat wollen wir nur fiir den Fall rein imaginirer A, (k = 1, . . .,n) 
untersuchen und wie friiher i-' y,, i-'», wieder mit y,, , bezeichnen. Schreibt 
man dann statt i-!v wieder v, so lautet die Substitution wie vorher x, = £,e°°*, 
Ye= Mee "*~ Da konjugiert komplexe &,, n, zu konjugiert komplexen 2,, y;, 
fiihren sollen, so folgt ¥.. = - Va, (k -1,...,m). Dies besagt, daB man v 
mit lauter rein imaginiren Koeffizienten zu wahlen hat, abgesehen von dem 
belanglosen konstanten Glied. Damit haben wir in dem betrachteten Falle 
alle kanonischen Transformationen gefunden, welche die Hammtonsche 
Funktion in die Normalform iiberfiihren und der Realitatsbedingung geniigen. 

Wir hatten H als konvergente Potenzreihe vorausgesetzt; doch haben wir 
die Konvergenz nicht benédtigt, da die bisherigen Uberlegungen nur auf den 
algebraischen Eigenschaften des Ringes aller formalen Potenzreihen mit be- 
liebigen komplexen Koeffizienten beruhen. Andererseits werden wir ja auch 
spaiter zeigen, daB unter gewissen allgemeinen Voraussetzungen jede Trans- 
formation in die Normalform notwendigerweise divergiert. Es soll noch fest- 
gestellt werden, daB fiir jede gegebene beliebig groBe natiirliche Zahl s eine 
konvergente kanonische Potenzreihen-Substitution existiert, welche die simt- 
lichen Glieder von H bis zur s-ten Ordnung in die Normalform iiberfiihrt und 
die Realitatsbedingung erfiillt. Man hat zu diesem Zwecke nur fiir die reelle 
kanonische Transformation 4 = € f (€ 16) die erzeugende Potenzreihe w (x, ) 
zu bilden und sie bei den Gliedern s-ter Ordnung abzubrechen. Ist dann u (x, 7) 
die entsprechende Partialsumme von w, so werden durch den Ansatz Ue, = Yer 


uy. = & (k= 1,...,m) nach den Existenzsitzen tiber implizite Funktionen 2, 
und y, konvergente Reihen in &,, y,(l = 1,..., ). Fiihrt man die hierdurch 
erklarte konvergente reelle kanonische Transformation 3 >f aus und setzt 


noch € = € , so erhalt H die Normalform bis auf Glieder s-ter und héherer 
Ordnung. 


Ei 
fo! 
irs 
m: 


di: 
di 
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5. Die Grundlage zur Diskussion der Konvergenz. 


In diesem Abschnitt soll vorausgesetzt werden, daB n = 2 ist und die beiden 
Eigenwerte A,, A, rein imaginar sind. Zufolge der SchluBbemerkung im vorigen 
Abschnitt kann man sich zwecks Untersuchung der Konvergenz einer Trans- 
formation von H in die Normalform auf den Fall beschrinken, daB fiir 
irgendein festes s die Glieder in H bis zur Ordnung s — 1 bereits die Nor- 
malform haben. Wir nehmen spezielil s = 5 und kénnen dann H = F + G mit 


Yo hte ° it ee 4 : ‘ 
F = 1 (0% + 02%2+ 5 % + B2y2%+3 2%), Av=tOr, R= Xe Ye (k= 1,2 
und reellen 0,, 02, «, 8, y setzen, wahrend @ (zx, y) = — G (y, x) eine konver- 


gente Potenzreihe in den 2 Paaren konjugiert komplexer Variabeln x,, y, be- 


deutet, die erst mit Gliedern fiinften Grades anfiingt. Das Verhiltnis 7 = o 
1 1 
= pw sei irrational. Ferner soll F nicht von /,z,+ A,z, allein abhingen; dies 


bedeutet, daB die Zahlen « u — B, B uw — y nicht beide 0 sind. Bei geeigneter 
Anordnung der Variabeln kann man dann « u — f > 0 voraussetzen. 
Zunachst betrachten wir den Fall, daB auch G die Normalform hat, so 
daB also H = H (z,, z,) eine Potenzreihe mit rein imaginiren Koeffizienten in 
den Variabeln z,, z, allein ist. Sie mdge fiir |z,| < c,(k = 1, 2) konvergieren. 


Dabei soll c,, wie auch weiterhin cg, ...,¢;, bei gegebenen Koeffizienten von H 
eine geeignete positive Konstante bedeuten, die stets geniigend klein zu 
wahlen ist. AuBerdem bezeichnen wir mit Cj, .. ., C, entsprechend gewihlte 


Konstanten, die aber nur von den Koeffizienten von F allein abhingen. Setzt 
man noch H,, = ®,, so haben die Hamittonschen Differentialgleichungen die 
spezielle Gestalt 
dx dyk ‘ 
di = D, x, > oi — Dy x (k = 1, 2), 


dz ee 7 = = 
woraus —7,- = 0 folgt. Also sind z, und auch ®, von ¢ unabhingig. Sind fiir 
tf 
t= 0 konjugiert komplexe Anfangswerte x,= &, y,= m,.= & mit |&| < ¢ 
vorgeschrieben, so ergibt die weitere Integration 
,t 


> 


=£& = a. = fe a 
= = Sk Nk = Me, a> 


Yy; = mn, e Pk! (k= 1,2 
mit rein imaginaren @®,. 
Nach einem bekannten Satze iiber Kettenbriiche kann man zu jedem ge- 


gebenen e > 0 zwei teilerfremde ganze Zahlen p, q so finden, daB 


0<a(gu—p)<e, q>9 


gilt. Man setze noch = = x und betrachte die Identitat 
1 
, Pp P ; il 
i4(@, —-- ®,) =|" —~- )a- (au — B)4- (Bu - y+ alu ——) at 
| P ala P x | 
+B (u-?)4+i4(@,,-4,). 


Es folgt, daB fiir e < c, und 0 = 
positive Lésung z,= w, < Cy'eq 
Reihenentwicklung 


(14) wt = dot by+°°° 


W\ 


x¥ < C, die Gleichung p ®, = q ®, fiir z, eine 
-1 besitzt, und man erhialt eine konvergente 
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nach Potenzen von yz, deren Koeffizienten 45, 6,,... noch von p und q ab- 
hangen und reell sind. Dabei ist 6,> 0. Fiir e < c, gilt dann weiter 


\®, A, 7 Cz" Eq “ 3 
also ®, + 0, und die positive Zahl 
22q 2aqi 
t= ®,, ~ x ®, 
geniigt der Ungleichung 
22 l l : 
tT i =22q a Cy'e. 

Unter Benutzung von (14) erhalt man eine Reihenentwicklung von t nach 
Potenzen von 7, die fiir |y| < C; konvergiert. Da die Werte ®,r =i22qi 
und ®,r = i22>pi Vielfache von 2 zi sind, so haben die Lésungen 2,, y, 


in ¢ die reelle Periode t, und fiir ¢ = r gilt x, = &, y,= 4, (k = 1, 2). Hierbei 
sind die konjugiert komplexen Anfangswerte &,, 1, nur der Bedingung (14) 
E. \2 
S32 


| 
mit beliebigem nicht-negativen y= ~~ | < C, und w? = |é,| unterworfen. 
S1 

Nun fiihren wir eine feste kanonische Potenzreihen-Substitution 2, = 2,+---, 
Ye= Yet+*++ (k= 1,2) durch, welche fiir |z,| <¢,, |y,| <c, konvergieren 
mége und die Paare konjugiert komplexer Variabeln wieder in solche trans- 
formiert. Sind entsprechend §,= &+---, 7,.= m+ °*: die Anfangswerte 
in den neuen Verianderlichen, so setze man noch 


(15) EF =Cw,, m= Cur’, E,= Cow,, t= lo ws!. 
Fiir |&,| < cs. || < ¢, erhalt man aus der inversen Substitution 
= § m= é, tht >: = +--- 

‘ E.ns BB. be on: (fo)? +--- . 

Z Em Bite: C*#+--- “ 
also sind wt £+--- und x Potenzreihen in ¢, o und uw, wz! (k = 1, 2), 
welche fiir |¢| < cg, |o| < 1, ~ < |w,| < 2 konvergieren. Tragt man diese in (14) 
ein, so ergibt sich schlieBlich ¢ als eine Potenzreihe in o, w,, wg! mit dem kon- | 
stanten Gliede 65, welche fiir |a| < Cg, : < |w,| < 2 konvergiert. Ist |w,| = 1 





Par 


und o > 0, so wird auch £ > 0. Durch Einsetzen der Reihe fiir ¢ in x erhalt 


& 


‘ : , : 2xqi. ‘ : ' 
man jetzt fiir die Periode t go, eine Potenzreihe in o, w,, wz!. Mit 
1 
, 3 ee , 
al < C,, 5 < |w, 2 und ¢« < c, gelten dann die Ungleichungen 
2aq 
. ei2- — 1 _ we ; = 
(16) C c. eg", (3 7, Cy’e; 
aus denen nach (15) die weitere Abschatzung 
Lod | _ > | - | = 2 |! —1 
(17) (\E3| + la] + 1&2] + Imai)? |e] < Cove 


folgt. LaBt man dabei fiir o, w,, w, beliebige komplexe Werte zu, die nur den 
Bedingungen |o| < C,, 4 < |w,| < 2 geniigen, so werden auch ¢ und t kom- 
plex, doch bleiben die angegebenen Abschitzungen bestehen und es gilt die 








= Ff 
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Beziehung p ®, = q ®, identisch in o, w,, w,, so daB also die Lésungen 7,, 4, 
der transformierten Hamittonschen Differentialgleichungen fiir die Anfangs- 
werte é., 7}, die Periode t haben. 

Endlich werde nun angenommen, daB durch irgendeine noch unbekannte 
konvergente reelle kanonische Potenzreihen-Substitution die vorgegebene 
Hamiittonsche Funktion H = F + G in die Normalform transformierbar sei. 
Bezeichnen wir die Anfangswerte in den urspriinglichen Variabeln wieder ge- 
maiB (15), so erhalten wir nach der vorhergehenden Uberlegung eine drei- 
parametrige Schar von Anfangswerten mit periodischen Lésungen. Fiir diese 
sind o, w,, w, nur den Ungleichungen |o| < C,, $< |w,| < 2 unterworfen, 
und es ergeben sich ¢, t als konvergente Potenzreihen in o, w,, w,'. Dabei ist 
aber die Bedingung ¢ < c, zu beachten, und hierdurch tritt eine gewisse 
Schwierigkeit auf, da die GréBen c¢,,..., c, jetzt nicht explizit bekannt sind, 
sondern allein ihre Existenz aus der vorausgesetzten Existenz einer kon- 
vergenten Transformation in die Normalform folgt. Infolgedessen hat man 
beliebig kleine e in Betracht zu ziehen, und dies fiihrt wegen der Beziehungen 

Pa 
0<0,(¢u—p)<e und t=4 = zu beliebig groBen Werten von q und |r|. 

Jn der folgenden Untersuchung wird nun durch direkte Betrachtung 
ler Lésungen Hamittonscher Systeme in der Nahe der Gleichgewichtslésung 
gezeigt werden, daB im allgemeinen jene dreiparametrige Schar von Anfangs- 
werten geschlossener Bahnkurven nicht existiert. Fiir die Durchfiihrung 
dieser Untersuchung ist es von Wichtigkeit, daB wir auf Grund von (17) 


die zu den konjugiert komplexen Anfangswerten §&,, 7, (k = 1,2) gehérige 


Lésung nur fiir ein Intervall 0 <¢ < 7 zu verfolgen haben, fiir dessen Linge 
die Abschatzung 

(Gl + Gl)? I< Crte 

gilt, in der wir die rechte Seite durch geeignete Wahl von ¢e noch beliebig 
klein machen kénnen. 


6. Die Variationsgleichungen. 


Im spiteren Verlauf der Untersuchung wird es notwendig sein, die Koeffi- 
zienten von G (2, y) -@(y, x) auch als variabel anzusehen und die Lé- 
sungen des Hamittonschen Systems als Funktion der Anfangswerte und der 
Koeffizienten zu studieren. Zur Vorbereitung soll zunichst ein etwas allge- 
meineres System von Differentialgleichungen erster Ordnung betrachtet 
werden, das einen Parameter »y in einfachster Weise enthilt. 

Es seien wieder 2,, y; (k = 1, ..., ) n Paare von Variabeln und 2, y, = 2,; 
ferner sei g, eine Potenzreihe in z,,...,z, allein und g,, h, Potenzreihen in 
allen 2” Veranderlichen, sémtlich mit gegebenen komplexen Koeffizienten. 
Die Reihen g,, 9;, 4, (k= 1,...,) mégen fir |z,| <r, |y,| << r(l/=1,...,m) 
konvergieren und absolut < M sein. Mit einem komplexen Parameter vy vom 
absoluten Betrage < 1 betrachten wir das System von Differentialgleichungen 


dzz dyk 
(18) Pet, “Gy = — eet rh, (k=1,...,2) 
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mit den von » unabhangigen Anfangswerten z,= &,, y,= 7, fiir t= 0, die 
durch |€,| - > > | Mel - = beschrankt seien. Nach bekannten Existenzsitzen 
gilt fiir die Lésungen eine Reihenentwicklung nach Potenzen von r, also 

(19) m= Xp-+vUyp+--+, y= Vit vVit:::, 

worin die Koeffizienten X,, U,,... und Y,, V,,... wiederum Potenzreihen 
in ¢ und den Anfangswerten sind. Es gibt eine nur von r, M, n abhangige 
Konstante c > 0, so daB die Reihen z,, y, fiir |é,| - a In| - : (i = I,..., 2), 


|»| < 1 und |t| < c konvergieren. Fiir ¢ = 0 wird insbesondere X,= &,, Y¥,= n,, 
wiahrend alle anderen Koeffizienten verschwinden. Durch Einsetzen in (18) 
folgt erstens 


- dX, . dYx > 
(20) a Pe Xe Gy = — Pele, 
wo in g, die Variabeln z, durch Z,= X, Y, (l= 1, ..., m) zu ersetzen sind, und 


zweitens zur Bestimmung von U,, V, das System der Variationsgleichungen 


dU r =~ 4 , } 
| y = Ge Up + Xe di (V, Ui, + Xi Vi) Pez, + Ge (X, Y) 

(21) l=1 1 
iV aii Wea oe am 

l=1 I 


: , . dZ 
Die Integration von (20) liefert = = 0, Z,.= Exne= @,, 80 daB gy, und ¢,,, 
von ¢ unabhiangig sind, und 
(22) X,=6&,e#, Y,= ne te . 


Die Integration von (21) ergibt zunachst 
t 


(23) ¥,U,+X_Ve= f{Yege(X,¥)+ Xe (X,Y) dt (k=1,...,n) 
0 


und sodann Y, U,, X, V, selber durch eine nochmalige Quadratur; doch wird 
spater nur der Ausdruck (23) explizit gebraucht werden. 
Wir spezialisieren noch (18) zu dem Hamiitonschen System 


d d 
(24) qe =(F+%@),, “-=-(F+@),,. 
Hierin sei F = F (z) eine Potenzreihe in 2, . . ., z, allein und G = G (z, y) eine 
Potenzreihe in allen 2 Variabeln x,, y,(k =1,...,). In (18) wird dann 


Pr= Fy, I= Gy, = — G,,, und folglich geht (23) tiber in 
t 

(25) Y,0,+X,V.= f { Y,Gy, (X, Y) — X, G,, (X, Y)}d¢ (k=1,...,%). 
0 


Die Reihen U,, V, lassen sich auch folgendermaBen charakterisieren. Man 
setze vy = | in (24) und betrachte jetzt alle Koeffizienten in G als Unbestimmte. 
Dann sind die Lésungen z,, y, Potenzreihen in t, den Anfangswerten &,, 7, 
und jenen unendlich vielen Koeffizienten, und die in bezug auf die Koeffi- 
zienten homogen linearen Bestandteile in den Reihen sind gerade U,, V,. 
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7. Abschitzungen. 


Da wir weiterhin die Lésungen von Differentialgleichungen als Potenz- 
reihen in den unbestimmten Koeffizienten untersuchen wollen, so miissen wir 
einige Abschatzungen genauer ausfiihren, als es sonst bei den iiblichen Be- 
weisen der Existenzsitze nétig ist. Zur Vorbereitung dient Hilfssatz 1, bei 
dem noch feste Koeffizienten vorausgesetzt werden. 


Hilfssatz 1: Es sei p,(k =1,...,m) analytisch in den m+ 1 komplexen 
Variabeln y,,..., Ym, und t im Gebiet |y,| < R(l=1,..., m), |t| < Q und dort 
absolut =< M. Es mégen alle yw, nebst ihren simtlichen partiellen Ableitungen 
nach Y,,..+-; Ym bis zur zweiten Ordnung einschlieBlich fiir y,= 0, ..., Ym=9 


; , ; : R . 
identisch in t verschwinden. Es sei 0 < r - , und es bedeute y;, = y;,(n, t) die 


9 
Lésung des Systems von Differentialgleichungen 


dyk 


(26) di Ve (k= 1,...,m) 


mit den Anfangswerten y;,= , fiir t= 0. Dann ist die Funktion y;,(n, t) ana- 


lytisch im Gebiet 


R3 
"1 r (t=1l,...,m), lt < Min ( Q, = 973 
und es gilt dort ly. — nel <r. 


Beweis: Es sei u eine weitere komplexe Variable. Liegen y, .. ., y,,, ¢ im 
Gebiet |y,| < R(l=1,...,m), |t| < Q, so ist nach der Voraussetzung iiber 
das Verschwinden der Ableitungen die Funktion u-* y, (yu,t) von wu fir 
|u| < 1 regular und fiir |u| = 1 absolut <= M, also 
(27) lp, (y u, t)| < M |u|* (jw| <1). 

Man wihle speziell fiir u eine positive Zah! im Intervall 
Max (-% pee) tax &< by 
Dann ist |y,uw| < R(l/=1,...,m), und man kann (27) mit yu statt y 
anwenden. Der Grenziibergang u > u, ergibt die Abschaitzung 
(28) ly, (y, t)| < M R-* Max (\y,|°, . . ., |y¥nl*). 


Ware nun die Behauptung des Hilfssatzes falsch, so gibe es nach dem 
Existenzsatz iiber die Lésungen analytischer Differentialgleichungen bei ge- 
eigneten 7, . . -, Nm des Gebietes |7,| < r (J = 1, . . ., m) im Kreise 

3 
°'8Mr* 
einen Punkt t,, so daB auf der Strecke von 0 nach t, die Funktionen y, (7, t) 
regular und fiir t+ t, die absoluten Werte |y,— | <r (k= 1,...,m) sind, 
wihrend in ¢, fiir mindestens einen Index k der absolute Betrag |y,— %,| = 7 
wird. Integriert man (26) iiber diese Strecke, so folgt mit (28) der Widerspruch 


It}<o= Min ( @ 


ty 
r= | f we (y, t) dt| <M R*(2rhd <r, 
0 


womit der Hilfssatz bewiesen ist. 
Math. Ann. 128. 1] 
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Im folgenden seien f,,...,f,, Potenzreihen in 2,,...,2,,, die erst mit 
Gliedern dritter Ordnung beginnen. Ihre simtlichen Koeffizienten werden 
als komplexe Unbestimmte angesehen, und zwar mégen fiir / = 3,4,... die 
Koeffizienten der Glieder l-ter Ordnung absolut </+ 1 sein. Fiir diese Koeffi- 
zienten soll das Symbol A benutzt werden, da eine Unterscheidung durch 


Indizes zunachst nicht notwendig erscheint. Ferner seien ,, . . ., A, Tein ima- 
ginire Konstanten. Mit 6,, ...,b,. werden geeignete positive Zahlen bezeich- 
net, die noch von m und |A,|,..., |A,,| abhaingen kénnen und stets geniigend 


klein zu wahlen sind. Wir untersuchen nunmehr die Lésungen 2z,= 2, (é, t) 
des Systems von Differentialgleichungen 
dz, 


(29) dt Ay 


Zy + hi (k _—— 


mit den Anfangswerten 2,= &, fiir t= 0. Schreibt man ausfiihrlicher f, 
fy (%, .~-, Zp), 80 geht dies System durch die Substitution 


Ly e*kt Ye, e~*zt fi. (¢ ot he Ban 0 « 05 Am é Ym) Wr 


iiber in (26) mit den Anfangswerten y,= &, fiir t= 0 und den Lésungen 


y,(&, t). Es sei t, eine positive GréBe, die spiiter noch naher festgelegt werden 
soll, und man setze t = tj+ s. Jetzt wird fiir y,(&,t,+ 8s) als Potenzreihe in 
&,, .. +, &_, & und den unendlich vielen A eine Majorante gebildet und die 
Konvergenz untersucht werden. Hierzu hat man zweimal Hilfssatz 1 anzu- 
wenden und das Majorantenprinzip von Caucny heranzuziehen. Ubrigens 
kénnte man im folgenden auch die Bemerkung von Hilfssatz 1 vermeiden und 
die nétigen Abschitzungen direkt der Caucuyschen Methode entnehmen, 
doch waren dann die Rechnungen umstandlicher. 


In diesem Absatz betrachten wir t voriibergehend als eine reelle Variable 


und fassen y, als eine Potenzreihe in y,,..., y,, und den A allein auf, deren 
Koeffizienten Funktionen von ¢ sind. Da 4,,...,A,, rein imaginiar sind, so 
ist dann offenbar /f, (y,, . . ., Ym) eine Majorante von y, beziiglich der Variabeln 
y und A. Es seien nun y,= yj (&, t) fiir k = 1,..., m die Potenzreihen in 
E,,...+, &, und A, welche formal der Differentialgleichung 

dyke 
(30) de Se (Yas - + +> Ym) 


mit den Anfangswerten y,= &, fiir t= 0 geniigen. Ordnet man sie nach 
Potenzen der &,, ..., &,, allein, so ergeben sich durch Vergleich entsprechender 
Glieder auf beiden Seiten von (30) die Koeffizienten rekursiv als Polynome 
in ¢ und den A mit nicht-negativen rationalen Zahlenkoeffizienten. Nach dem 
Majorantenprinzip ist dann yf (£,t) eine Majorante von y,(é, t) in bezug auf 
die Variablen & und A, falls dabei ¢t als positive Zahl angesehen wird. 
Wegen der Annahme |A| </+ 1 (l = 3,4,...) fiir die einzelnen Koeffi- 
a a f ; Oe chem ht aot 
zienten der Glieder l-ter Ordnung in f,, . . ., f,, gilt sicherlich |f, (y,, ---, Ym)| < 57 


fiir |y,| < 3s -- +> |Yml < g- Da die /, sogar von t unabhangig sind, so ist zufolge 
Hilfssatz 1 die Funktion yf (&,t) von &,,..., &,, und t analytisch im Gebiet 


l&l<r< ; (i= 1,...,m), |t| < bgr-* 
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E, ry. Also folgt insbesondere die Konvergenz der 


und dort |yf (&. t) 
Potenzreihe yf (é,t) im gleichen Gebiete, und bei Beschrinkung auf positive 
Werte von ¢ ist dann dort yf (&, t) eine konvergente Majorante von y,(é, t) 


beziiglich € und A. 

Jetzt werde yw, wieder als eine Potenzreihe in y,, . . .. y,,. A und t betrachtet. 
Dann ist die Reihe 
Li ¢ Api et (e ae So ’m'* y,,) 

offenbar eine Majorante von y, in bezug auf diese simtlichen Variabeln. Es 

yz* (€. t) die Potenzreihe in &,,..., &,,, A und t, welche formal 

ae ; dyk 
der Differentialgleichung —), 4. (k =1,...,m) mit den Anfangswerten 
, / 
y,= &, fiir t= 0 geniigt. Die Koeffizienten ergeben sich rekursiv als nicht- 
negative reelle Zahlen, und nach dem Majorantenprinzip ist yf* (é, t) eine 


Majorante von y;,(&, t) beziiglich aller Variabeln &, A und ¢. 


sei noch y, 


b-!. Nach Hilfssatz 1 


Fiir |y, b,(l=1,...,m) und |t 1 ist |y, " 
ist dann yf*(é,t) als Funktion von &,,..., &,, und ¢ analytisch im Gebiet 
: bs ‘ 
El<r<—=(l=—1,...,m), if Min (1, 6; r~?) 
und dort ye* (&, t) &, r. 


r (l 1,..., m). Bei geniigend kleinen 


; ] , » 
Nun sei r < { Min (1, 63) und | 6, 
x,(&, t) der Differentialgleichungen 


gilt dann fiir die Lésungen 2, 


t,| und 
t,+ s die Kompositionsformel x, (&, t) = 2, (&, 8), 


Ss 
0 
A 


(29) mit &,= 2, (&, ty) und ¢ 


also 


> 


- at - - at fe 
yx (€,t) =e “k's yy, (€, 8), &, = ek" yy (E, to). 


a: l . . 
t,< b,r-* ist wegen [&, r< {die Reihe yf (é, ty) 


eine Majorante von y,(&,t)) beziiglich £,A und ferner | yf (é, ty) 


yp (&, ty) 2rund |&,| < 2r. Da auBerdem 2 r 
fiir |s Min (1, 6, r-*) die Konvergenz der 


yt* (y% (&, tp), 8) und die Abschatzung 


Unter der Annahme 0 : 
r, 


_<' . 
> ist, so folgt weiter 


also 


zusammengesetzten Reihe 


lut* (yt (&, t), 8) — & 


Erst recht ist also 
le~*e a, (&,t) — &| <r, 


und yf* (yf (é, t)), 8) ist eine Majorante von e~*k“*** x, (&, ty+ 8) in bezug 
Setzen wir von nun an r < b, voraus, so ist 


auf die Variabeln £, A und s. 
mit 0 < t)< b,r-? fiir |E,| < r (l= 1, ..., m) und |s| < 1 die Funktion z, (&, t)+ s) 


regular. 

Zur Vereinfachung des Ausdruckes fiihren wir folgende Bezeichnung ein. 
Es sei ® irgendeine Potenzreihe mit komplexen Koeffizienten in gewissen 
Variabeln, unter denen auch die A vorkommen kénnen; dann verstehen wir 
unter |@| die Reihe der absoluten Betriige aller Glieder. Mit dieser Abkiirzung 


sprechen wir das hauptsichliche Ergebnis dieses Abschnittes nochmals aus. 
11* 
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Hilfssatz 2: Mitr < b, und 0 < t,< b,r-* gilt im Gebiet |&,| < r (lL= 1, .... m), 
|s| < 1 fiir die Lésungen der Differentialgleichungen (29) die Abschitzung 


int - - 
| e~4e! x, (&, t) — &| <r, 


wenn £, A und s = t — t, als die Variabeln angesehen werden. 





8. Die Gleichungen z, = &, fiir k = 1, 2. 
Indem wir wieder die Bezeichnung der Variabeln andern und m = 2n 
setzen, wenden wir uns zur Untersuchung des Systems (18), worin wir noch 
vy = 1 wahlen wollen. Die Differentialgleichungen lauten demnach 


3 dzz dyk 
(31) de Pu MT Ox» = ee Tt hy (k= 1,...,m), 
und darin sind die g, Potenzreihen in den n Produkten z,= 2,y,(l = 1, ..., n) 


allein, die g,, A, Potenzreihen in allen 2 Variabeln x, und y,, simtlich mit 
komplexen von ¢ unabhangigen Koeffizienten. Fiir unseren spiteren Zweck 


geniigt es, die g, als lineare Funktionen von z,, . . ., z, anzusetzen, also 
n 
Me =Aet+ D> And (b= 1, .. 5%); 
l=1 
wobei die A, rein imaginir und die |A,,| < 4 seien. Die Potenzreihen g,, h, 


mégen erst mit Gliedern vierter Ordnung beginnen, und ihre Koeffizienten 
seien wieder Unbestimmte A, die bei den Gliedern /-ter Ordnung fiir / = 4, 5, ... 
den Bedingungen |A| </+ 1 geniigen. Offenbar ist das System (31) ein 





Spezialfall von (29); man hat dort nur y,, .. ., y, statt 7, 44,..., x, zu schreiben 
und 

Anan = — Ans fe = (Me — An) Te + Ye fean = (Ac — Dx) Ye + (e=1,...,2) 
zu setzen. Analog schreibe man 7, ..., 4, anstelle von &,.4,,..., En, wobei 


aber die Verwechslung mit den friiher benutzten 7 zu vermeiden ist. 

Entwickelt man gema&B (19) die Lésungen z,, y, von (31) mit den Anfangs- 
werten z,= &,, y,= 7, fiir t= 0 in eine Reihe, so werden X,, Y, durch (22) 
gegeben, sind also von den unbestimmten Koeffizienten A der g,, h, (J = 1, . . .,n) 
unabhiangig; die Reihen U,, V, vereinigen genau die Glieder ersten Grades 
aus der Entwicklung von 2z,, y, nach Potenzen der A, und fiir sie gilt (23); 
allgemein umfassen die Faktoren von »v?(p=0,1,...) in (19) genau die 
Glieder p-ten Grades in den simtlichen A. Dabei ist jedoch bei dem Vergleich 
mit der betreffenden Reihenentwicklung im vorigen Abschnitt zu beachten, 
daB soeben die n* Koeffizienten A,, in 9,,..., @, nicht als Variable A an- 
gesehen wurden. 

Wir zerlegen 


e~%* (x, — X,) = (e~*k' x, — &,) + e~ 7e* x, (e(4e-%)* — 1), 


evk (y, — Y,) = (e*#* yp — my) + 678° y, (e(%-**)' — 1), 


setzen wieder ¢t = ¢,+ s und entwickeln nach Potenzen von &, 7, 8 und allen 
A, wobei nun auch die A,, zu beriicksichtigen sind. Unter den Voraussetzungen 


a ia  ™ bl 


gi, ot. on tate 
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r< be, 0< t< bar-* gilt dann im Gebiet |&,| <r, |y,|<r(l=1,...,n), 
8 1 nach Hilfssatz 2 die Abschatzung 
e~*k x, — El <r, e*k y, — nl - vs 

und andererseits ist 

\(An — Px) (to + 8)| < 4.1? (b, r-? + 1) < BF. 
Daraus folgt 
(32) le Pe" (ay - X;)|- bor, jem’ (y, — Yy)| < by'r. 
Da die Potenzreihen g,, h, in (31) mit Gliedern vierter Ordnung in den Varia- 
beln 2,, y, (l= 1,...,) anfangen, so treten auch bei den Potenzreihen fiir 


e~%k® (x, — X,) und e*%‘(y,— Y,) keine Glieder kleinerer als vierter Ordnung 
in den &,, y, auf. Nach der bereits beim Beweise von Hilfssatz 1 verwendeten 
SchluBweise des Scowarzschen Lemmas erhalt man dann aus (32) die schir- 
feren Abschatzungen 








(33) le %* (2, — X,)| < by'r 3 fa | e%e' (y, — Y,)|< b;! y-3 EA 
mit 
(34) & = Max (\é,|,..., |&,|, |ml,--->lmal)<7, Is] <1. 


Von nun an beschrinken wir uns wieder auf den Fall n = 2 und setzen 
tw,, mn=Cwr! fE=tow =tow;! 
1~ SM, MSM, >, se=S 2> Ne=6 2 


w¥r 


in Analogie zu (15). Unter der Voraussetzung 
bad | r 2 l oe & c 
x O<|of<1l, >< |u| <2 (k = 1, 2) 
ist dann die Forderung & < r in (34) erfiillt und auBerdem 
(35) \¢] s |é| S22]. 
Wir schreiben den Ausdruck 
Lk = 
ste 1 =e % &* (x, — X,) 
als eine Potenzreihe in ¢, o, w,, w,, A und s = t — ty. In bezug auf w, und w, 
ist dies eine LaurEntsche Entwicklung; in bezug auf ¢ beginnt die Reihe mit 
¢3; in bezug auf o beginnt sie fiir k = 2 mit o und fiir k = 1 mit o°®. In den 
neuen Variabeln gilt zufolge (33) und (35) die Abschaitzung 
| 2 rt, 
|X, x, 
Es sei o, eine Zahl des Intervalls 0 < o)< 1, die spiter fixiert werden wird. 
Ist dann 


—] 


, 1 p-3 | P13 
oe, r* icr, 








— 1) 5b,1r-* |g) Iol 


| 
- lel bad ai 
09< lal <1, |f| < dy rao’, 


so gilt 


—1 3 | P13 — A—-1 »-3| P18 | -/-1 — 
b; r-3|¢| sb; r*|C*\ol"*<z5: 


— Tk P ' 
und man erhalt fiir den Hauptwert von log X, eine Potenzreihenentwicklung 
1. 1-3 |F|3 *s | = p-1,-3 | 718 |g, |-1 
log X, by’ r-3 |2|*, | log x, |= by 7? |C|* lool. 
Yk 


7 = rk 
Analoge Ungleichungen gelten fiir Yt anstelle von y. (k = 1, 2). 


mit 


(36) 
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Um den Anschlu8 an den 5. Abschnitt zu bekommen. werde weiterhin 


Pi= (QQ + a+ Pz), Po=t(O.+ Paty). A= AY, w= Te2Ye 
vorausgesetzt, mit reellen Koeffizienten 0,, 0,, «, 8, y. irrationalem Verhiltnis 
A, Os , rs 14 
F - fund ja). |f|. |y| S 4. Wir iibernehmen aus Abschnitt 5 auch die 
“1 1 
Annahme, daB « u — B > 0 ist. Zu gegebenem e > 0 seien wieder irgend zwei 


teilerfremde ganze Zahlen p, q so gewahlt, daB die Ungleichungen 


(37) O<o(qu-—p)<e, q>O 
gelten. Definiert man nun 
22q 
ty A , 


so ist diese positive Zahl kleiner als b,7r-*, falls die Bedingung 

(38) ? Dye q 

erfillt ist. AuBerdem sei noch b,.< 6,, so daB (38) auch die andere Voraus- 
setzung von Hilfssatz 2 umfaBt. 

Wir untersuchen jetzt die Gleichung z,= é, fiir die Unbekannte s = t — t, 
und wollen zunichst annehmen, sie habe eine Lésung s vom absoluten Be- 
trage < 1. Aus der Zerlegung 

tk  %k eet 
&& Xk 
folgt fiir dieses s mit einer geeigneten ganzen Zahl Q die Gleichung 


(39) 221 Q = 9, (t,+ 8) + log x. 

wobei z,,2, in g, durch §,y,= C7, &,y.= (€ o)* zu ersetzen sind. Ist sogar 
Is|} <bs< 1, r<byq i, Idl- bist, 

so ergibt sich aus (36) und (39), daB 

(40) Q=2q="y)"¢ 


ist. Setzt man umgekehrt diesen Wert von Q in (39) ein und benutzt die 


Potenzreihe fiir log x , so erhalt man durch Auflésung dieser Gleichung fiir s 


eine Reihenentwicklung 


‘ 9 . Fi 
(41) 918 = 227i Q{1—-;")+ 
1 
und entsprechend 
Q,t=2271Q+::: 
wo die weiteren Glieder rechts eine mit der dritten Potenz von [ beginnende 
Potenzreihe der Variabeln C, o, w,, w,, A bilden, welche fiir 


1 l 
o Pa . > le » 
r<b.¢q *, ICl<5,r, Io l, 3 wy 2 (E = 1, 2) 
absolut konvergiert und |s| < b,, ergibt. 


Fiir dasselbe s = t — f, sei nun auch die Gleichung z,= é, erfiillt. Ent- 
sprechend zu (39) wird dann 


° zx 
221i P= Pol(tot+ 8) + logy 
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mit einem gewissen ganzen P. Hierin trage man fiir log r die Reihe nach 
= 


Potenzen von C, ¢, w,, w,, 8, A ein und weiter fiir s die aus (41) folgende Reihe 
in ¢, 6, W,, Wy, A. Dabei ist zu bemerken, daB jetzt auch unendlich viele 
negative Potenzen von o auftreten kénnen. Wegen 


(42) 22i(P g,— Q G2) = 9, log - Pz log — 
Xs Xx, 
und (37), (40) folgt dann 
P=sp= 1 Q 
falls 
é bis, r big Y t \¢| - boo? Go! 0o< la| <1 


vorausgesetzt wird. Endlich werde nun andererseits (42) fiir diesen Wert 
von P nach € aufgelést, wobei also s durch (41) festgelegt ist. Nach Division 
durch den Faktor = 2 a erhalt man fiir die linke Seite von (42) den Ausdruck 
(43) © *(p Q.— 4 G2) = (ap — Bq) + (Bp— vq) (CoP?— o(qu — Pp). 


Von nun an seien «, f, y fest, und es werde zugelassen, daB die weiteren 


Konstanten 0,,. ..., 3, auch noch von a, 8, y abhangen kénnen. Fiir e < 6,, 
ist dann 
(44) ap—Bq=a(p—qpu)+q (au — B) > dood, 


und fiir gy9< |o| < by, ist daher 


l 
2 

(Bp-yqoel< 9 lap— pq. 
Die Entwicklung der rechten Seite von (42) nach Potenzen von ¢, a, w,, W2, A 
beginnt in € mit einem Gliede dritten Grades, und die Reihe der absoluten 
Betrige aller Glieder ist wiederum kleiner als 65,' r-*|f|8\o,|-". Unter der 
Voraussetzung 

If] < dos r?agq 
wird nun 
ee - J 1 e19\— 
bs; ie 4 he ldo| 1 (Doo |f|?) a 


Setzt man dann noch 


. 01 (@#—P) : 
(45 =v", 

ap—Ba 
so erhalt man aus (42) eine Potenzreihe 
(46) C=f(v)=v+-:- 
iN V, G, Wy. We, A, welche fiir 

. l : 
v| < beg? gq, dox< lal < Dog, x < ley| <2 (k = 1, 2) 


absolut konvergiert und die einzige Lésung von (42) unter der Bedingung 
If] < Dyr agg 
bildet. 
Man wahle nun 


! Doo 
—_ $ - 
r=byq *, do= 2° 
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wobei noch 6,, kleiner als die Konstante C, in Abschnitt 5 sein mége. Wird dann 


b ; l 
S < lal < by, =< lwl<2 (k= 1,2) 


e<b,, |¢| < bsg, = 
vorausgesetzt, so folgt aus (37), (44) und (45), daB (46) die Lésung von (42) 
liefert. 

Entsprechend lassen sich die beiden Gleichungen y,= y,(k = 1, 2) dis- 
kutieren. An die Stelle von (39) tritt dann 


221 Qi= — Giltot 4) + log-> 
mit ganzem Q,, woraus fiir |s| < 5,5, r< b44q + itl - b,;r zunachst Q,= — Q 
folgt. Entsprechend ergibt sich weiter 
~22i P= — galty+ 8) + log Y. 
fiir e < Dy, r < Dygq + 12] - bap? Go", dy< |o| < 1, und hieraus 
(47) 221i(P o,— Q G2) = 2 log Y. — g, log Y. 


Im allgemeinen brauchen die durch Auflésung der beiden Gleichungen x, = &, 
(k = 1, 2) nach s und ¢ gefundenen Reihen in o, w,, w,, A nicht mit den ent- 
sprechenden fiir die Gleichungen y,= 7, iibereinzustimmen. Es werde nun 
aber angenommen, daB alle vier Gleichungen identisch in o, w,, w, simultan 
lésbar sind. Indem man die beiden Reihen fiir € einander gleichsetzt, erhalt 
man bei Koeffizientenvergleich beziiglich der Variabeln o, w,, w, analytische 
Bedingungsgleichungen fiir die unbestimmten Koeffizienten A. Diese sollen 
nun fiir den Hamittronschen Fall naiher betrachtet werden. 


9. Der Divergenzbeweis. 

Zuniachst bestimmen wir den beziiglich A linearen Bestandteil in der 
Reihe € = f (v), die wir durch Auflésung der Gleichungen 2x,= &,(k = 1, 2) 
gefunden haben. Ist g irgendeine Potenzreihe in den A, so mége mit K [g} 
der beziiglich A konstante Teil und mit Z [g] der lineare Teil bezeichnet werden. 
In den Entwicklungen x,= X,+ U,+---, y= ¥,+ V,+-°°: ist dann 
K [x,] = X,, L [a,] = U,, K fy.] = Y,, L[y,.] = Vy. Hieraus folgt 

K|log |= 0, L[log-xt] = St. 
Ist sodann t = t,+ s aus (39) bestimmt, so gilt 
9, K [t] = 22: Q, 
wobei also ¢t noch als Reihe in den Variabeln €, o, w,, w, und A anzusehen ist. 
Da nach (42), (43), (45) die Beziehung 


- Bp—vq l ( bad | Xz | 
(pu Bat os a 
C (1 ee] + Fa(aP—BO Pa log X, ~, log X,) 
besteht, so ergibt sich mit den Abkiirzungen 
Be-7vq _.\h_ lm ale P _ 27iQ 


das Resultat 
- + U if 
K[t]/=¢, K{[t}/=?, L(Q)= } Us 


TTT ae 2 —*1x.), %¢=2° 
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worin jetzt ¢ und ¢ Reihen in o, w,,w, und A sind. Nach (42) ist ferner 
K [P 9,— Q 92] = 0, also p 9, = q Gz. 

Andererseits seien 7 und £ die entsprechenden Reihen in o, w,, w, und A, 
welche durch Auflésung der beiden anderen Gleichungen y,= »,(k = 1, 2 
entstanden sind. Dann wird auch K [7] = 7, K [7] = é, und zufolge (47) 
ergibt sich weiter 

= l V V, | 
L[(¢}- 4avn(aP—BQ) (v1 y, ~ Pa Y, ), Z¢=F° 
Daher erhalt man die Entwicklung 
(48) 2ivy(ap—Bay(E-0) -t{p(x'+ y)-a( e+ Hh neat 
nach Potenzen der A, wo die nicht-linearen Glieder rechts nicht angegeben 
sind. 

Von nun an werde endlich vorausgesetzt, daB das System (31) ein Hamrt- 
tonsches ist, also g, = Gy,, hy G,, (k = 1, 2) und G (x, y) = — G (y, x) eine 
Potenzreihe in 2,, ¥;, 22, Ye, die mit Gliedern fiinften Grades beginnt. Demnach 
gilt 


y . vy my, n is ” — 
(49) G (2%, y) _ Am, n, m,n; v yi" Xv Y2 ? An, n, MeN, ’ Ay, m,n,m, ’ 
WO M,, 24, Mg, Ny alle nicht-negativen ganzen Zahlen mit der Summe > 4 
durchlaufen. Die Koeffizienten a = ay, », m,n, 80llen als komplexe Unbestimmte 


vom absoluten Betrage |a| < 1 angesehen werden, die nur der Bedingung in 
(49) zu geniigen haben. Die Koeffizienten A der g,, h, gehen aus den a durch 
Multiplikation mit bestimmten ganzen Zahlen hervor und erfiillen dann offen- 
bar die friiher gestellte Bedingung |A| </+ 1 (1 = 4,5, ...) bei den Gliedern 
l-ter Ordnung. Es ist klar, daB jede homogene Funktion der A in eine solche 
der a iibergeht. Insbesondere ist das in (48) rechts hingeschriebene Glied 
genau der lineare Teil der Reihenentwicklung nach Potenzen der a. 

Wir benutzen nun (25) und erhalten wegen Git 221 Q, Pat 2xiP 
die Gleichung 

1 


(50) (Y,0,+ X,Ve)e-4e-t =t f {ye Gy, (%, Y) — X% 7 2p (x, y)} do 
) 


( 
mit den Abkiirzungen 


- —_ o 2xi Qe » Oxi Po 2 > ¢ 
(51) 2, §, e* ™ Q ' y; My ¢ xiQ A Ly E, € xi F Yo No ¢ niPa 
und 
£ = rol Z ee a Piet 
é, W,, m= Cw", &= Cows, ne= Cows’. 
Ist jetzt 
m n mM. "N. 
Y Om, n,m n, %1' Yi* X2* Yo’ 


ein Glied der Potenzreihe G, so liefert es zu dem Integrale in (50) sicher dann 
den Beitrag 0, wenn es nicht nach der Substitution (51) von o unabhangig 
wird. Fiir den Ausnahmefall ist 


(52) (nN, — ™,) q = (My— Ng) P, 
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und der entsprechende Beitrag zum Integral hat den Wert (n,— m,)g. Es 
folgt somit 


“ U V U V,\) 
~<« if i ’ 1 > 2 y Pa! 
(53) t | P| A y.) q | x;  #* Ne te s 
7 P q \ Em, .., EM, ah 
ox Oy, nm, myn; é, "1 (m— m,) ¥ &.%: (Ne m2)is i s2° 2° 


wo genau iiber simtliche Systeme nicht-negativer ganzer Zahlen m,, 7,, mg, 2 
zu summieren ist, welche der Bedingung (52) geniigen und die Summe 4 
haben. Wegen (52) ist 

Ny— M,= Pj, My— N= qj 
mit ganzem j. Entwickelt man noch den Faktor von a, ,, »,,, in (53) nach 
aufsteigenden Potenzen von a, so wird er 
(54) } (p* 4 qa 2) cm 2g” TMs Ww} Di wi? 1 pm 2 o”™ + Nyg—2 wi pi wi}? 1 
mit m = m,+ n,+ m,+ Ng, wo die Konstante v durch (45) bestimmt ist 

Es sei nun fiir irgendein Wertsystem a und alle o, w, aus dem Gebiet 
bes l 
ler! 7 > % 6 

= < lol < by, > < |w,| < 2 (k = 1, 2) 
die Gleichung € = € erfiillt. Aus (48), (53) erhalt man dann durch Koeffi 
zientenvergleich beziiglich o, w,, w,, daB die a unendlich vielen analytischen 
Gleichungen von der Form @ (a) = 0 geniigen miissen, wo @ eine fiir |a| < | 
absolut konvergente Reihe in den a bedeutet, in welcher lineare Glieder wirk- 
lich auftreten. Wahlt man namlich fiir m,, n, irgend zwei verschiedene ganze 
Zahlen = 0, deren Differenz m,— n,= qj durch q teilbar ist, setzt n,= m,-+ 


+ pj= m+ : (m,—m,) und laBt m, alle ganzen Zahlen = Min (0, — pj) 
durchlaufen, so ergibt sich vermége (54) eine Gleichung der Form 
(55) 2, Sanam t+°** =, 
my 

wo die weiteren Glieder in den a mindestens vom zweiten Grade sind. Damit 
die Indexsumme m > 4 wird, sei g > 4 vorausgesetzt. Wir wollen noch fest- 
stellen, welches der kleinste Wert von m ist, der bei einem in (55) linear auf- 
tretenden a iiberhaupt vorkommen kann. Man hat dann entweder j = 1, 
n,= 0, m.= q und m,= Min (0, — p), n,= Min (p, 0) zu wahlen oder j = — 1, 
Ny= J, M,= 0 und m,= Min (0, p), n,= Min (— p,0). Die zugehérige mini- 
male Indexsumme |p| + q tritt bei genau einem linearen Glied in (55) auf. 

Die Zahlenkoeffizienten in (55) hingen auBer von /,, A,, «, 8, y noch von 
p und q ab. Bisher waren p,q als gegebene ganze Zahlen angesehen worden, 
die teilerfremd sind und den Ungleichungen (37) zu geniigen haben. Nun gibt 
es aber unendlich viele solcher Paare p, g, und man kann aus ihnen eine solche 
Folge bilden, daB sogar der positive Wert 0,(q¢ u— p) = «, gegen 0 strebt 
und 2 ¢,< ¢ ist. Dann gilt also (37) auch mit 2 ¢, anstelle von e. 

Nach diesen Vorbereitungen li8t sich der Beweis des Satzes leicht fiihren. 
Es werde vorausgesetzt, daB das Hamittonsche System 


dzr a. dy ’ 
dt Py Te T G,,, dt =-— &% i - Gy, (k l, 2) 
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bei irgendeiner Wahl der Koeffizienten a von G durch eine konvergente 
kanonische Potenzreihen-Substitution in die Normalform iibergefiihrt werden 
kann. Nach Abschnitt 5 haben die Lésungen zu den Anfangswerten &,= ¢ w,, 
m = Cwzy', & = Caw, n2=lo wz! eine Periode t = rt, wenn fiir € eine ge- 


wisse Potenzreihe in o, w,, wy (k = 1, 2) gesetzt wird, die im Gebiet || < C,, 
l 


>< |w, 2 konvergiert, und dann ist zufolge (16) noch 
22q 
ri2-9 (1, 1 7 9 O71 
C 2Cz° &69 i, 2Cy° &4 


Hierbei ist aber 2 e,< c, vorauszusetzen. Diese Bedingung ist wegen e,— 0 fiir 
fast alle Paare p,q erfiillt, und aus dem gleichen Grunde gilt dann auch 
2 Cy'e,< bj, und 2 Cy'e,< by. Da nach einer fritheren Voraussetzung auch 
beg< C; ist, so muB die im vorigen Abschnitt unter den Bedingungen 


qg 


2q 1 Des l 
- i 1. St Ps ‘a 
t i, bs, |C bs q ?, 3 lo Des , 3 lwoJ|<2 (k=1,2 


durch Auflésung der Gleichungen 2,= &, eindeutig bestimmte LauRENTsche 

Xeihenentwicklung von ¢ nach Potenzen von a, w,, w, mit der in Abschnitt 5 

gefundenen identisch sein. Da aber letztere auch die Gleichungen y, = 7, mit 
’ : i ities 1 

demselben t = 1 erfiillt, so folgt ¢ = ¢ fiir =* < |o| - bog, > < |w,| < 2. Dem- 


nach miissen die Koeffizienten a fiir fast alle Paare p, g die unendlich vielen 
Gleichungen (55) erfiillen und speziell die Gleichungen 


— A, fy , 

(56) Agnneat °° ° =O (z 0), a_seot'**'=90 (3: <9), 

in der alle weiteren linear auftretenden a die Indexsumme m > |p| + q haben. 
Die linken Seiten dieser Gleichungen sind fiir |a| < 1 absolut konvergente 


Potenzreihen, und es ist evident, daB die simtlichen fiir die verschiedenen Paare 
p,q erhaltenen Potenzreihen in (56) analytisch unabhangig sind, da ja bereits 
zwischen ihren linearen Teilen keine Abhangigkeit besteht und daher die mit 
irgendwelchen endlich vielen dieser Reihen gebildete Funktionalmatrix stets den 
maximalen Rang hat. Diese Aussage iiber analytische Unabhingigkeit bleibt be- 
stehen, wenn die a noch der Realitatsbedingung in (49) unterworfen werden. 

Wir fassen das System der Koeffizienten a in der Hamimtronschen Funk- 
tion H als Koordinaten des Punktes H im Funktionenraum § auf. Da die 
Gleichungen (56) analytisch sind, so liegen ihre Lésungen in § nirgends dicht. 
Die Punkte von $, welche mindestens einer der unendlich vielen Gleichungen 
geniigen, gehoren also zur Vereinigungsmenge U von abzahlbar vielen, nirgends 
dichten Punktmengen. Andererseits miissen nun aber fiir die konvergent in 
die Normalform transformierbaren H sogar fast alle Gleichungen (56) erfillt 
sein, und die entsprechenden Punkte in § bilden daher eine Teilmenge R 
von U3. Als Vereinigungsmenge abziahlbar vieler, nirgends dichter Mengen ist 
R von erster Kategorie im Sinne von Barre. Durch ein Einschachtelungs- 
verfahren ersieht man, daB § — ZB in § dicht ist und daB § selbst, also auch 
$) — R, nicht von erster Kategorie ist. Damit ist der Beweis des Satzes beendet. 

Zum SchluB sei darauf hingewiesen, daB aus der Voraussetzung der kon- 
vergenten Transformierbarkeit von H in die Normalform nur folgt, daB die 
Gleichungen (56) fiir alle geniigend groBen gq erfiillt sind, wobei die Folge der g 
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durch die Bedingung 0 < 0,(q u — p) 0 festgelegt ist. Da man aber keine 
Voraussetzung iiber die GréBe des Konvergenzbereiches der Transformation 
macht, so kann man kein q angeben, fiir welches notwendigerweise (56) erfiillt 
sein muB. Will man also von einem vorgelegten Hamittonschen System durch 
Benutzung unseres Satzes feststellen, daB es nicht konvergent in die Normal- 
form iibergefiihrt werden kann, so hat man zu zeigen, da8 unendlich viele der 
Bedingungen (56) nicht erfiillt sind. Fiir diese Feststellung ist kein finites 
Verfahren bekannt, obwohl die Koeffizienten in (56) simtlich explizit berechen- 
bar sind. Man weiB also z. B. auch jetzt immer noch nicht, ob die Differential- 
gleichungen des restringierten Dreikérperproblems bei festem Massenverhilt- 
nis in der Umgebung der LaGranceEschen Gleichgewichtslésungen konvergent 
in die Normalform transformierbar sind oder nicht. Man kann aber leicht 
ein konstruktives Schachtelverfahren angeben, das in einer vorgeschriebenen 
Umgebung eines Punktes von § einen Punkt von 9 — & liefert. 

Hieran laBt sich noch folgende Bemerkung kniipfen: Ist H irgendein 
Punkt von 9 — &, sind also von den Bedingungen (56) unendlich viele nicht 
erfillt, so ersetze man @ durch »v G@ fiir reelles y des Intervalls -1<y< 1 
und bilde die entsprechenden linken Seiten von (56), indem man dort va 
statt a schreibt. Bei festgehaltenen a sind nun unendlich viele der so ent- 
stehenden Potenzreihen in y nicht identisch 0, und folglich gibt es héchstens 
abzihlbar viele Werte » des Intervalls — 1 <y»< 1, fiir welche auch nur 
mindestens irgendeine dieser Potenzreihen 0 wird. Sind also fiir G unendlich 
viele der Bedingungen (56) nicht erfiillt, so gibt es héchstens abzihlbar viele 
Werte des reellen Parameters yr, fiir welche das Hamittonsche System 

= = 1% %+vGy,, a =—-R2H— 9% G,, (E = 1, 2) 
konvergent in die Normalform transformiert werden kann. In dieser Aussage 
wurde die urspriingliche Beschriankung auf das Intervall — 1 < » < 1 fort- 
gelassen, da man den allgemeineren Fall — h < »y Sh fiir h = 1, 2,... mit der 
Ersetzung von 2x,, y,, G(x, y) durch h-2,, h-y,, h?G (hx, h-y) auf den 
friiheren zuriickfiihren kann. 
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Uber die Singularitaten der Mellin-Transformierten. 
Von 
Gustav Doerscu in Freiburg i. B. 


§1. Das Problem und dje Liésungsmethode. 


Wenn die Mellin-Transformation (abgekiirzt I-Transformation) 
(1) M {D} = f z*! D(z) dz = ¢g/(s) 
0 


in zwei Punkten mit verschiedener Abszisse und damit in einem Streifen 
%,< Ns < 2, konvergiert, so stellt sie dort eine analytische Funktion 9/(s) 
dar, die sich eventuell in die Halbebene R s <= x, bzw. Rs = 2, fortsetzen laBt, 
dort aber im allgemeinen Singularititen aufweist. Das Problem, das wir 
behandeln, lautet: Gegeben seien zwei Mellin-Transformierte o,= M {P,}, 
Y.= M{D,}, deren Singularitéten (in einer der in Frage kommenden Halb- 
ebenen) bekannt sind; was laBt sich iiber die Singularititen von M {®,- D,} aus- 
sagen’? Die Lésung gibt u. a. ein Mittel an die Hand, um aus den verhiltnis- 
maBig wenigen bekannten!) M-Transformierten beliebig viele andere abzu- 
leiten, die man zwar nicht explizit kennt, von denen man aber wenigstens die 
Singularitaéten angeben kann. 

Das Problem kann auch unter ausschlieBlicher Verwendung der Funktionen 
Py, P, und ohne Bezugnahme auf die M-Transformation formuliert werden, 
denn in den Funktionsriumen, die wir spiter zugrunde legen werden, ist 

z rt x 
(2) M{P,%,}=5-; | (0) grls—0)do. 
Z—tc0 

Es handelt sich also darum, von den Singularitaéten zweier Funktionen auf 
die Singularitaten ihrer ,,tomplexen Faltung‘ zu schlieBen?). 

Unsere Frage steht in Analogie zu der Aufgabe, aus den Singularititen 


oo x 
zweier Potenzreihen*) f,(z) = > a,2" und f,(z) = 3 6,2" die Singularitaten 
x n=0 n=0 


von >’ a,5,2z" abzuleiten, welche durch den HapaMaRpDschen Kompositions- 
n=0 


satz gelést wird. Wahrend dieser dadurch bewiesen wird, daB in der zu (2) 
analogen Formel 

“4 l ° l », a 7 
Dd a,b,2" = oxi | (=) fa(eo) - (\¢| = const.) 
ed J s - 


der Integrationsweg im Holomorphiebereich des Integranden verschoben wird 


1) Wahrend weit iiber 1000 Laplace-Transformierte explizit berechnet worden sind, 
diirfte die Zahl der bekannten t-Transformierten kaum 100 erreichen. 

*) Die komplexe Faltung, die friiher nur in rein theoretischen Zusammenhangen vor- 
kam, tritt neuerdings auch in der physikalischen Literatur auf. 

*) Genau genommen miiBten Laurent reihen, verallgemeinert auf Dirichletsche Reihen, 
zur Analogie herangezogen werden. 
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(eine Methode, die auch auf (2) anwendbar wire), gehen wir bei der M-Trans- 
formation einen anderen Weg, der dadurch, daB er gewisse tiefere Satze iiber 
die M-Transformation benutzt, die Zusammenhinge durchsichtiger erscheinen 
laBt und auBerdem die Hauptteile von g(s) unmittelbar liefert. (Umgekehrt 
kénnte man diese Gedankengiinge auch auf die Potenzreihen iibertragen und 
so einen neuen Beweis fiir den HapAmarpDschen Satz erhalten.) 

Vorab ist zu bemerken: Um sowohl fiir die Originalfunktionen @(z) als 
auch fiir die Bildfunktionen g(s) Raume zu bekommen, die unabhangig von 
der M-Transformation durch innere funktionentheoretische Eigenschaften 
charakterisiert werden kénnen und fiir die weiterhin neben der Formel (2) 
auch die ,,komplexe Umkehrformel* 

r+ix 

| z~* o(s) ds 
Xr i x 
ohne Einschrankung giiltig ist, legén wir folgende, schon von MELLIN benutzten 
Klassen zugrunde‘*) (es wird in der Folge immer 


l 
(3) D(z) =<-s 
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z= oe'®, s=xr+ty 
gesetzt). 
Klasse 3: Die in einem Winkelraum #,< #? S #, (mit eventuellem Aus- 
schluB des Nullpunktes) analytischen Funktionen @(z), die bei z = 0 und 
z = co Potenzabschitzungen geniigen: 


\P(z)| <Co-* fir p= 1, |P(z)| <Co-* firo>1 (x,< 2). 


Klasse 6: Die in einem Vertikalstreifen z,< x < x, analytischen Funk- 
tionen g(s), die bei y= + co Exponentialabschitzungen geniigen: 


lp(s)| < Ce~*” fir y< 0, |y(s)i| <Ce-*” fir y2>0 (0,< 9,). 


Jedem ®¢€B entspricht vermége (1) ein g ¢ 6b, aus dem man @ durch (3) 
zuriickerhalt ; jedem » € 6 entspricht vermége (3) ein ®@€B, aus dem q durch 
(1) zuriickgewonnen werden kann. Zwischen den Funktionen der beiden 
Klassen besteht also eine eineindeutige Zuordnung. Sind ®, und ®, zwei 
Funktionen der Klasse S (mit denselben #,, #,), deren Konstante 2z,, x, wir 
durch obere Indizes unterscheiden, so ist g(s) = M{®,-,} eine in dem 
Streifen 21+ 27) <R-s < x'})+ 2 analytische Funktion der Klasse b, fiir 
welche gilt: 

z +t 30 


l 
(4) p(s) = 5, | 91(0) P2(s—a) do mit 2 < x< 2), eM<Rs—2< x. 


- i 2 1 2 
zZ—t2x 

Unsere Beweismethode ist nun die folgende: Wenn zwei Funktionen 9,, g, 
aus 6 in je einer (linken) Halbebene Pole haben, so besitzen die entsprechenden 
Funktionen ®,,®, aus B asymptotische Entwicklungen (fiir z—0), deren 
Koeffizienten und Exponenten sich aus den zu den Polen von 9,, gy, gehérigen 


Hauptteilen ergeben (Hilfssatz 2 in §2). Das Produkt ®,-®, gehért auch 


*) Fiir die im folgenden benutzten Bezeichnungen und Tatsachen siehe G. Dortscu: 
Handbuch der Laplace-Transformation, I. Band, S. 408, 414. Basel: Verlag Birkhauser 
1950. 
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zu B und hat die durch gliedweise Multiplikation der vorigen Entwicklungen 
resultierende Reihe zur asymptotischen Entwicklung (Hilfssatz 1). Wenn 
aber die Funktion ® = @,- ®,<B eine asymptotische Entwicklung besitzt, so 
hat die entsprechende Funktion » = M{®} = M{P,- ®,} Pole mit Haupt- 
teilen, die sich aus den Koeffizienten und Exponenten der asymptotischen 
Entwicklung von @ ergeben (Hilfssatz 3 = Umkehrung von Hilfssatz 2). Da- 
mit sind die Pole von @ und ihre Hauptteile letzten Endes aus denen von 
%1; Pz berechenbar. 

Wenn es sich bei g,, gz um rechte Halbebenen handelt, so treten bei ®,, 
®, asymptotische Entwicklungen fiir z — © auf. 

In §2 sind die benutzten Hilfssitze zusammengestellt, in $3 wird der 
soeben skizzierte Beweis durchgefiihrt. 


§ 2. Hilfssiitze. 
Hilfssatz 1. Sind D, und ®, fiir z +0 asymptotisch in Reihen der Form 


D,(z) = XY [a + a" (— logz) +--+ + al? (— logz)*y] 2*» (RAg< RA < +++ +c) 
’ 0 
1) ; 
P, (z) =) fo) : bY} logz) s+ 4 be (— log 2)'u] 2%n (Ry< Rx, < ***-—>00) 


ja 0 


entwickelbar, so wird D(z) = D,(z)- D(z) asymptotisch durch die Reihe dar- 
gestellt, die durch gliedweise Multiplikation beider Reihen und Ordnen nach 
Potenzen von z entsteht. 


Beweis: Man kann annehmen, daB die Folgen A, und x, iibereinstimmen, 
indem man sie zu einer Folge vereinigt und die in einer Reihe nicht vor- 
kommenden Potenzen mit dem Koeffizienten 0 versieht. Ebenso kann man 
die zwei gleichen A,, x,, entsprechenden k,, 1, als gleich voraussetzen. SchlieB- 


“ “ 


lich dirfen alle R A, und R x, als > 0 angenommen werden, weil anderenfalls 
fiir die Funktionen z~*®,(z) und z~* @,(z) diese Voraussetzungen erfiillt 
sind. Die asymptotische Entwickelbarkeit von ®, und ®, bedeutet: 
n 
®, (z) = ¥ [a +--+ + a) (— log z)*] z+ O (z'n**n), 


’ 0 


®, (z) = 3 [a 7 2 8 ° ate bn) ( log z)*u] zn t O (z*n ’ *n) . 


/ 
it 0 


wo die ¢,, gewisse kleine positive Zahlen sind. Also ergibt sich: 


p 


D(z) Py(z)= YY [al B10) + +» + al fw (— log z)ho + Fu] zo * 4 
A,+Aa, SA 
“e r 
b fai Bo ie © alt, BFW) Rin log z)'»**y] 2ytsy 
An< 4, Ay 24n 


rE fa” errr ° a‘*,) (— log z)*r] z,-O (z4n +n) 


a » [b+ cee + be.) (— log z)¥u] zu ® O (z*n . *n) 4- O (z?4n . 2en) ° 
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Wegen X& A, = 0 sind fiir z > 0 die vier letzten Summanden gleich 
O (z4n**n) + O (z’n**n) + O (z*n* in) + O (24n +n) = O (z’n**n’), 
womit die Behauptung bewiesen ist. 

Hilfssatz 2. Die Funktion q(s) sei in einer linken Halbebene Rs < a ana- 
lytisch bis auf die Pole y Ay, .. ett @ RNAy> —RA>--- +> oo. 
Der Hauptteil der Laurententwicklung bei — i, habe die Gestalt 

a‘! : a! , 
@+A, nig (s+ A,)/> ~ 
Nach AusschluB der Pole durch kleine Kreise gelte in jedem Streifen agS x Sa 
(a, beliebig < a) eine Abschitzung der Form 
gy (x«+iy)| SK (a)e""" (O, fest > 0). 
Dann ist gs) in —RAg< Rs < a eine b-Funktion. Ihre zugehdrige B-Funktion 


r 


] 3 4 
D(z) Ini | z* o(s) ds (—-RA< x Sa) 
ist in dem Winkelraum |)| < 0, analytisch. In jedem kleineren Winkelraum 


?| = 0,— 6 geniigt sie einer Abschiitzung 

P(z)| < C (4d) |z|~* fiir |z|}>1, 
wiihrend sie fiir z—>0 in |8 B, (gleichmadBig in |\)| < 3,— 6) die asymptotische 
Entwicklung besitzt: 


f 
D(z) = S | a) 7 —(— log z)+-+-+— — ( log z)'s~1] 2+. 
»=0| l! (i, 1)! 


Die Umkehrung dieses Satzes lautet: 
Hilfssatz 3. D(z) sei analytisch in dem Winkelraum |\#| < 3, und habe 
dort gleichmaéfig fiir z +0 die asymptotische Entwicklung 


D(z) = *" [om + BM ( - log z)+---4 bi) log z)¥*] z7* (RAV<R A, <+**—00), 


wihrend gleichmifig fiir z > gilt: 
D(z) =O (z") mit r< RA. 
Dann ist D(z) eine B-Funktion. Die zugehdrige b-Funktion 


p(s) = { z*-* D(z) dz 


ist in der Halbebene Rs < — t meromorph; die Pole sind die Punkte — i,, die 
entsprechenden Hauptteile lauten: 
A) l 1 }( 1) I! pene hl*r) k,! 
° 8 A, y (8+ Ay)? ’ (§+ Ay) ke +1 
In jedem Streifen — tS x S — 1 — 6 geniigt ys) nach AusschluB der darin 


liegenden Pole durch kleine Kreise einer Abschitzung der Form 
y(s)| S C (to, 0) € oily 


Die Hilfssitze 2 und 3 wurden fiir den Spezialfall, daB die Exponenten A, 
(d. hh. die Pole — /,) eine aquidistante Folge auf einer Parallelen zur reellen 
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Achse bilden, von MELir5) bewiesen. Sie gelten aber auch in dem oben 
formulierten allgemeinen Fall®). 


§3. Ein Satz iiber die Singularititen von Mellin-Transformierten. 
Das eigentliche Ziel dieser Arbeit ist der folgende 
Satz. Die urspriinglich in den Streifen xj < x < 2x bzw. xj'< x < xy kon- 
vergenten M-Transformierten ¢,(s) M {D,}, p(s) = M {D,} seien in den 


Halbebenen Rs < x5 bzw. Rs < xz analytisch bis auf die Pole — 2, (RA; - 
RA < +++ co) dew. — Ui (R Aj < RAj'< - +--+ co) mit den Hauptteilen 
AbD AUD) 
i y + 
(5) —a ee < 
s+) (8+ A‘) 
bzw. 
d' 1) qk) 
6) “ b “a 
( a oo 4 a77\E 
8A (3+ Ar; )eu 
In jedem Streifen x < x < x5 bew. xj < x < xy (x und xy beliebig < x3 


bzw. x5') gelte nach AusschluB der Pole durch kleine Kreise die Abschitzung 
P(x +t y)| SK’ (xp)e—* baw. |g (xa +iy)| SK" (ag)e—°*"” (A> 0). 


Dann ist die zundchst in dem Streifen —R Ay —R Ay < Rs < x5 + 2b kon- 
vergente M-Transformierte p(s) = M{D,- D,}, die dort auch durch 
zr «x 
l d 2 ‘ 
Ys) = 37; / 91 (0) Yo(s — a) da(—R Ay < a< 2,—RAy <Rs— 2x< ay) 
z i x 


definiert werden kann, in der ganzen Halbebene Rs < x2+ 2x5 analytisch mit 
Ausnahme (hichstens) der Pole — i', — x; mit den Hauptteilen 
ly ku 
(7) = 
a=1 f=1 
(Ergeben mehrere — 2, — i); denselben Wert, so sind die entsprechenden Haupt- 
teile zu vereinigen. ) 


> ¢ (a (p 
a+ p 2 Cy di} 


a—l } (8+ A, +A;)/)2+8-1 


Bemerkungen: 1. Wenn der Hauptteil (7) identisch verschwindet, so ist 
— 2, — i! kein Pol, sondern eine Stelle der Holomorphie von ¢(s). 

2. Hat eine der Funktionen q,, gy, in der betreffenden Halbebene keine 
Singularitaten, so gilt fiir (s) dasselbe. 

3. Sind speziell die Pole — 2) und — 2’; einfach mit den Residuen c, bzw. 
d,,, so sind auch die Pole von ¢(s) einfach mit den Residuen c,d... 

Beweis: Nach Hilfssatz 2 sind die Originalfunktionen ®,,®, der Bild- 
funktionen 9, 2 analytisch in |#| < # und geniigen in |#| < #,— 6 den Ab- 
schatzungen 


®,(z)| < C’(d) |z|—™* bzw. |@,(z)| < CO” (4) |2|-** fir |z| > 1, 


5) Hs. Metin: Die Theorie der asymptotischen (sic) Reihen vom Standpunkte der 
Theorie der reziproken Funktionen und Integrale. Ann. Acad. Sci. Fenn. (A) 18 (1922), 
108 8.; siehe die Wiedergabe in G. Dorrscu: Theorie und Anwendung der Laplace- 
Transformation, S. 256—262. Berlin: Julius Springer 1937. 

*) Vollstandig ausgefiihrte Beweise siehe in dem demnichst erscheinenden II. Band 
des unter 4) zitierten Handbuchs, Kap. 6 § 3 und Kap. 5 § 2. 

Math. Ann. 128. 12 
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wahrend sie fiir z +0 gleichmaBig in |#| < 0, — 6 asymptotisch so entwickelbar 
sind: 


x (2) (l,) ] 
aa. |" (1) 4 c : a) te ee c -_ z)\y—1 | 4, 
(8) ®,(z) = |% iy (— logz) Ui, yr (— loge) |2 
bzw. 
= lan. ayn”) k,.—1| 5a’ 
¢ *\ = | 4 pal J. © 66 a . wa’? 
(9) P,{z) ~ <, Ke rT (— log z) (k, —1)! (— log z)*; z 


Folglich ist ®,- ®, eine B-Funktion, die in |#| < 0,— 6 der Abschatzung 
|®,(z) B,(z)| < C (4) |z| “+ ™ fiir |z| > 1 
geniigt und nach dem Hilfssatz 1 eine asymptotische Entwicklung besitzt. 
die durch gliedweise Multiplikation der Entwicklungen fiir ®, und ®, entsteht. 
Ihre entsprechende I&-Transformierte g(s) ist eine 6-Funktion, die fiir 
RAy—RAS<Rs < x5 + x durch (1) gegeben ist, die sich aber nach Hilfs- 
satz 3 in die Halbebene Rs < x5 + 23 fortsetzen laBt bis auf die Pole 
— A, — 2, wobei in dem zugehérigen Hauptteil jedem durch Multiplikation 
von (8) und (9) entstandenen Glied der Form 





(a) (8) 
c dy’ : ea. 
e p ( “ log z)* + B-—-2 zit + Mis 
(a—1)! (p—1)! 
ein Partialbruch 
&® gh) (a+ B—2)! q + B — 2) of) di?) 
(a—I1)!(B—1)! (8 +4,+A,)2+ 8-1 a—l } (st+Ap+Ayja+ 8-1 


entspricht. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
— l n , . , : 
Beispiel : mf } = — konvergiert in 0 < Xs <1, ist aber in 
\l—z sinzs 
Rs <1 meromorph mit den Polen — 4,= — vy(v=9,1,...) und den Resi- 
duen (— 1)”. M {e-*} = I (s) konvergiert in 0 < Ns < oo, ist aber in Rs < « 


, , (—1)# , 
meromorph mit den Polen — uu (u = 0,1, ...) und den Residuen a . Die 


Funktionen ome und /"(s) geniigen in jedem Vertikalstreifen Abschitzungen 


der Form O (e~*''). Also ist die transzendente Funktion 


x r+i 
e-2 l ; al'(o 

j= : i+2”~ Qn: | inne a do (0< 2, 0<Rs— x< 1) 

0 ria 
in der ganzen Ebene analytisch bis auf die Pole — x (x = 0,1,...). Da jeder 
Pol — x auBer x = 0 auf mehrfache Weise in der Form — v — yu zustande 
kommt, erhalt man fiir die Residuen in 0, — 1, — 2,... die Werte 

1, 1(- a)t(-1=-2 1g +(-(- ry) +1-1= = 


1(- 3;)+(- Nay +1(- in) + (- Nl=--=,.. 


Natiirlich gilt ein entsprechender Satz fiir den Fall, daB die Funktionen 
Py, Pz in rechten Halbebenen meromorph sind. 


( Eingegangen am 17. Marz 1954.) 
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Eine Darstellung der Komposition endlicher Gruppen 
durch Streckenkomplexe. 
Von 
Orr-HeinricH KELLER in Halle (Saale). 
Eine Folge von Gruppen 


© 5G, >G,>--->G,-_, 5G, = &, 
H | Fs Fn 

die mit einer gegebenen Gruppe G beginnt und mit € endet und bei der jedes 
folgende Glied G; ein maximaler Normalteiler des vorhergehenden G,_, mit ein- 
facher Faktorgruppe G,_,/G, = §; ist, heiBt eine Kompositionsreihe von G. Die 
Glieder der Reihe heiBen nach WIELANDT') nachinvariante Untergruppen von G, 
die Faktorgruppen ; heiBen Kompositionsfaktoren; wir setzen sie zwischen 
senkrechten Strichen unter die Liicken der Reihe. Wenn keine Unklarheit 
zu befiirchten ist, wollen wir auch wohl die Gruppe und ihre Kompositions- 
reihe durch die Folge ihrer Kompositionsfaktoren andeuten. 


Wir wollen von links und rechts sprechen in dem Sinne, daB die umfassende 
Gruppe links, die enthaltene rechts steht. 


Es gilt der JonDAN-HOLpERsche Kompositionsreihensatz, daB die Kom- 
positionsfaktoren durch die Gruppe bis auf die Anordnung und bis auf Iso- 
morphie eindeutig bestimmt sind. Es sieht so aus, als ob die Kompositions- 
faktoren eine Art von Higenexistenz haitten, unabhingig von ihrer Stellung 
innerhalb der Kompositionsreihe. Es wird unsere erste Aufgabe sein, diese 
Eigenexistenz herauszuarbeiten und nach der Moglichkeit zu fragen, die Kom- 
positionsfaktoren der einen Reihe in einer anderen Reihe unter einer Auswahl 
isomorpher Kompositionsfaktoren wiederzuerkennen. 


Es zeigt sich, daB verschiedene Typen von Gruppen dabei ganz verschie- 
dene Hilfsmittel erfordern. Wir haben auf der einen Seite die p-Gruppen, 
auf der anderen Seite solche Gruppen, von denen keine Kompositionsreihe 
zwei p-Gruppen derselben Primzahl hintereinander enthalt. Eine solche Gruppe 
wollen wir ,,locker‘‘ nennen im Gegensatz zu der sehr festen Fiigung der 
p-Gruppen. Dazwischen gibt es Mischtypen der mannigfachsten Art. Bei den 
lockeren Gruppen scheint die Unbestimmtheit der Reihenfolge ein Hinweis 
darauf zu sein, daB die Kompositionsreihe die Struktur der Gruppe nur un- 
scharf darstellt. Wenn wir uns die Kompositionsfaktoren durch Strecken dar- 
stellen, liefert uns die Kompositionsreihe eine Aufreihung von solchen Strecken 
auf einer Linie. Wir wollen versuchen, diese Linie durch einen im Raum aus- 
gebreiteten Streckenkomplex zu ersetzen, der durch die Gruppe auch in der 


1) Math. Z. 45, 209—244 (1939). Eine Verallgemeinerung der invarianten Untergruppen. 
Math. Ann. 128. 13 
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Anordnung eindeutig bestimmt ist. Aus diesem Streckenkomplex lassen sich 
dann leicht die Kompositions-, Haupt- und charakteristischen Reihen ablesen. 

1. Betrachten wir etwa die zyklische Gruppe © 6. Ordnung, erzeugt durch a 
mit der Relation a*= 1. Normalteiler sind 2 = {1, a?, a*} und G = {1, a*}. 
© ist direktes Produkt &% xB. Die Kompositionsreihen sind 

G>ADE und GHBDE. 

Die Faktorgruppen sind G/2{ {{1, a*, a*}, {a®, a’, a’ = a}} und G/B = {{ 1, a5}, 
{a, a*}, {a?, a®}}. Aus diesen Nebengruppen kann man dann wieder die Ele- 
mente von S und von A als Repriisentanten herauslesen. Diese sind auch die 
einzigen auf die Nebengruppen verteilten Elemente, die fiir sich eine Gruppe 
bilden. Es gibt je nur einen Normalteiler von G, der zu G/A und zu G/B iso- 
morph ist, eben G bzw. 2%. Sie bestimmen sich also gegenseitig eindeutig. 
Wir wollen nun G/2 wieder mit B, G/B wieder mit 2 bezeichnen, obwohl sie 
zwar isomorph sind, aber aus ganz verschiedenen Arten von Elementen be- 
stehen. Wir sagen, wir haben G/2 in G, G/B in A wiedererkannt. Dann ist G 
nicht nur © = A xB =B x A, sondern auch G = A/B = B/A. A und @ sind 
also in zweierlei Sinn miteinander vertauschbar: 1. als direkte Faktoren, 
elementweise, 2. als Kompositionsfaktoren in ihrer Stellung innerhalb der 
Kompositionsreihe. Man kann nun zeigen, daB dieses Beispiel insofern schon 
den allgemeinen Fall reprisentiert, als zwei benachbarte Kompositions- 
faktoren 21 und % nur dann vertauschbar sind, wenn ihre Zusammensetzung 
2\B ein direktes Produkt 2% x B darstellt. Es scheint also so, als sei der zweite 
Vertauschungsbegriff inhaltlich nichts anderes, als der erste, iibliche. Bei 
lockeren Gruppen ist dies in der Tat so. Es gilt der Satz: Ist G = A/G keine 
p-Gruppe, 2% und B einfach, B direkter Faktor, so ist der andere zu G/B iso- 
morphe direkte Faktor eindeutig bestimmt. Wir definieren nun: In diesem 
anderen direkten Faktor wollen wir 2%, in der zu G isomorphen Faktorgruppe 
G/A wollen wir B wiedererkennen. Da dann auch © = G/2, kénnen wir sagen, 
2% und B seien vertauschbar. Aus der elementweisen Vertauschbarkeit kénnen 
wir also auf die Vertauschbarkeit der Kompositionsfaktoren schlieBen. Um- 
gekehrt setzt die Vertauschbarkeit der Kompositionsfaktoren voraus, daB die 
Faktorgruppen G/2% und G/B jeweils eindeutig bestimmten Normalteilern 
isomorph sind, und das bedeutet: G ist direktes Produkt A x B. 

Dieser Vertauschungsbegriff von Kompositionsfaktoren ist fiir unsere 
Uberlegungen grundlegend. Es gilt der Satz: Zwei beliebige Kompositions- 
reihen einer lockeren Gruppe lassen sich durch eine Kette von Vertauschungen 
ineinander itiberfiihren. 

2. Ganz andere Erscheinungen treffen wir bei p-Gruppen an. Hier kann 
von einer Eigenexistenz oder von Wiedererkennbarkeit von Kompositions- 
faktoren nicht die Rede sein. Betrachten wir etwa die Vierergruppe DU. 

Sie sei erzeugt durch a und b mit den Relationen a? = b? = (a, b) = 1 [wo 
(a,b) in der iiblichen Schreibweise den Kommutator aba-'b- bedeutet]. 
Maximale Normalteiler sind unter anderen 2 = {1, a}, @ = {1,5}. A und VG 
sind elementweise vertauschbar, G = A x B; V/A ist {{1, a}, {b, ab}}. Aus 
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diesen Nebengruppen kann man nun aber auf verschiedene Weise je ein Ele- 
ment so auswihlen, daB ihre Gesamtheit eine Gruppe bildet: {1, b} oder {1, ab}. 
In welcher dieser Gruppen sollen wir nun G/2l wiedererkennen? Die beiden 
Moéglichkeiten sind durch nichts vor einander ausgezeichnet. 


Versuchen wir 
es mit einer mehrdeutigen Definition. 


Wir wollen mit einem > die Vertau- 
schung, durch ein ~ einen Wechsel der Repriisentanten der Faktorgruppe 
andeuten und schreiben den direkten Faktor, den wir als Normalteiler und 
Glied der Kompositionsreihe auffassen, rechts, den anderen, in dem wir die 
Faktorgruppe wiedererkennen wollen, links. Es ist: 


BW = {1, a} x {1, 5} 
{{1, b}, {a, ab}} | {1, B} 
~ {{1, b}, {ab, a}} | {1, B} 


{1, ab} x {1, 5} > {1, b} x{1, ab} 


t 
{{1 , ab}, {b, {b, a}} | {1, ab} 
~ {{l, ee fa, b}} | {1, ab} 
{l, a} x{1, ab} 
— {l, ab} x{1, a} 
{{1, a, {ab, b}} | {1, a} 
~ {{1, a}, {b, ab}} | {1, a} 
= {1, b} x{l, a} 


Wir erhalten also durch zwei Vertauschungen, 


die sich doch eigentlich auf- 
heben miiBten, dasselbe wie durch eine. 


Eine mehrdeutige Definition des 
Wiedererkennens und Vertauschens fiihrt also bei p-Gruppen auf Unge- 
reimtheiten, und wir miissen auf sie verzichten. Dafiir wissen wir von an- 
deren Ausgangspunkten her einiges tiber die Komposition von p-Gruppen: 
Eine p-Gruppe besitzt eine aufsteigende und eine absteigende Zentralreihe: 
jede ihrer Untergruppen ist nachinvariant. 

3. Im allgemeinen wird eine Gruppe weder locker, noch p-Gruppe sein. 
Hier durchdringen sich zwei verschiedene Strukturtypen: der eine ist durch 
den Streckenkomplex, der andere durch die Zentralreihe gekennzeichnet. 
Aber keiner der beiden fiir sich reicht zur Beschreibung der Gruppe hin. Da 
nun der Typ der lockeren Gruppen auBerhalb der hier vorliegenden Betrach- 
tungen kein Interesse erweckt hat, miissen wir die Struktur von solchen 
Gruppen durchdenken, die selbst nicht p-Gruppen sind, bei denen aber in 
gewissen Kompositionsreihen mehrere p-Gruppen hintereinander als Kom- 
positionsfaktoren stehen kénnen. Es wird dann zweckmaBig sein, auch andere 
Normalreihen als nur die Kompositionsreihen zu betrachten und zusammen- 
gesetzte p-Gruppen als Ganze, als Kompositionsfaktoren stehen zu lassen, sie 
nach Bedarf aufzuspalten, oder auch nach Bedarf zwei p-Gruppen, die in 
einer Kompositionsreihe nebeneinander stehen, zu einer einzigen zu _ver- 
schmelzen. Um dem Rechnung zu tragen, wollen wir festsetzen: 


Definition 1: Einfache Gruppen und p-Gruppen mégen pseudo-einfach 
heiBen. Sie sind die Bausteine unseres Aufbaues. Ein Normalteiler heiBe 
13* 
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pseudo-maximal, wenn seine Faktorgruppe pseudo-einfach ist. Eine Folge von 
Gruppen, deren letztes Glied € ist und in der jedes folgende Glied pseudo- 
maximaler Normalteiler des vorhergehenden ist, heiBe eine Pseudo-Kompo- 
sitionsreihe. Die Faktorgruppen aufeinanderfolgender Glieder wollen wir 
jedoch, wenn keine Verwechslung zu befiirchten ist, Kompositionsfaktoren 
(und nicht Pseudo-Kompositionsfaktoren) nennen. 

Wir werden also in §1 die Vertauschbarkeit der Kompositionsfaktoren 
untersuchen und zunichst zeigen, daB sie eine Eigenschaft ihrer selbst in 
ihrer Eigenexistenz ist und nicht von ihrer Stellung innerhalb der Pseudo- 
Kompositionsreihe abhingt. Weiter miissen wir zeigen (§ 2), daB jeder Kom- 
positionsfaktor einer Pseudo-Kompositionsreihe, wenn iiberhaupt, dann in 
einem bestimmten Kompositionsfaktor einer gegebenen anderen Pseudo- 
Kompositionsreihe wiederzuerkennen ist, daB dieser also nicht von der Wahl 
der Ketten der Vertauschungen abhingt. Wenn wir uns dann angesehen haben, 
auf welche Arten zwei unvertauschbare Kompositionsfaktoren nebeneinander 
stehen kénnen, kénnen wir in § 3 den Streckenkomplex von lockeren Gruppen 
konstruieren. Der Streckenkomplex erweist sich dabei nicht nur als eine 
Veranschaulichung schon bekannter Sitze, sondern als das adiquate Mittel, 
die Struktur der lockeren Gruppen iiberhaupt darzustellen. Wir miissen dann 
priifen, ob sich der Ansatz auch auf andere Gruppen iibertragen la8t. Man 
kann, wie sich in § 4 zeigt, einen kleinen Schritt weitergehen und gewisse all- 
gemeinere Gruppen behandeln. Dabei zeichnen sich schon die Schranken der 
Reichweite des Verfahrens ab: die Angabe des Streckenkomplexes allein 
reicht zur Kennzeichnung der Struktur der Komposition der Gruppe nicht 
mehr aus, wenn wir ihn auch noch zeichnen kénnen. Dariiber hinaus auf die 
allgemeinen Gruppen fiihrt der Ansatz nicht. Man kann zwar mit Gewalt 
eine Konstruktionsvorschrift geben, erhalt aber dann sehr komplizierte und 
unanschauliche Gebilde, die uns iiber die Struktur der Komposition weder 
neue Erkenntnisse vermitteln, noch die vorhandenen anschaulich machen. 
Wir werden dies schon am Beispiel der Vierergruppe sehen kénnen. 

Es sei mir gestattet, auch an dieser Stelle Herrn v. Dp. WAERDEN fiir seine 
zahlreichen kritischen Hinweise und Verbesserungsvorschlaige, mit denen er 
die endgiiltige Darstellung dieser Arbeit wesentlich geférdert hat, meinen 
herzlichsten Dank zu sagen. 


§ 1. Die Vertauschungssiitze. 


Wir wollen uns zunichst iiberlegen, wie weit ein direkter Faktor eines 
direkten Produktes durch den andern eindeutig bestimmt ist. 

Satz 1. Es sei A ein direkter Faktor einer Gruppe G, es sei also G = A xB 
oder auch © = A x VB’ mit V’+ VB. Dann gibt es eine abelsche Faktorgruppe V/9, 
die zu einer Untergruppe © des Zentrums von A isomorph ist, und wir kinnen B’ 
dadurch gewinnen, dap wir jedes Element einer jeden Nebengruppe von B/D 
mit dem ihm im Isomorphismus zugeordneten Element von € multiplizieren. 

B’ ist zu B und zu G/A 1l-isomorph, und wir kénnen den Isomorphismus 0 
dadurch herstellen, daB wir jedem Element von G dasjenige Element von 3’ 
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zuordnen, das in derselben Nebengruppe nach 2 liegt, das sich also nur um 
ein Element von 2 von ihm unterscheidet. Der Homomorphismus @ — 1 
ordnet jedem Element von % dieses erwihnte Element von % zu. Da die 
Elemente von 2% mit denen von S und denen von G@’ = B® vertauschbar sind, 
sind sie es auch mit denen von %S°~!; diese gehéren also dem Zentrum von 2 an. 
Sie bilden eine abelsche Gruppe ©. Diejenigen Elemente von G, denen durch 
@ — 1 die Einheit zugeordnet ist, bilden einen Normalteiler 9 von @. Es ist 
D> =Brn%’, denn O ordnet die gemeinsamen Elemente von @ und 3’ und 
natiirlich nur diese sich selbst zu. Es ist G/D = € wie behauptet. 

Ist umgekehrt G = A xB und bildet man W’ dadurch, daB man eine be- 
liebige abelsche Faktorgruppe von % gliedweise mit einer dazu isomorphen 
Untergruppe des Zentrums von 2% multipliziert, so ist auch G’ gliedweise 
mit 2{ vertauschbar und hat mit 2 nur die Einheit gemein, und es ist G = A x VB’. 

Sind insbesondere 2% und B pseudoeinfach und ist B'+2%, so hat A ein 
Zentrum, ist also eine p-Gruppe; da G einen Homomorphismus auf 2% ge- 
stattet, ist G ebenfalls p-Gruppe, und zwar zur selben Primzahl. Dann ist 
auch © =x BV p-Gruppe. 

Zusatz. Ist ein direktes Produkt zweier pseudoeinfacher Gruppen nicht selbst 
p-Gruppe, so ist ein Faktor durch den anderen eindeutig bestimmt. 


Es sei jetzt in der Pseudokompositionsreihe 


(1) G©>-- DG, G4, 5G,,,5°--€ 

G,,, ein Normalteiler von G, und G,/G,,, direktes Produkt; der eine Faktor 
sei §,,,. Ist dann G,/G,,, keine p-Gruppe, so ist der andere Faktor §,,, ein- 
deutig bestimmt. %,,, besteht aus Nebengruppen nach G,,,, und die Ge- 
samtheit der in diesen Nebengruppen vereinigten Elemente von G, bildet 
einen Normalteiler G,,, von G,. Wir kénnen die Pseudokompositionsreihe 


(2) G >: --G, > Gj, >Gir2d* DE 


i> 
Fi Fis 
bilden. Es ist §,~%,., und §,.,=%,. Wir wollen von jetzt an diese iso- 
morphen Gruppen jeweils als dieselben ansehen und mit demselben Buchstaben 
bezeichnen, obwohl sie ja aus Nebengruppen nach verschiedenen Normal- 
teilern bestehen. 
Definition 2. In der Pseudokompositionsreihe (1) sei 
1. G,,. Normalteiler von G, , 
2. G,/G;.. keine p-Gruppe, 
3. G;,,/G;4,. direkter Faktor von G,/G,,, . 
Dann wollen wir sagen, die Pseudokompositionsreihen (1) und (2) entstiinden 
aus einander durch Vertauschung von F; und F,4,. F; und F;,, seien vertausch- 
bar. ¥, sei in G,,,/G;.9, F,4, in G,/G;,, wiederzwerkennen. 
Sind wohl die Voraussetzungen 1. und 3. erfiillt, 2. aber nicht, sind also 
§, und §,,, p-Gruppen derselben Primzahl, so sei auf eine Erklirung der Ver- 
tauschung verzichtet. Es gibt jedoch in diesem Falle eine Pseudokompositions- 
reihe, in der G;,, unmittelbar auf G; folgt. Wir wollen sagen, der Kompo- 
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sitionsfaktor G,/G,;,, sei aus F,; und F;,, durch Verschmelzung hervorgegangen. 
Unter Aufspaltung wollen wir den umgekehrten Vorgang verstehen. 

Es sei G,; ein Glied einer Pseudokompositionsreihe, §, ein Kompositionsfaktor 
links von G, (alsok <i — 1). Ist dann &, mit allen, (k <1 <i — 1)zwischen sich 
und G, vertauschbar, so wollen wir sagen, F,, k6nnen an G, herangeschoben werden. 

Satz 2. Zwei Pseudokompositionsreihen einer Gruppe gehen durch eine 
Kette von Vertauschungen benachbarter Kompositionsfaktoren, von Verschmel- 
zungen zweier p-Gruppen in eine und von Aufspaltungen einer p-Gruppe in zwei 
Kompositionsfaktoren auseinander hervor. 

Zum Beweise brauchen wir nur den iiblichen Beweis des JonDAN-HOLDER- 
schen Kompositionsreihensatzes bzw. des ScHRErERschen Normalreihen- 
satzes zu verfolgen. Es seien 
(3) GG, >5G,5--:5G,=€ 
(4) G5H,>H2>°-'DH,= € 
zwei Pseudokompositionsreihen von G, und es sei etwa r<s. Fir r= Il, 
also fiir einfache oder p-Gruppen ist der Satz trivial. Angenommen, er sei 
fiir Gruppen mit einer héchstens (r — 1)-gliedrigen Pseudokompositionsreihe 
schon bewiesen. Ist nun G,= 9,, so trifft auf diese Gruppe die Induktions- 
annahme zu, und die Aussage gilt auch fiir G. Ist G, + ,, so sei 9 der Durch- 
schnitt G, -\ H,,P das Erzeugnis (G,, H,). D ist Normalteiler von G,, H, undP. 

P ist von G, oder von H, verschieden, etwa von G,. Ist PB auBerdem von G 
verschieden, so ist @/G, nicht einfach, also p-Gruppe. G/H, enthailt dann 
die p-Gruppe G/B als Faktorgruppe, ist also ebenfalls p-Gruppe zur selben 
Primzahl. Dann ist aber auch G/D eine p-Gruppe. 

Wir schalten nun zwischen (3) und (4) noch die Pseudokompositionsreihen 


(5) GG, d9d9,5--- dE 
(6) GDH, >959,d°°-dE 
und, wenn G@/D eine p-Gruppe ist, dazwischen noch 
(7) G5959,5---dE 


ein und fiihren die Ubergiange (3) (5) > [(7) >] (6) ~(4) aus. Fiir die Uber- 
gange (3)-+>(5) und (6) (4) gilt der Satz nach Induktionsannahme. Ist G/D 
nicht p-Gruppe, so ist G das Erzeugnis von G, und §,, und G/D ist direktes 
Produkt G/G, x G/H,. Wir erhalten also (6) aus (5) durch Vertauschung der 
beiden ersten Kompositionsfaktoren. 

Ist G/D p-Gruppe, so bedeutet der Ubergang (5)—>(7) die Verschmelzung 
zweier p-Gruppen, der Ubergang (7)->(6) die Aufspaltung einer p-Gruppe. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir miissen uns zunichst iiberzeugen, daB Verschmelzen und Aufspalten 
von p-Gruppen an den Vertauschbarkeitsverhaltnissen nichts andert. Wir 
brauchen dazu den folgenden 

Hilfssaiz 1. Es seien M% und MN Normalteiler einer Gruppe G, G BON, 
AA\N = €. Dann folgt jede der Beziehungen 
(8) G/N = (Ax R/Nx B/N 
(9) G=AxB 


aus der anderen. 
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Fassen wir in (9) in © und & jeweils diejenigen Elemente, die sich nur um 
Elemente von N unterscheiden, in eine Nebengruppe nach N zusammen und 
erginzen die Elemente von 2% durch Multiplikation mit N zu Nebengruppen 
von (2 x N)/N, so geht (9) in (8) iiber. 

Umgekehrt ist (9) bewiesen?), wenn wir unter Voraussetzung von (8) 
zeigen, daB 2% und B Normalteiler von G sind, daB sie G erzeugen und daB sie 
nur die Einheit gemein haben. Nun ist 21 nach Voraussetzung Normalteiler 
von ©, S nach dem 2. Isomorphiesatz*), weil G/N Normalteiler von G/N ist. 
Hatten A und ein Element + 1 gemein, so hatten auch (21 x N)/N und B/N die 
zugehérige Nebengruppe nach N gemein, die von N verschieden wire. Sie 
erzeugen ©. Denn jedes Element g von © kommt in einer Nebengruppe von 
©/N vor, und diese laBt sich nach (8) als Produkt einer Nebengruppe von 
(21 x N)/N und einer vonB/N darstellen. Durch beliebige Wahl je eines Elementes 
aéAU und 6¢€@ in diesen Nebengruppen erhalten wir eine Darstellung gn 

a.b mit n€N, also g = a.n-.b, weil n- mit a vertauschbar ist. Es ist 
n.b¢€%. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Satz 3. Es sei ein Kompositionsfaktor GF mit zwei p-Gruppen J, und PB, 
vertauschbar und es seien D, und J, auf der einen Seite von F verschmelzbar. 
Dann sind sie es auch auf der anderen Seite. Die Verschmelzungen sind iso- 
morph und & ist mit der Verschmelzung vertauschbar. 

Es sei also 

G D+ + + DG, DGj41 D Gj4gD GjsgD°* DE 
Pp, s PD. 

eine Pseudokompositionsreihe. Sind J, und %, p-Gruppen derselben Prim- 
zahl, so sei es F nicht. DaB F mit B, und PB, vertauschbar sein soll, heiBbt 
(10,) ©;,, ist Normalteiler von G,, 

G,/G,,, ist direktes Produkt G,,,/G;,. x ©;,,/G;. 
(10,) G,,, ist Normalteiler von G,,,, 

G,,,/G;,, ist direktes Produkt G,,./G;., x G;49/G;.5 


und es gibt die Pseudokompositionsreihen 


(11,) G >- ++ DG, DG, > Gig Gig d+ DE 
& DB, P, 

und 

(11,) G D+ ++ DG, D Gj DGj42D Gig D+ DE. 
, D, * 


Sollen GB, und B, links von § verschmelzbar sein, so muB G,.2 Normalteiler 
von G, sein [Voraussetzung (a)]. Sollen DB, und PB, rechts von F verschmelzbar 
sein, so muB G,,, Normalteiler von G,,, sein [Voraussetzung (b)]. 

Wir zeigen jetzt, daB aus jeder der Voraussetzungen (a) oder (b) die andere 
folgt, sowie, daB G,,, Normalteiler von G, ist. 

Dies letztere folgt aus (a); denn wegen (10,) ist G;,,= G;+.2 6, ,g. die beide 
Normalteiler von G; sind. Es folgt aus (b), denn wegen (10,) ist G;= {G;,,, 


*) Siehe z. B. v. p. WAERDEN: Moderne Algebra I. Berlin 1930, § 42, S. 141. 
*) v. D. WAERDEN a. a. O., § 40, S. 136. 
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G,,,}, von denen beiden G,,, Normalteiler ist. 

Ist nun G,,, Normalteiler von G,, so ist es das auch von G,,, als einer 
Untergruppe von G,, so ist also (b) richtig; so sind weiter nach dem 2. Iso- 
morphiesatz G;,,/G;,, und G,;,,/G;,, Normalteiler von G,/G,,,, und 6; .2/G,.5 
dann ebenfalls, weil es durch sie nach (10,) eindeutig bestimmt ist und bei 
jedem Automorphismus von G,/G,,, in sich iibergeht. Daraus folgt (a) wieder 
nach dem 2. Isomorphiesatz. 

Aus (10,2) und Hilfssatz 1 mit G-+-G,/G,,,, % G5. 2/Gig, RN >G,,2/G;.5, 
B—-G,,,/G,;., folgt nun: G,/G,,,= G,.,/G,,5 > 6... G,,,. Wir kénnen also die 
Pseudokompositionsreihen (11, 2) durch die eineVertauschung von § mit B,/P, 
ineinander tiberfihren. 

Satz 4. Ist ein Kompositionsfaktor G mit einer p-Gruppe Y vertauschbar, 
und laBt sich B in der Pseudokompositionsreihe in Y,|B, aufspalten, so ist F 
auch mit DB, und DB, einzeln vertauschbar. Es gebe die Pseudokompositionsreihen 


G5D---5G;,5Gj4, > Gji2D°* DE 
y 4 
& --->G,; ©,., G;+. ++ 5E 
& PB 
und es sei G;,, Normalteiler von G;, G;,/G;,, direktes Produkt 
(12) G/G 5.2 = Gj444/Gi.9 X G.4/Gi.2 
©,/G;,, =P sei aufgespalten in G; > H>G,., 
DB, | DP, 
G,,,/G..= BD in G,,,> HX Gj... 
3, | F, 
Wir wollen sagen, diese beiden Aufspaltungen seien dieselben, wenn 
(13,) H= 99G,., 
(13) 9/G;.2 - G;,;/Gj+2 * H/Gj+2- 


Wir miissen uns zunachst davon iiberzeugen, daB (13,) und (13,) aquivalent 
sind. Ist § gegeben und § durch (13,) erklart, so foigt (13,) aus (12) nach einem 
bekannten Satz‘). Ist cS) gegeben und § durch (13,) erklart, so folgt (13,) 
daraus, daB in (13,) der zweite direkte Faktor durch den ersten eindeutig 
bestimmt ist. Denn dieser ist nach dem erwahnten Satze gleich (9 7 G,,,)/G;42. 

Aus (13,) folgt 9/G,., =~ 9/G,.2, also P,= P,. Da weiter H>G,,,, ist 
nach (12) ©;,, § = G,, also nach dem 1. Isomorphiesatz 


G9 = G449/9 = Gi45/9 0 Gi. = Gi4/9 
also DB, ~P,. (13,) bedeutet nun unmittelbar die Vertauschbarkeit von F 


und J, und die Existenz der Pseudokompositionsreihe 


G>--->G,>9 9 G,.2>---DE. 
BF TP; 


% ist Normalteiler von G,, weil § und G,,, es sind, und aus (12) und (13,) 


*) v. D. WAERDEN a. a. O., § 42, S. 143. 
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folgt nach Hilfssatz 1, wenn man dort G,A, B, N durch G,/G;,,, G;,,/G 


i+2> 
G,,,/Gi.2, H/G;+2 ersetzt: 


G,/H = H/H x G,.,/9, 

und dies bedeutet die Vertauschbarkeit von F und Y,. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

(13,.) enthalt auBerdem die Vorschrift, wie man eine Aufspaltung einer 
p-Gruppe nach einer Vertauschung wiederzuerkennen hat. 

Satz 5. Es sei 

Gd:--D G5 Gi D Gig Gji435°°-D € 
2 B € 

eine Pseudokompositionsreihe. Es sei méglich, € durch Vertauschungen 
iiber B und 2 hinweg nach links zu bringen. Es wird behauptet: Sind 2% und 
B links von € miteinander vertauschbar gewesen, so sind sie es auch rechts von ©. 

Der Satz hat auch noch Sinn, wenn zwei oder drei der Gruppen A, B, € 
p-Gruppen der gleichen Primzahl sind, obwohl die Vertauschung dann nicht 
definiert ist. Wir wollen deshalb den Satz noch einmal unabhingig vom 
Vertauschungsbegriff formulieren und nur zur Orientierung unter die Liicken 
der Pseudokompositionsreihen die Gruppen schreiben, denen die Faktor- 
gruppen isomorph sind. Bei eindeutiger Vertauschbarkeit stehen dort die 
Faktorgruppen selbst. 


Es sei also 
(14,) G,,. Normalteiler von G,, G,/G, ,. direktes Produkt G; ,,/G,,_ x G;../G 
(14,) G,;,,Normalteiler vonG,,,,G,,,/G;,,direktes Produkt G,, ,/G;,3 x G;+2/G;.3 
(14,) 6... Normalteiler von G,, G, 6, .2 direktes Produkt G,,, 6, 1a x Gi, 6, 


i+1 2° 
Es seien also auBer der gegebenen noch die folgenden Pseudokompositions- 
reihen méglich: 


G D+ + -DG,DGj4. DGi4—gDGj43D°* DE 
B at ¢ 

GD+ ++ DG, PGi Gig >Gi,gD° YE 
2 € B 

G>+ ++ DG, >G*, DG 2DG,3D°° DE. 
€ | B 


Dann wird behauptet, daB G,,, Normalteiler von G; und dab G,/G,., drei- 
faches direktes Produkt ist, dessen Faktoren jeweils 2,3, € isomorph sind. 
Da G;,,/G;,,= € und G,.../G, .g = B die direkten Faktoren von G,;,,/G;,5 
sind, ist ihr Durchschnitt die Einheit und G,,, G6... = @,,,. Da G;.,. und 
G,.2 Normalteiler von G, sind, ist es auch G,,,. Wir betrachten von allen 
Gruppen nur noch die Faktorgruppen nach G,,,; und nehmen an, G;,; sei €. 
Es ist G;,, G,.2 = €, denn wegen (14,' verteilen sich die Elemente von 
G6, auf die einzelnen Nebengruppen von G;,,/G;,. und diese wieder wegen 
(14,) auf die einzelnen Nebengruppen von G,/G,,,. Also ist ©; = G,.. x G;+2- 
Ebenso ist G*,, \G,;,.= €; G; = GF,, x G;,.. Daraus folgt nun nach einem 
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bekannten Satz®): G,,, = G,,. x (G;,, \ G}.,) also G; = G;.. <G,.. (G;., 
G*.,) = G,,, x (G,., \G*F,,) wegen (14,). Also ist G,,, \G*, =~ G,/G,., 
%. Damit ist der Satz 5 bewiesen. 


i 


Fiir p-Gruppen kénnen wir Satz 5 noch etwas erweitern: 
Satz 6. Es sei 
G>--- DG, 5G, GjigD° + DE 
a 3 

eine Pseudokompositionsreihe, 3 eine p-Gruppe, 2 nicht p-Gruppe derselben 
Primzahl. Jst dann A mit den Faktorgruppen von zwei verschiedenen Normal- 
teilern 9/G;,. und 3/G;,. von B vertauschbar, so ist sie es auch mit der Faktor- 
gruppe des Durchschnittes D/G,.. = D/Gj.20 F/Gj+2- 

Es sei D/G;,, das Erzeugnis {9/G;,,, 3/G;..}. Es ist P/O = H/D x 9/9. 
Als Erzeugnis von Normalteilern von G; und G,,, ist B ebenfalls Normal- 
teiler von G, und G, 


reihe unterteilen in 


, und wir kénnen die gegebene Pseudokompositions- 


G >---5G,5G,,, 2B 2929 2G,,,5---d€ 
a Sie 2 
oder 
G >---5G6,5G,,, 2B 2329 2G;,.>--- dE. 
a € xY M 


Nach Hilfssatz | ist G/B ein direktes Produkt, dessen einer Faktor G, /D 
ist. Also ist @ mit € vertauschbar. In 
G >---5G, 2G6,,,>B 2H292G,,,>---D € 
¢ 2 mM 2 


ist 21 mit M und in 


G6 >-:- 5G, 2G6,,,>P 23 29 2G,,,.>°°- DE 
€ a x IM 
ist 2 mit Y vertauschbar, also nach Satz 5 auch mit B/D =~ LM. Es gibt also 


ast. 


die Pseudokompositionsreihe 
G>---dG; 2G,., >Q59D 2G,,,>--- DE. 


Damit ist der Satz bewiesen 

Es gibt also in B eine eindeutig bestimmte gréBte mit 21 vertauschbare 
Faktorgruppe: die des Durchschnittes aller Normalteiler von 3, deren Faktor- 
gruppen mit 2 vertauschbar sind. 

Satz 7. Es sei 


@>:---5G,5G;4,>9 


a 


2D DE 


+2 


eine Pseudokompositionsreihe. B sei p-Gruppe, 2% nicht p-Gruppe derselben 
Primzahl. U und B seien Zwischengruppen zwischen G,,, und G,;,, (aber 
nicht notwendig Normalteiler von G,,,). Kann dann A an U und an D heran- 
geschoben werden, so kann es das auch an den Durchschnitt Ur B. 

U und B sind nachinvariante Untergruppen von G,,,. Es seien 


*) Siehe z. B. v. p. WaeRpDeN: Moderne Algebra I. Berlin 1930, § 42, S. 143. 
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GD-+-DG;,>G,4,>U,d---DU,, = 
G>»---dG,;d>G,, 


u> G,42>° “DE 
GB >-:- DB, = GBDG,,,5-°- dE 
die kiirzesten Pseudokompositionsreihen, die U bzw. B als Glied enthalten. 


m und n mégen die Tiefe ¢ (U) und ¢(%) von U und G heiBen. Nach Satz 4 
kann 2 an jedes U; und an jedes U,; herangeschoben werden. 


<. 


Ist nun n = m = I, so sind U und G Normalteiler von G;,,, und wir haben 
die Aussage von Satz 6 vor uns. Wir wollen induktiv zuerst fiir » = 1, von 
m — 1 auf m, dann fiir beliebige m von n — 1 auf n schlieBen. 

Angenommen, wirhatten den Satz schon fiir ¢(G) = 1 und t (U) < m bewiesen. 
Wir schieben 2 an 2, heran. Von da aus kénnen wir es nach Satz 6 anB, UU, 
und nach Voraussetzung auch an U,, heranschieben. Die Tiefen sind aber 
jetzt ¢(B,0U,) = 1, ¢(QU,,) = m-— 1, und wir kénnen 2 nach Induktions- 
annahme an %, -\ U,, heranschieben. 

Angenommen, wir hatten den Satz schon fiir ¢ (U) < n und beliebige ¢ (1) 
bewiesen. Wir schieben 2 an GU, heran. Von da aus kénnen wir 2 nach Vor- 
aussetzung an %,,, und nach dem eben bewiesenen auch an, /\ Ut heranschieben. 
Da die Tiefe ¢ (%) jetzt n 1 geworden ist, kénnen wir nach Induktions- 
annahme A auch an U7 (BW, U) = BU heranschieben. Damit ist der Satz 
bewiesen. 

Es gibt also unter allen Zwischengruppen zwischen G,,, und G;,,, an die 
2% herangeschoben werden kann, eine kleinste, naimlich ihren Durchschnitt. 
Sie heiBe die minimale mit A unvertauschbare Zwischengruppe. 

Satz 8. Es sei mit den Bezeichnungen von Satz 7 € die minimale mit 2 
unvertauschbare Untergruppe von G. Dann ist € Normalteiler von B. 

Es sei w ein Element von G,,, und 2 der dadurch bewirkte innere Auto- 
morphismus von G;. Da G;,, und G;,, als Normalteiler davon durch 22 in 
sich iibergehen, induziert Q in 2 und B Automorphismen, die wir wieder 2 
nennen wollen. Die unter 2 zu € konjugierte Untergruppe €* ist dann die 
minimale mit 2° unvertauschbare Untergruppe von G. Da aber A = A, muB 
wegen der Eindeutigkeit auch €*° = € sein. Eine Untergruppe, die bei jedem 
inneren Automorphismus in sich iibergeht, ist aber ein Normalteiler. 

Satz 9. Es sei 


S- retule G; Gis Gj+2 G;.3 ios € 
es =) € 


eine Pseudokompositionsreihe ; es seiG mit €, % mit G und nach Vertauschung 
mit BS auch mit € vertauschbar. Dann ist entweder B mit € auch links von A 
vertauschbar, oder A,B, € sind p-Gruppen derselben Primzahl. 

Wir wollen den Satz wieder ohne Verwendung des Vertauschungsbegriffes 
formulieren, um ihm seinen eigentlichen Geltungsbereich zu sichern. Sind also 
zwei oder drei der Gruppen 2, B, € p-Gruppen derselben Primzahl, so mégen 
die unter die Liicken der Pseudokompositionsreihen geschriebenen Gruppen 
nur im Sinne der Isomorphie verstanden werden. Es sei also 


(15,)G;,. Normalteiler von G,;,G,/G,,, direktes Produkt G, ,,/Gj_ x G;4,/G;+2 
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(15,)G,,,Normalteiler vonG,,,,G,,,/G;,, direktes Produkt G, ,./G,,;xG,+./G;.5 
(15,)G,,, Normalteiler von 6, G, .,/G;,,direktes Produkt G,,,/G;,,«G¥, ,/G;.5. 


Es seien also auBer der gegebenen noch die drei folgenden Pseudokomposi- 
tionen méglich : 


G++ G, DG. Gi4g>GiigD- DE 
3 % € 

G d+ + -DG, Gj, > G4. Gig D+ DE 
oe € B 

G>--->G,>G,,, G}.. G,43>°° DE. 
BS) € w 


Dann wird behauptet: G;,, ist Normalteiler von G;; G,/G,,, ist entweder 
p-Gruppe oder dreifaches direktes Produkt, dessen Faktoren jeweils A, B, 
€ isomorph sind. 

Wegen (15,) wird G; von G;,, und S, ,, erzeugt. In beiden ist G;,, Normal- 
teiler, also auch in ihrem Erzeugnis. Wir wollen der Ubersicht halber zu 
Faktorgruppen nach G,,, itibergehen und ihnen wieder die alten Bezeichnungen 
geben. 

Wegen (15,) liegen die wechselseitigen Kommutatoren von G;,, und G;,, 
in Gj... Da G,,,.cG,,, und GF, Gy +1, liegen auch die wechselseitigen 
Kommutatoren von G,,, und G¥,, in G;,,. Da sie auf Grund von (15,;) 
mit allen Elementen von G,,, vertauschbar sind, liegen sie im Zentrum von 
G,,..- Sie sind als Elemente von G,,, mit allen Elementen von G,,, und G*,, 
vertauschbar. Sie mégen eine Gruppe 9 erzeugen. 

Ist 9 = €, so sind G,,, und G*,, elementweise vertauschbar. Wegen 
(15,5) ist ©)... G,.. = GF, G,,.= €. Hatten G,,, und GF, ein Element 
gemein, so hiitten auch G,,,/G,,. und G,,,/G,,, die dadurch erzeugte Neben- 
gruppe nach G,,, gemein, entgegen (15,). Hatte G*., mit dem Erzeugnis 
G,,, = G,..G,.. ein Element gemeinsam, so miiBte dieses Element in G,,, 
und in 6, », liegen, also wegen (15,) in G,,,; aber wegen (15,) hat G,,, mit G*,, 
nur die Eins gemeinsam. Also ist das Produkt G*,,xG,,,@G,,. direkt. 
Das dreifache direkte Produkt umfaBt sowohl G?,, x G,;,, ed als G,,. 

< G;.. = G;,,, also kann es nur G; sein. 

Sind G,,, und G},, nicht elementweise vertauschbar, so hat G,,, = € 
ein Zentrum und ist eine p-Gruppe. Nach bekannten Rechenregeln iiber 
Kommutatoren®) erhalten wir dadurch einen Homomorphismus von G},, auf 
eine Untergruppe von $, daB wir jedem Element von G?,, seinen Kommu- 
tator mit einem festen Element von G,,, zuordnen. Wird bei einem solchen 
nicht jedem Element die Einheit zugeordnet, so ist auch G?,, p-Gruppe zu 
derselben Primzahl wie G,,,, und G,,, ebenfalls, wie man in der gleichen 
Weise zeigt. Also ist G, eine p-Gruppe. Damit ist der Satz bewiesen. 

Ein Beispiel fiir die zweite Méglichkeit bietet die durch a, b, c erzeugte 
Gruppe mit den Relationen a? = b? = c? = (a,c) = (b,c) = 1; (a,b) = c. Hier 


*) Siehe z. B. Zassennavs: Gruppentheorie I. Leipzig und Berlin 1937, Kap. II, § 6, 
S. 57, Formel (8a). 
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sind die durch {b} und {c} angedeuteten Kompositionsfaktoren rechts von {a} 
vertauschbar, links hingegen nicht. 

Satz 10. Es sei 

GD°°* DG, DGj4, Gig - DE 
P| B 
eine Pseudokompositionsreihe, 2% eine p-Gruppe, B nicht p-Gruppe zu der- 
selben Primzahl. Ist dann B mit zwei Untergruppen U/G,,, und B/G;,, von A 
vertauschbar, so auch mit threm Erzeugnis B/G, ., = {U/G,,,, B/G;.4}. 

Sind U und @ Normalteiler von G,, so ist der Satz ziemlich leicht zu be- 
weisen. Fiir den allgemeinen Fall benétigen wir einen InduktionsschluB, den 
wir nur mit abgeschwiachten Voraussetzungen fiihren kénnen; wir wollen 
ihn deshalb als Hilfssatz voranschicken. 

Hilfssatz 2. Es sei BDBDE eine Pseudokompositionsreihe; P/B sei 
p-Gruppe, G nicht p-Gruppe derselben Primzahl. Es sei Q eine Untergruppe 
von GB, die mit B elementweise vertauschbar ist, und es sei Q’ =B. Dann 
ist B direkter Faktor von B. 

Be we is? rel > Q 3. Es gibt 2 Fille: 

1. 9 = €. Dann ist die Behauptung trivial. Nur in diesem Fall ist Q der 
andere direkte Faktor. 

2. 9+ €. DaDd mit B elementweise vertauschbar ist, hat B ein Zentrum. 
B ist also eine g-Gruppe (q+ p). Die Ordnung von B sei g”, die von D/B 
sei p". Nach dem 1. Isomorphiesatz ist 


H/B = QVB/B = QD, 


a 


also hat Q die Ordnung p"q?. Nun sei © eine Sylowgruppe von Q von der 
Ordnung p”. Da 3 mit @ elementweise vertauschbar und der Durchschnitt 
leer ist, so ist das Produkt BG direkt. Es hat die Ordnung p"q”, ist also 
gleich der ganzen Gruppe J. 

Aus dem Hilfssatz folgt nun Satz 10 unmittelbar: Es sind G;,, und G;., 
Normalteiler ven GB = {11,%}, weil sie es von U und G@ sind. Nach Voraus- 
setzung sollten 1/G,,,und B/G,,, direkte Produkte U/G,,. = G;,,/G;.. * G/G; +. 


und 3/G,., = G,.,/G;,. x T/G;., sein. Wir setzen Q/G,;,,. = {G/G,;,., T/G;+9} 
©,,,/G,;.. ist mit G/G,,, und F/G;,, und daher auch mit ihrem Erzeugnis 
Q/G;,., elementweise vertauschbar. Q/G;,, und G,,,/G;,. erzeugen P/G,;, >. 
Da also die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfiillt sind, ist G;,,/@;,. direkter 
Faktor von P/G,,,. Damit ist Satz 10 bewiesen. 


Es gibt also in 2 eine maximale mit B vertauschbare Untergruppe: das Er- 
zeugnis aller mit 3 vertauschbaren Untergruppen. 
Es sei jetzt 


GD° °° DG, D G4, DGiigd* DE 


eine Pseudokompositionsreihe, 21 eine p-Gruppe,% eine g-Gruppe (p+ 4). 
Zu jeder Untergruppe a von A gibt es einen minimalen mit a unvertauschbaren 
Normalteiler von G. Q,, Qs, . . ., Q,, seien die verschiedenen unter ihnen. Ist 


m 


>a, >a, und sind Q, und Q, die minimalen mit a, bzw. a, unvertauschbaren 


7) Den Beweis verdanke ich Herrn v. p. WAERDEN. 
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Normalteiler von %, so ist Q, 2 Q,; denn a, ist als Untergruppe von a, sicher 
mit B/Q, vertauschbar, und daraus folgt nach Satz 6 die Behauptung. Ebenso 
gibt es zu jeder Faktorgruppe G/b von G eine maximale mit G/b vertausch- 
bare Untergruppe von A. $,,B,, .. .$,, seien die verschiedenen unter ihnen. 
Ist wieder B 5b, D6, und sind DB, und P, die maximalen mit B/b, bzw. B/b, 
vertauschbaren Untergruppen von 2%, so ist B, 2B,; denn G/b, ist als Faktor- 
gruppe von %/b, sicher mit J, vertauschbar, und daraus folgt nach Satz 10 
die Behauptung. 

Satz 11. Die Untergruppen Q; und Y, lassen sich umkehrbar eindeutig so 
einander zuordnen, daB Q,; der minimale mit Y; unvertauschbare Normallteiler 
von B, D,; die maximale mit Q; vertauschbare Untergruppe von Y ist. 

Wir mégen Q, als den minimalen etwa mit a unvertauschbaren Normal- 
teiler von G erhalten haben. J, sei die maximale mit G/Q, vertauschbare 
Untergruppe von 2%, b sei der minimale mit J, unvertauschbare Normalteiler 
von 3. Nach der Definition der maximalen vertauschbaren bzw. minimalen 
unvertauschbaren Untergruppen ist J; 2 a und Q; 26. Andrerseits ist nach 
dem oben bemerkten Q,; C 6b, da Q; der minimale mit a, 6 der minimale 
mit $B, unvertauschbare Normalteiler von G ist. Also ist Q; = 6. Wahlt man 
a gleich einem ,, so erkennt man durch eine entsprechende SchluBweise 
der umgekehrten Richtung, daB DB, = Y,;. Damit ist der Satz bewiesen. Es 
folgt, daB die Anzahlen m und n gleich sind. 

Unter den Q, interessieren uns besonders die charakteristischen Normal- 
teiler von G,/G,,.. 

Definition 3. Von diesen und den zugehérigen J, wollen wir sagen, sie 
seien einander zugeordnet, die DB; seien auf GB, die Q; auf A hingeordnet. 

Zu jedem Q,, das nicht charakteristischer Normalteiler von G,/G,,, ist, 
gibt es einen Automorphismus von G,/G,,,, der Q; und YB, in ein anderes Paar 


Q,, DB, iiberfiihrt. 


§ 2. Die Eindeutigkeit des Wiedererkennens. 


Ob unsere Definition des Wiedererkennens sinnvoll ist, hangt entscheidend 
davon ab, ob jeder Kompositionsfaktor § einer Pseudokompositionsreihe K 
wenn iiberhaupt, dann in einem eindeutig bestimmten Kompositionsfaktor 
einer anderen gegebenen Pseudokompositionsreihe K wiedererkannt wird, 
oder ob § bei verschiedenen Ketten J, I, ... von Vertauschungen, die alle 
von K zu K fiihren, in verschiedenen Kompositionsfaktoren von K wieder- 
erkannt wird. Die Kette J\J’,-' fihrt von K auf K zuriick, und wir kénnen 
unsere Frage beantworten durch den 

Satz 12. Es sei: 

K: G56, 5G,>-d€ 
F F. eee 
eine Pseudokompositionsreihe. Dann wird bei jeder Kette von Vertauschungen, 
die K in sich selbst iiberfiihrt, jeder Kompositionsfaktor in sich selbst wieder- 
erkannt. Wird ein Kompositionsfaktor bei einer solchen Kette von Vertau- 
schungen nur mit solchen anderen Kompositionsfaktoren vertauscht, die 





~ 


—— | 
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weder mit ihm isomorph, noch p-Gruppen derselben Primzahl sind, so ist 
der Satz trivial. Zu beweisen ist nur etwas, wenn mehrere isomorphe Kom- 
positionsfaktoren miteinander vertauscht werden. Diese sind dann notwendig 
einfach und nicht-abelsch, da die Vertauschung fiir p-Gruppen nicht definiert 
ist (siehe § 1). 

Dem Beweise schicken wir folgenden Hilfssatz voraus: 

Hilfssatz 3. Es sei 


G>G,>:--DG, +++ OE 
Filo iF 
eine Pseudokompositionsreihe, und es seien §,, §,...,4, einfach, nicht- 


abelsch und paarweise vertauschbar. Dann ist G, Normalteiler von @ und 
G/G, ist ein s-faches direktes Produkt, dessen Faktoren zu §,, . . .,%, iso- 
morph sind. 

Dieser Hilfssatz ist fiir s = 2 sicher richtig, denn die Vertauschung ist 
iiberhaupt nur dann definiert, wenn ©, Normalteiler ist. Angenommen, wir 
hitten den Hilfssatz schon fiir s — 1 bewiesen. Wir betrachten alle Pseudo- 
kompositionsreihen von G, die iiber G, laufen: 


GGL d---DGM,5G,d---DE (9=1,2... 8). 


Nach Induktionsvoraussetzung ist G, Normalteiler von allen G. Die G{? 
sind nicht alle identisch, z. B. andert sich G°, wenn wir die beiden ersten 
Kompositionsfaktoren vertauschen und die iibrigen an ihrer Stelle lassen. 
Zwei verschiedene G‘" erzeugen G, weil das Erzeugnis zweier Normalteiler 
wieder Normalteiler ist und es zwischen © und G' als maximalem Normal- 
teiler keinen weiteren Normalteiler geben kann. Also ist ©, auch Normal- 
teiler von G. 

Weiter ist G,/G, ein (s — 1)-faches direktes Produkt 9, x---x9D,. F, ist 
nach Voraussetzung mit allen Kompositionsfaktoren von G,/G,, also nach 
Satz 3 auch mit G,/G, selber vertauschbar und laéBt sich in einem direkten 
Faktor 9, von G/G, wiedererkennen. Der andere Faktor ist ©,/G,. Also ist 


G/G,= 9, x9, x---x,. 


Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Wir beweisen Satz 12 zuniichst fiir den soeben betrachteten Sonderfall, daB 
© n-faches direktes Produkt einfacher nicht-abelscher Gruppen © = 9, x 
<D,x-+-+-x, sei. Es sei 


(16) 6 = 6, >G,>-:->G,=€ 

Fi: es . Fn 
eine Kompositionsreihe. Dann ist G, “ direkter Faktor von G; und der andere 
Faktor ist eines der 9,; es sei etwa G;= G,,, x9; (¢ = 0,...,n — 1). Der 


Kompositionsreihe entspricht also eine bestimmte Anordnung der 9;. Jedem 
¥,4,= G,/G,,, ist ein 9;,, in der Weise zugeordnet, daB in jeder Nebengruppe 
von §,,, genau ein Element von 9,,, vorkommt. Die Zuordnung ist eindeutig: 
Die iibrigen 9, liegen alle entweder in G;,, (j > i+ 1), oder ihre Elemente 
kommen in G; und daher in den Nebengruppen von §;,, nicht vor (j S 4). 
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Diese Zuordnung wird nun durch eine Vertauschung von §, mit §,,, nicht 
geindert. Denn nach dieser Vertauschung lautet die Kompositionsreihe: 
G,>- ++ DG,-.>G, >G,., °° DE, 
#: P Fis, 5; —? 

wo ©, = G,,, x 9, und G,_, = G, x 9,,,. Dann ist F;= G,/G,;,, nach wie vor 
D, und §,,, = © 

Kette von Vertauschungen die Kompositionsreihe (16) in dem Sinne wieder 


;-,/8; nach wie vor 9,,, zugeordnet. Wird also nach einer 
hergestellt, daB sie tiber dieselben Untergruppen G; lauft, so wird auch die 
Anordnung der 9; und damit auch die der %; wieder hergestellt. Es muB 
dann ©,/G,,, wieder die Bezeichnung §;,, tragen, was zu beweisen war. 

Nun wollen wir den Satz 12 fiir allgemeine Gruppe beweisen. Angenommen 
er sei falsch, und nach einer Kette J’ von Vertauschungen der Kompositions- 
faktoren sei K wieder hergestellt, aber die Bezeichnungen der Kompositions- 
faktoren seien vertauscht. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen 
wir annehmen, daB auch der erste Kompositionsfaktor nicht mehr an seiner 
Stelle steht; denn ist im allgemeinen Fall ; der erste Kompositionsfaktor, 
der nicht an seiner Stelle geblieben ist, so betrachten wir einfach die Kom- 
positionsreihe von G,_,. Nun induziert J’ unter den Indizes eine Permutation. 
Diese kénnen wir durch Zyklen darstellen, es sei (1 = ig, i, . . . i,_,) ein solcher. 
I’ kénnen wir iterieren, da jede Wiederholung von derselben Kompositions- 
reihe ausgeht. Nach den Potenzen I’, ..., /’* kommen jeweils §;,_,, - - -, Fi,_, 
an die erste Stelle. Da also §,, %,,, - - - i, _ an erster Stelle stehen kénnen, 
sind sie mit allen links von ihnen stehenden Kompositionsfaktoren vertausch- 
bar, und wir kénnen sie durch eine Kette A von Vertauschungen an die ersten 
n Stellen bringen. Wir erhalten eine neue Kompositionsreihe K’ 

Gy > Gj >Gy>D- + -DGj-.>G,D---d€. 

ai a a 


il tos 


Hier sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes erfillt ; ©; ist also Normalteiler 
von ©, und G,/G;, ist s-faches direktes Produkt; fiir sie gilt Satz 12 nach dem 
Bewiesenen. Andererseits wird K’ durch die Kette 4-'J°A von Vertau- 
schungen wieder hergestellt, aber die Bezeichnungen der ersten s Kompo- 
sitionsfaktoren wird zyklisch vertauscht. Damit haben wir den Widerspruch, 
und Satz 12 muB allgemein gelten. 


§ 3. Die Verkniipfungsarten im Streckenkomplex. 


Eine Normalreihe einer Gruppe © heiBe Pseudohauptreihe, wenn jedes 
Glied Normalteiler von @ ist und wenn sich nur in dem Fall noch ein Nor- 
malteiler von @ zwischen zwei Gliedern G, und G;,, einschalten laBt, daB 
G,/G,,, eine p-Gruppe ist. 

Unser Ziel ist, die Komposition einer Gruppe durch einen Streckenkomplex 
darzustellen. Jedem Kompositionsfaktor  entspreche dabei ein Punkt P (§). 
Er sei mit allen Punkten P (%,;) durch Pfeile verbunden, deren zugehdériger 
Kompositionsfaktor §; 
rechts, in keiner aber links von F steht. Der Pfeil hat eine Spitze und ein 


in irgendeiner Pseudokompositionsrejhe unmittelbar 
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Ende, und er habe in P (%) seine Spitze, in P (F,;) sein Ende. Wir miissen 
nun verabreden, wie die Pfeile bei zusammengesetzten Gruppen miteinander 
zu verkniipfen sind. 


Gruppen mit zweigliedriger Pseudo-Hauptreihe. 

G >G, >€. Es sind folgende Fille méglich: 

A. G ist direktes Produkt G, x G,. Wir verbinden P (G,) und P (G,) nicht. 
Sind G, und ©, isomorph, so wollen wir auch die zugeordneten Punkte iso- 
morph nennen. 

B. © ist kein direktes Produkt. 

1. G, ist einfach oder p-Gruppe und G/G, induziert in G, eine von € ver- 
schiedene Untergruppe der auBeren Automorphismengruppe; es gebe also 
innere Automorphismen von G, die, in G, allein betrachtet, aiuBere sind. 
Wir verbinden P (G/G,) mit P (G,). Diese Verbindung heiBe von der J. Art. 
(Vgl. Beispiel 1, 2 auf S. 195.) 

2. G, ist eine p-Gruppe, und G/G, induziert in G, nur innere Automorphis- 
men, ohne da8 G, direkter Faktor von © wire. 

Wir kénnen G/G, durch Erzeugende A; und definierende Relationen 
R,= IT A#‘* = 1 darstellen. Die A; sind Nebengruppen nach G,. Sollen nur 


t 


innere Automorphismen in G, induziert werden, so muB es zu jedem Element 

a;¢€ A, ein solches Element 5;¢ ©, geben, daB fiir alle Elemente g ¢ G, gilt: 
a; ' ga, = b; ‘ gb,, also (a,b; *)— g (a, b; y=g. 

Wir finden also in jeder Nebengruppe A, Elemente, c, = a,b; ', die mit allen 

Elementen von G, vertauschbar sind. Wir wahlen nun aus diesen Elementen 

teprisentanten c,; fiir die A; aus und setzen sie in die Relationen ein. Auf der 

rechten Seite steht dann ein Reprisentant der Einheit, also ein Element 


r, € G,, und es wird R, + IT c** = r,. Diese r, sind mit allen Elementen von 
i 


©, vertauschbar, liegen also im Zentrum von ©,. 


ss {b} {c} 
Waren alle r,= 1, so wire G = G, x {c;}, entgegen der . Z 
‘ ns “4 . \ 
Voraussetzung. Wir verbinden P (G/G,) mit P(G,). \ a 
Diese Verbindung heiBe von der 2. Art. (Vgl. Beispiel 3, " ye 
\ 
S. 195.) v 
fa 
oT “a , : ‘ 43 
3. EsseiG, weder einfach noch p-Gruppe. Dann ist Fig. 1. Beispiel 1. 


©, nach einem bekannten Satze*) direktes Produkt 
isomorpher einfacher Gruppen und G/G, induziert in ©, eine Permutation 
der Faktoren. Vor ihre (isomorphen) Punkte setzen wir eine Klammer, die 
wir dann mit P (G/G,) verbinden. Wir sagen, die Verbindung sei von der 
3. Art. (Vgl. Beispiel 4 auf S. 195.) 

Diese 4 Fille schlieBen einander aus und erschépfen die Gesamtheit aller 
Moglichkeiten. 

*) Siehe z. B. Sperser: Gruppen endlicher Ordnung. Berlin 1937, § 12, 8S. 41/42, 
Satz 31/32. 
Math. Ann. 128. 14 
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§ 4. Die Konstruktion des Streckenkomplexes fiir lockere Gruppen. 

Definition 4. Eine lockere Gruppe ist eine solche, bei der jede Pseudo- 
kompositionsreihe auch eine Kompositionsreihe ist. 

Es stehen also in keiner Kompositionsreihe zwei zyklische Gruppen der 
gleichen Primzahl nebeneinander, die zu einer p-Gruppe verschmelzen kénnen. 

Durch die Satze 5—11 ist gesichert, daB die Vertauschbarkeit zweier 
Kompositionsfaktoren unabhangig von ihrer Stellung in der Kompositions- 
reihe definiert werden kann. 

Es sei § ein Kompositionsfaktor. Es gibt fiir F eindeutig eine Stellung am 
weitesten rechts. Wir erreichen sie, wenn wir mit allen mit § vertauschbaren 
Kompositionsfaktoren nach rechts vertauschen. Die dann mit § beginnende 
Kompositionsreihe stelle eine Gruppe IM (fF), die unmittelbar rechts von F 
beginnende Kompositionsreihe eine Gruppe N () dar. Die Linge der Kom- 
positionsreihe von I (F) heiBe die Héhe von F. N (F) ist aus allen Kompo- 
sitionsfaktoren aufgebaut, die in irgendeiner Kompositionsreihe rechts von 
stehen und mit § unvertauschbar sind. Es ist M (F)/N (F) = F. 

Um nun den Streckenkomplex zu konstruieren, gehen wir rekursiv vor. 
Zuniachst ordnen wir den Kompositionsfaktoren von der Héhe 1 Punkte P (%) 
zu. Angenommen, wir hiatten schon jedem Kompositionsfaktor § von einer 
geringeren Hohe als h einen Platz im Streckenkomplex angewiesen und einen 
Punkt P (%) zugeordnet sowie jeder nachinvarianten Untergruppe, deren 
simtliche Kompositionsfaktoren eine geringere Héhe als A haben, einen 
Streckenkomplex zugeordnet. 

habe die Héhe h. Wir betrachten alle diejenigen Hauptreihen von IM (F), 
die tiber N (fF) hinaus weiterschreiten. Es sei 

M (F)OR(F)HD---dE 

eine solche. Es sei N (F)/H = KR. Ist KR nicht einfach, so ist R direktes Produkt 
mehrerer isomorpher einfacher nicht-abelscher Gruppen R, xR, x--- x&,,°). 
Dann schlieBen wir die Punkte P (&,), P (R,) ..., P (&,,) mit einer Klammer 
zusammen und bezeichnen diese mit P (R). Wir ordnen nun & einen Punkt 
P (§) zu. Je nachdem, von welchem der in § 3 aufgezihlten Typen M (F)/H 
ist, wollen wir P (F) mit P (R) durch einen Pfeil mit der Spitze in P (F) auf 1., 
2. oder 3. Art verbinden. 

Wir nennen zwei Punkte P (%,) und P (F,) isomorph, wenn GF, = F., wenn 
sie dieselbe Héhe haben und nur mit denselben oder isomorphen Punkten 
auf dieselbe Weise verbunden sind. 

Wir wollen nun die Punkte des Streckenkomplexes unter Beachtung der 
folgenden Regeln in eine Ober- und eine Unterkiasse einteilen: 

1. Gehért die Spitze eines Pfeiles 1.—3. Art zur Unterklasse, so gehére auch 
sein Ende dazu. 

2. Gehért das Ende eines Pfeiles 1—3. Art zur Oberklasse, so gehére 
auch seine Spitze dazu. 

Diese Einteilung kénnen wir uns etwa auf die folgende Weise veranschau- 
lichen: Wir betten den Komplex in einen R* ein und schneiden ihn durch 
*) Nach dem in FuBnote 7 zitierten Satz. 
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geschlossene, der Kugel homoiomorphe Flachen, die von jedem Pfeil 1.—3. Art, 
der sie iiberhaupt schneidet, von innen nach auBen durchstoBen wird. Die 
Punkte des Komplexes im Innern der Flache gehéren zur Unterklasse, die 
des AuBeren zur Oberklasse. 


Saiz 13. Jede solche Klasseneinteilung entspricht einer nachinvarianten 
Untergruppe. Gehéren alle Punkte der Unterklasse an, so ist das richtig. 
Angenommen, wir hatten den Satz schon fiir Klasseneinteilungen bewiesen, 
bei denen m + 1 Punkte der Unterklasse angehéren. Es sei uns eine Klassen- 
einteilung vorgelegt, bei der die Unterklasse U gerade m Punkte enthilt. 
Unter den Punkten der Oberklasse gibt es solche mit kleinster Hohe; es sei 
D (FF) ein solcher. Jeder Pfeil mit der Spitze in P (%) hat sein Ende in U, 
weil dieses eine geringere Héhe hat. Fiigen wir P (G) zu U hinzu, so erhalten 
wir eine neue Unterklasse U’, die unseren Bedin- 


* " . fe 
gungen geniigt. Nach Induktionsvoraussetzung ent- i} 
wr as ; , : a 
spricht U’ einer nachinvarianten Untergruppe ©,. ft 
In jeder Kompositionsreihe von G, ist § mit allen ff \ 
. r *,* ‘\ 
linksstehenden Kompositionsfaktoren vertauschbar, ra : 
. * . r “4: . 1a 
und wir kénnen eine Kompositionsreihe von @, ange- at {0} 


: . fay Fig. 2. Beispiel 2. 
ben, in der { an erster Stelle steht. Der zugehdrige 


Normalteiler G, entspricht dann der Unterklasse U. U entspricht also einer 
nachinvarianten Untergruppe. Damit ist Satz 13 bewiesen. 


Werden dabei isomorphe Punkte immer in die gleiche Klasse getan, so 
entspricht die Unterklasse einer charakteristischen Untergruppe. Werden 
isomorphe Punkte wenigstens immer dann in die gleiche Klasse getan, wenn 
sie mit einem und demselben Punkt durch einen Pfeil 3. Art verbunden sind, 
der in diesem seine Spitze hat, so entspricht die Unterklasse einem Normal- 
teiler. Einer Folge von solchen Klasseneinteilungen, bei der jeweils die Unter- 
klasse der folgenden in der Unterklasse der vorhergehenden enthalten ist und 
in die sich zwischen zwei aufeinanderfolgende Klasseneinteilungen keine 
weitere der gleichen Art einschieben léBt, entspricht eine Kompo- 
sitionsreihe bzw. Hauptreihe bzw. charakteristische Reihe. Wir er- {c} 
halten auf diese Weise alle Kompositionsreihen bzw. Hauptreihen, 
nicht aber notwendig alle charakteristischen Reihen. 


Beispiele. 

l.a’=1, a®=a*, at=a*, B= c= (b,c) = 1 > 
{a} hat die Héhe 1, {5} und {c} die Héhe 2 und sind mit {a}auf die J J: 
1. Art zu verbinden. om 8 


Beispiel 5 
2. a®= b= (a,b) = 1, af =a’, = 5, =] 
{a} und {b} haben die Héhe 1, {c} die Héhe 2 und ist mit {a} und {b} auf die 
1. Art zu verbinden. 
3. Ein Beispiel fiir eine Verbindung 2. Art liefert die zyklische p-Gruppe 
{a} der Ordnung p? mit a’?= 1. Hier ist G, = {a}. 
4. Ein Beispiel fiir eine Verbindung 2. Art in einer lockeren Gruppe ist 
gegeben durch a?= b?= (ab)'=c, c?= 1, (a,c) = (b,c) = 1. G,= {c} ist das 


14* 
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Zentrum. Reprisentanten von G/G, sind die aus a und 6 allein gebildeten 
Worte. ©/G, ist isomorph der Ikosaedergruppe”®). 

5. Es seien §, und §, zwei Ikosaedergruppen a? = 6? = (a,b,)'= 1 (i = 1, 2) 
aS = az, bf = b,, c?= 1. {c} ist mit §, und §, auf die 3. Art zu verbinden. 

$5. Allgemeine Gruppen. 

Mit den lockeren Gruppen ist nun nur ein sehr kleiner Teil der Gruppe 
erfaBt. Man kann einen Schritt weiter gehen und Gruppen betrachten, von 
denen fiir jede Kompositionsreihe das folgende gilt: 

Voraussetzung V. Kommt darin eine nicht einfache p-Gruppe vor, so soll 

1. entweder sie selbst oder die Einheit die maximal mit dem rechts- 
stehenden Kompositionsfaktor vertauschbare Untergruppe und 

2. entweder sie selbst oder die Einheit die minimale mit dem linksstehenden 
Kompositionsfaktor unvertauschbare Untergruppe sein. 

Zur Abkiirzung wollen wir einen Kompositionsfaktor, der p-Gruppe ist, 
einen p-Kompositionsfaktor nennen. Ein Kompositionsfaktor, der nicht 
p-Gruppe derselben Primzahl ist, heiBe fremd. Es sei eine bestimmte Pseudo- 
kompositionsreihe K vorgelegt. 

Ist dann J ein p-Kompositionsfaktor, so kénnen wir ihn mit allen rechts 
von ihm stehenden mit ihm vertauschbaren Kompositionsfaktoren vertauschen. 
Es kann sein, daB dann rechts von ihm nur noch mit ihm unvertauschbare 
fremde Kompositionsfaktoren stehen; es kann aber auch sein, daB unmittelbar 
rechts von ihm wieder ein p-Kompositionsfaktor steht, fiir den dann freilich 
die Frage nach Vertauschbarkeit oder Unvertauschbarkeit sinnlos geworden 
ist. Um uns hier eine Ubersicht zu verschaffen, wollen wir eine Gruppe 6’ 
p-nachinvariant in einer Gruppe © nennen, wenn sie nachinvariant ist und 
das System der Faktorgruppen von G bis G’ aus p-Gruppen derselben Prim- 
zahl besteht. Nach einem Satz von WIELANDT") ist der Durchschnitt zweier 
p-nachinvarianter Gruppen wieder p-nachinvariant. Unter allen p-nach- 
invarianten Untergruppen gibt es also eine kleinste, nimlich den Durchschnitt 
aller. Er ist Normalteiler; denn da seine konjugierten p-nachinvariant sind, 
ist er in ihnen enthalten und fallt mit ihnen zusammen. Die kleinste p-nach- 
invariante Untergruppe von M (GF) heiBe N (F). 

Eine nachinvariante Untergruppe M von G heiBe p-Obergruppe von N (F), 
wenn %() Normalteiler von M und die Faktorgruppe eine p-Gruppe ist. 
Nach einem weiteren Satz von WIELANDT ist das Erzeugnis von p-Obergruppen 
derselben Primzahl wieder eine p-Obergruppe. Es gibt also unter den p-Ober- 
gruppen von 2% (%F) innerhalb G eine gréBte, nimlich das Erzeugnis aller 
sie heiBe ~ @ N (FF) ist dann auch die kleinste p-nachinvariante Unter- 
gruppe von I(%), denn jede kleinere p-nachinvariante Untergruppe von 
M (F) wire auch nachinvariant in M (F), was nicht méglich ist. 

Hiljssatz 4. Stehen zwei p-Kompositionsfaktoren J, und $, unmittelbar 
nebeneinander, so gibt es eine Pseudokompositionsreihe, in der sie miteinander 
1°) Dieses Beispiel verdanke ich Herrn v. D. WAERDEN 
1) a. a. O., 8. 210. 
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unter Umstianden unter Hinzuziehung weiterer Kompositionsfaktoren — 
verschmelzen. Denn X (%,) ist Normalteiler von M (%,) und Untergruppe von 
N(P,), weil N(B,) nach Definition in allen p-nachinvarianten Untergruppen 
von MN(%,) enthalten ist?*). Wir lassen eine Pseudokompositionsreihe iiber 
M(B,) und N(B,) laufen. Dann ist der Kompositionsfaktor M (%,)/N (B,) 
durch Verschmelzung von %, und %, und der Kompositionsfaktoren zwischen 
N(P,) und N (F,) entstanden. 

Hilfssatz 5. Sind zwei p-Kompositionsfaktoren B, und B, durch eine Reihe 
von fremden Kompositionsfaktoren %,, ...,, getrennt und ist B, mit allen 
diesen vertauschbar, so auch %,. Denn wir kénnen J, durch Vertauschung 
mit den N%, an Y, heranschieben und dann mit J, und weiteren p-Kompo- 
sitionsfaktoren zu einer p-Gruppe % verschmelzen. Da dann die §, mit der 
Faktorgruppe %, von Y vertauschbar sind, sind sie es auf Grund der Vor- 
aussetzung V mit den ganzen und daher auch mit P,. 

Satz 14. Kann Y, und Y, in einer geeigneten Pseudokompositionsreihe 
verschmelzen und ebenso B, mit B,, so auch B, mit P,. 

Denn aus den beiden Voraussetzungen folgt, dab B, mit allen zwischen 
B, und B, sowie mit allen zwischen PB, und YB, stehenden fremden Kompo- 
sitionsfaktoren vertauschbar ist. Also sind es nach Hilfssatz 5 auch B, und ,. 
In einer geeigneten Pseudokompositionsreihe sind also DB, ,B,,P, héchstens durch 
weitere p-Kompositionsfaktoren getrennt. Nach Hilfssatz 4 kénnen alle diese 
p-Kompositionsfaktoren von, bis$, — unter Umstianden unter Hinzuziehung 
weiterer Kompositionsfaktoren — zu einer p-Gruppe verschmolzen werden. 

Aus Satz 14 ergibt sich, daB man die p-Kompositionsfaktoren einer Pseudo- 
kompositionsreihe so in Klassen zusammenfassen kann, daB p-Kompositions- 
faktoren derselben Klasse immer, solche verschiedener Klassen niemals ver- 
schmelzen kénnen. 

Wir wollen nun einen p-Kompositionsfaktor J mit allen anderen derselben 
Klasse verschmelzen lassen. Dazu betrachten wir die Gruppe M (WB)/N (B) 
und nennen sie die Hiille $(%). Diese kann nun selbst Kompositionsfaktor 
in einer geeigneten Pseudokompositionsreihe K’ sein. Denn da M(B) nach- 
invariant in © ist, gibt es eine Pseudokompositionsreihe von G, die iiber M (B) 
lauft. Da N(B) Normalteiler von M (PB) ist, knnen wir sie iiber N (YB) weiterlaufen 
lassen, und zwar ohne eine Zwischengruppe zwischen IR (P) und N(B). Die so 
konstruierte Pseudokompositionsreihe K’ enthalt $(%) als Kompositionsfaktor. 

K’ entsteht aus K dadurch, daB alle p-Kompositionsfaktoren, die zur 
selben Klasse C wie % gehéren, zusammenriicken und miteinander zu § ($B) 
verschmelzen. $ (%) ist auf Grund unserer Voraussetzung mit allen fremden 
Kompositionsfaktoren, die in K zwischen den p-Kompositionsfaktoren der 
Klasse C liegen, vertauschbar, weil jeder von ihnen mit dem einen oder anderen 
p-Kompositionsfaktor von C vertauschbar ist. 

Die Hiillen aller Kompositionsfaktoren derselben Klasse sind einander iso- 
morph. Denn die verschiedenen unter ihnen entstehen dadurch, daB die p-Kom- 


12) Wir hatten oben (S. 192) Nt($,) als den mit, N(¥,) als den hinter B, beginnenden 
Abschnitt der Pseudokompositionsreihe definiert. 
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positionsfaktoren der Klasse jeweils an verschiedenen Stellen der Pseudokom- 
positionsreihe durch verschiedene Anordnung der Vertauschungen mit den 
fremden Kompositionsfaktoren aneinanderriicken. Sie gehen auseinander durch 
Vertauschung mit diesen fremden Kompositionsfaktoren hervor, und aus Satz 3 
folgt dann ihre Isomorphie. Die Hiillen sind also weniger dem einzelnen 
p-Kompositionsfaktor, als vielmehr der Klasse als solcher zugeordnet. 


Unter den Pseudokompositionsreihen gibt es nun kiirzeste: Diejenigen, 
in denen jeweils alle p-Kompositionsfaktoren jeder Klasse zu ihrer Hiille 
verschmolzen sind. Die kiirzesten Pseudokompositionsreihen gehen rein 
durch Vertauschung auseinander hervor und lassen sich ebenso behandeln 
wie die lockeren Gruppen. Wir kénnten also wieder jeder Hille einen Punkt 
zuordnen und ihn nach der in §3 angegebenen Vorschrift in den Strecken- 
komplex einbauen. Dieser liefert uns dann eine vollstandige Ubersicht iiber 
die kiirzesten Pseudokompositionsreihen. 


Fiir eine Ubersicht iiber die Kompositionsreihen, die nicht kiirzeste sind, 
liefert der Streckenkomplex als solcher nichts. Um wenigstens einen Ansatz- 
punkt zu gewinnen, an dem man andere Methoden ansetzen kann, kann man 
etwa dieHiillen statt durch Punkte durch kleineKugeln darstellen. Man muB8 dann 
eine Ubersicht iiber die Kompositionsreihen der p-Gruppen von anderen Gesichts- 
punkten her zur Verfiigung haben ; man kénnte die Lange einer solchen durch Zer- 
stiickelung der Kugel in eine entsprechende Zahl von Punkten andeuten. Wollen 
wir nun aus dem Streckenkomplex die nachinvarianten Untergruppen ablesen, so 
habenwir wieder zu beachten, daB jede solche mit jedem Kompositionsfaktor F 
auch alle die enthalt, die am Ende eines Pfeils mit der Spitze in bzw. H(F) stehen. 
Wir kénnen also so vorgehen: Wir legen wieder durch den Streckenkomplex eine 
Flache O, die von jedem Pfeil, wenn iiberhaupt, dann nur in der Richtung von in- 
nen nach auBen durchstoBen wird und die einige Kugeln in zwei Stiicke zerlegt. 
Dem in O liegenden Teil der Kugel entspricht eine Untergruppe der entspre- 
chenden Hiille, die, wie gesagt, aus dem Streckenkomplex nicht abgelesen werden 
kann, sondern gegeben sein muB. Auf diese Weise erhalten wir wieder alle nach- 
invarianten Untergruppen von G. Wir betrachten Flichen als nicht verschieden, 
wenn sie dieselben Pfeile schneiden und dieselben Kugeln in Andeutung derselben 
Untergruppen zerlegen. 


Jede Folge solcher ineinanderliegender Flachen, von denen zwei be- 
nachbarte entweder genau einen Punkt zwischen sich lassen oder eine 
Kugel in verschiedener Weise so zerlegen, daB von den beiden ent- 
, &4,/B sprechenden Untergruppen die zweite auch Untergruppe der ersten ist. 


| entspricht dann einer Pseudokompositionsreihe, und wir finden auf 
diese Weise alle Pseudokompositionsreihen. 


* S/A, 


B 


Fig. 4. Beispiel: die Oktaedergruppe ©,. Sie hat die Pseudokompositions- 


reihe 6@,>%,>U>€, wo A, die alternierende Gruppe (Tetraeder- 
gruppe), U die Vierergruppe ist. Hier ist 6,/2, mit 2,/O und %,/B mit B je auf 
1, Art zu verbinden. Die anderen méglichen Pseudokompositionsreihen erhalt 
man durch die 3 méglichen Aufspaltungen von . 





Komposition endlicher Gruppen. 199 


Will man das hier gegebene Verfahren auf p-Gruppen ausdehnen, so st68t 
man auf erhebliche Schwierigkeiten, und es zeigt sich, daB sich die Struktur 
der p-Gruppen auf diese Weise nicht beschreiben laBt. So hat die Vierergruppe 
drei gleichberechtigte zyklische Normalteiler. Man kénnte jedem von ihnen 
einen Punkt zuordnen. Die zugehérigen Faktorgruppen lassen sich dann 
aber nicht wieder diesen Punkten zuordnen, sondern héchstens Punktepaaren. 
Wir hatten dann von einer sehr einfachen und iibersichtlichen Gruppe ein 
verwickeltes und uniibersichtliches Bild. Das kénnte in Kauf genommen 
werden, wenn durch dieses Bild verborgene Struktureigenschaften ans Licht 
gebracht wiirden, die sonst nicht in Erscheinung triten. Das ist aber nicht 
der Fall. 

Bei einem Versuch, den Streckenkomplex zu konstruieren, wird man sich 
also jedenfalls damit begniigen miissen, die p-Gruppen als Ganze in den 
Streckenkomplex einzubauen. Machen wir aber nicht die oben angegebene 
Voraussetzung V, so kann es sein, daB die einzelnen Unter- und Faktorgruppen 
einer p-Gruppe mit ganz verschiedenen fremden Kompositionsfaktoren ver- 
tauschbar sind. Man miiBte also die p-Gruppen so weit auseinandernehmen, 
wie es die Einordnung unter die fremden Kompositionsfaktoren erfordert, 
und die Untergruppen- und Faktorgruppen, die in verschiedener Weise mit 
den anderen Kompositionsfaktoren vertauschbar sind, durch verschiedene 
Punkte bezeichnen. Das wird aber sehr verwickelt; es kann sein, daB jeder 
mégliche zyklische Kompositionsfaktor der p-Gruppe durch einen eigenen 
Punkt gekennzeichnet werden mu8, und wir hitten gegeniiber dem eben 
gegebenen Ansatz nichts gewonnen. Die Anwendbarkeit des Streckenkom- 
plexes reicht also iiber die lockeren Gruppen nicht oder kaum hinaus. 


( Eingegangen am 27. Februar 1954.) 
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Die Koeffizienten des BERGMANschen Orthonormalsystems. 


Von 


Hersert Mescukowski in Berlin. 


Es sei 3 ein »-fach zusammenhingendes schlichtes und beschranktes Ge- 

biet, das von n analytischen Kurven €, (¢  - ¢,| begrenzt wird. {2 sei die 

v=1 
Klasse der Funktionen, die in G3 samt ihren Integralen regular und eindeutig 
sind und ein endliches Dirichlet-Integral haben. BERGMAN hat gezeigt*), 
daB es fiir diese Funktionenklasse ein durch gewisse Extremaleigenschaften 
definiertes vollstindiges Orthonormalsystem gibt. In meinen ,,Beitrigen zur 
Theorie der Orthonormalsysteme***) wurde fiir dieses System eine analytische 
Darstellung gegeben. 

Im folgenden soll eine bemerkenswerte Eigenschaft der Koeffizienten dieses 
BercGMANschen Systems entwickelt werden. Ahnliche Aussagen kénnen ge- 
macht werden fiir die anderen Systeme, die in den ,,Beitriigen‘ (siehe Anm. 2) 
aufgestellt wurden. Es werden hier fiir die Funktionen, Funktionenklassen usw. 
dieselben Bezeichnungen benutzt wie in der genannten Arbeit. Die Nummern 
von Formeln und Satzen mit vorgesetztem B beziehen sich auf die ,, Beitrige“ 


I. Die Koeffizienten regulirer Funktionen im Beragman-System. 


Nach Satz B IX lassen sich die Koeffizienten der Klasse 2 darstellen in 
der Form 


x 


(1) f(z) = 3c, 0,(2), Cy, = (f, On) 
” l 
Dabei ist 
G(z) 
Qn(2) (Gn, G,,)3 
und nach B (55) 
G,(z) = af? Mj (z, @) +--+ + a? M;, (z, 7%). 


Dann wird 
(2) 0,(z) = py? M; (z, %) + + BO M;, (z, %), 
wobei 
(n) 
pm — - 1 

: (Gn, Gn)? 

‘) Beroman: The kernel function and conformal mapping, Survey of the Math. 
Soc. 5 (1950). 

*) MescukowskI: Beitrage zur Theorie der Orthonormalsysteme. Math. Ann. 127, S. 
107—129 (1954). 
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Diese Zahlen #” sind (nach Wahl von x) feste, fiir das Gebiet B charakteristi- 
ache Zahlen. 


Fiir die in (1) auftretenden Koeffizienten c, gilt dann nach (2) 





ed Bo: jag 
" 2 


c ; | F(z) (BY” M; (2, %) + +--+ BO M;j, (z, %)) dz, 
€ 


Wegen B (25) wird daraus: 
9; | F(z) (BO Nj (z, u) +--+ + POON; (z, u)) dz. 


u 


(3) Cc -- 
& 
Nach B (27) folgt weiter: 


n 


(4) Cc, = 2 > poo fe-(u), f(z) = f(z). 


ja 


>=] 
Das Bemerkenswerte an dieser Darstellung (4) ist die einfache Berechnung der 
Koeffizienten, wenn die fiir das Gebiet charakteristischen Zahlen # erst 
einmal ermittelt sind. Normalerweise mu8 man doch zur Berechnung der 
Fourier-Koeffizienten 

n (f, Pn) 

irgendeines_ vollstandigen Orthonormalsystems {q,} fiir jede Funktion 
f(z) « 22 und fiir jeden Index n eine Integration ausfiihren. Hat man beim 
BERGMAN-System erst einmal die Matrix der {6} bestimmt, so erhalt man 
fiir jede Funktion f(z) €¢ 2 nach (4) die Koeffizienten c,, als lineare Form der 
Ableitungen bei z = u. Wir kénnen das Ergebnis auch so zusammenfassen: 

Satz I: Es sei 
f(z) = D a, (z — u)" 


n 0 


die Potenzreihenentwicklung bei u fiir eine auf € reguliire Funktion der Klasse Q2, 


f(z) = Sc, 0,(z) 
n 1 


>? 


die in jedem inneren Teilbereich von B gleichmipig konvergente Darstellung 
durch die Funktionen des vollstindigen BERGMAN-Systems. Dann erhidlt man 
die Koeffizienten c, aus den Koeffizienten der Potenzreihe nach der Formel 


T 
a(n) 


(5) Cu x >’ BO? (v L)ia,_,. 
v=] 


II. Darstellung von Funktionen mit Singularitiiten im {o,}-System. 
Es sei f(z) eine Funktion, die in @ + € regulir und (samt Integral) ein- 
deutig ist mit Ausnahme der Stelle uw, wo die Entwicklung lauten soll: 
° l 
(6) f(z) = - @—ue t+ %t a, (z — u) 
Bekanntlich (Satz B V) kann man auch fiir solche Funktionen eine in jedem 
Teilbereich von giiltige Darstellung durch die Funktionen eines vollstiandigen 
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Orthonormalsystems angeben, die in BZ an einzelnen Stellen Pole haben. Auch 1 
in diesem Fall gibt es eine einfache Relation zwischen den Koeffizienten des | 
Orthonormalsystems und denen der Potenzreihe. Wir wollen uns darauf be- 

schrinken, das Ergebnis fiir den Fall der Entwicklung (6) zu ermitteln. Offen- 

sichtlich ist in andern Fallen entsprechend zu verfahren. 

Nach Satz B V hat man fiir f(z) im System {0,(z)} die Darstellung 


(7) f(z) N’(z, u) T Px Cy 0,(2) as 

n 1 
Fiir die Koeffizienten c, gilt wieder (3), aber diesmal ist F(z) nicht regular. 
Wenn die Potenzreihenentwicklung fiir N’(z, u) bei u lautet: 


I 


N’(z, u) (2 u) No 4 Ny (z— u) tees 
so gilt wegen (6): 
(8) gai | Ni, (z, u) F(z) dz = (vy — 1)! [(—1)’—! n,_, —,-,]. 7 
€ 


Damit ist bewiesen : 

Satz II: f(z) sei eine Funktion, die in B+ € (samt Integral) eindeutig ist 
und regulir mit Ausnahme der Stelle u, wo ein Pol zweiter Ordnung vorliegt 
mit der Potenzreihenentwicklung (6). Dann gilt fiir die Koeffizienten c,, = (f, 0,) 
von f(z) die Darstellung 


(9) c, = 2) pe (vy — 1)! [a,_, + (— 1)’ n,-,]. 
v=1 
In ahnlicher Weise ergeben sich solche Beziehungen bei Funktionen mit 
mehreren Polen verschiedener Ordnung. 
Setzt man speziell 
1 
(z—u)*’ 


f(z) 


so wird aus (9) 
l n 
™ Vv’ AMM) (,, — = ’ 
 — wt? @nl2)) a 2 Br (vy — 1)! (—1)"2,_,. 


Daraus kénnte man die Zahlen n, bestimmen. Fiir f(z) = N’(z,u) muB sich 
wegen B (19) ergeben 
c, = (N'(z, u), @,) = 0. 


n 


Das folgt auch aus (9). Man muB8 nur beachten, daB wegen der bekannten 
Beziehung 
N'(z, u) = N’(u, z 


die Koeffizienten n, fiir ungerades » verschwinden. 


ItI. Die Koeffizienten anderer Orthonormalsysteme. 


Es ist klar, daB sich ahnliche Aussagen auch fiir die in den Saitzen B X 
und BIX genannten Orthonormalsysteme machen lassen. An Stelle der 
Ableitungen 


f(u), f'(u), f’'(u), .-- 
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treten hier die Funktionswerte an den Stellen u, der Punktfolge, die bei der 
Bildung des Systems y,(z) bzw. »,(z) benutzt wurde. 

Die durch B (65) definierten Funktionen sind lineare Kombinationen der 
Funktionen K,(z, @,), (v= 1,...,), kénnen also dargestellt werden in der 
Form 

n 
H,(z) = DS y” K, (z,@). 
v=1 
Fiir das System dieser Funktionen {,,(z)} z. B. beweist man ahnlich wie im 
Abschnitt I unter Benutzung von B (37) 

Satz III: Hs sei g(z) eine Funktion der Klasse ['* (Satz B X). Dann ist 

g(z) darstellbar in der Form 


g(z) = S'd,m(2), dn = 19, fn) 
n=1 
und fiir die Koeffizienten d,, gilt 
d, = Do yr g(u,). 


v=1 


( Eingegangen am 20. Marz 1954.) 
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Zerlegungsaquivalenz von Mengen und invarianter Inhalt*.) 
Von 


WALTER Ner in Bern. 


1. Teil. Einleitung. 

Im Jahre 1938 hat A. Tarskr eine Arbeit iiber eine algebraische Fassung 
des MaBproblems publiziert'). In dieser wird vorerst eine ,,abstrakte Inhalts- 
theorie beschrieben, indem von einer kommutativen Halbgruppe ausge- 
gangen und gefragt wird, ob es einen Homomorphismus gibt, der diese Halb- 
gruppe so auf eine Menge von nichtnegativen reellen Zahlen abbildet, daB 
ein bestimmtes vorgegebenes Element (Einheitselement) die Zahl 1 als- Bild 
hat. Diese abstrakte Theorie wird auf das eigentliche, geometrische Inhalts- 
problem angewendet, insbesondere zur Beantwortung der Frage, unter welchen 
Bedingungen ein fiir alle Z-beschrinkten Punktmengen?) eines metrischen 
oder homogenen Raumes R definierter Inhalt (universeller Inhalt) mit ge- 
gebener Einheitsmenge £ existiert. Der Zusammenhang des abstrakten mit 
dem geometrischen Inhaltsproblem besteht darin, daB die ,,Zerlegungstypen‘* 
der Punktmengen von R (d. h. die Klassen zerlegungsgleicher Punktmengen) 
eine kommutative Halbgruppe bilden, auf der ein universeller Inhalt als 
Linearform erscheint. 

Das Hauptresultat sagt aus, daB dann und nur dann ein universeller Inhalt 
existiert, wenn die Einheitsmenge E nicht paradoxal zerlegt werden kann, d. h. 
wenn £ nicht in zwei disjunkte Teilmengen zerlegt werden kann, von denen 
jede mit E zerlegungsgleich ist*). Dabei werden wie iiblich zwei Mengen A 
und B zerlegungsgleich genannt, wenn sie in der Form 


n 


n 
A=UA,, B= U B,,A,04,=B,0B, =O (k+l), Ap= B, (k=1,..., 2) 
k=1 k=1 
dargestellt werden kénnen. Von den Teilmengen A, und B, wird verlangt, 
daB sie E-beschrinkt sind. 

In der vorliegenden Arbeit wird die Methode von TarRsKI so verallgemeinert, 
daB sie fiir die Untersuchung von beliebigen Inhaltssystemen (also nicht nur 
von universellen Inhalten) verwendet werden kann. Nach der Festsetzung 
der Bezeichnungen und Formulierung der grundlegenden Definitionen im 
zweiten Teil wird im dritten Teil die Relation der Zerlegungsgleichheit all. 
gemeiner definiert, und zwar insbesondere dadurch, daB von den Teilmengen 
A, und B, verlangt wird, daB sie einem in jedem einzelnen Falle festgelegten, 
im iibrigen aber weitgehend freien Mengensystem 9% angehéren sollen. Da 

*) Meinem verehrten Lehrer, Prof. Dr. Paul Finsler, zum sechzigsten Geburtstag gewidmet. 
1) Lit.verz. [5]. 

*) [5], Seite 61. 
%) [5], Seite 61. 
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diese verallgemeinerte Relation der Zerlegungsgleichheit nicht alle fiir unsere 
Zwecke benétigten Eigenschaften besitzt (es ist insbesondere nicht bekannt, 
ob sie mit der Relation A ¢ B vertriglich ist), wird sie durch die schwichere 
elation der Zerlegungsdquivalenz ersetzt. Geht man im Definitionsbereich 
eines Inhaltes, den wir nach dem Vorschlage von H. HapwiGEr (vergl. FuBn. 7) 
,,Feld*‘ nennen, zu den Klassen zerlegungsiquivalenter Mengen iiber, so bilden 
diese in natiirlicher Weise eine teilgeordnete kommutative Halbgruppe. Im vier- 
ten Teil wird nachgewiesen, daB jeder Inhalt auf einem gegebenen Feld auf der 
zugehérigen Halbgruppe als monotone Linearform erscheint. Umgekehrt 
liefert jede (normierte) monotone Linearform auf der Halbgruppe einen Inhalt 
auf dem Feld. Der fiinfte Teil handelt dementsprechend von den monotonen 
Linearformen auf teilgeordneten kommutativen Halbgruppen, insbesondere 
von ihrer Existenz und Fortsetzbarkeit. Der sechste Teil bringt die An- 
wendung auf das Inhaltsproblem, wobei insbesondere notwendige und hin- 
reichende Bedingungen fiir die Existenz von Inhalten auf einem gegebenen 
Feld sowie fiir ihre Fortsetzbarkeit auf umfassendere Felder angegeben werden. 
Im siebenten und letzten Teil wird ein Beispiel betrachtet. 

Die gegenwartige Arbeit steht, vor allem in methodischer Hinsicht, in 
enger Beziehung zu [8], wo die entsprechenden Fragen fiir Integrationssysteme 
untersucht wurden. 


2. Teil. Bezeichnungen und Definitionen. 

Wir bezeichnen mit 

R eine Menge, im folgenden ,,Rawm‘‘ genannt. Die Elemente von R nennen 
wir ,,Punkte“. 

I’ eine Gruppe von eineindeutigen Abbildungen von R auf sich selber. 

A, B, C,... Untermengen von R, im folgenden ,,Punktmengen* genannt. 

E eine ein fiir allemal festgelegte Untermenge von R, die wir ,,Hinheits- 
menge‘‘ nennen. Von dieser wird vorerst verlangt, daB sie die noch zu for- 
mulierende Bedingung 2.2 erfillt. Erst in den Satzen 6.3*—6.8* des 6. Teiles 
werden wir uns von dieser Voraussetzung befreien. Wo nichts anderes er- 
wahnt wird, wird vorausgesetzt, daB HZ die Bedingung 2.2 erfiillt. 

O die leere Untermenge von R. 

2, M, E, B Systeme von Untermengen von R, insbesondere Inhaltsfelder 
(s. Def. 2.3). 

o,t,... Transformationen aus der Gruppe J’. 

Ist A © Runda € I’, so bezeichnen wir mit A’ das Bild von A bei der Trans- 
formation o. 

Zwei Punktmengen A, BCR nennen wir ,,kongruent“ (A = B), wenno¢ I" 
existiert, so daB B= A?® ist. 

Definition 2.1: Eine Punktmenge A CR heiBt einfach E-beschriinkt, wenn 
o € I’ existiert, so daB A CE’ ist. A heiBt E-beschriinkt, wenn sie Vereinigungs- 
menge von endlich vielen einfach E-beschriinkten Punktmengen ist. 


E ist selber einfach Z-beschrankt und damit #-beschrankt. 
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Bedingung 2.2: Zu endlich vielen beliebigen Z-beschrinkten Mengen 
Mes So A,, (die nicht verschieden zu sein brauchen) existieren Transformationen 
6,, .- -, O,€ I’, so daB die Mengen A%', . . ., « Avn paarweise disjunkt sind. 

Da £E selber E-beschrankt ist, bedeutet das insbesondere, dab zu jeder 
natiirlichen Zahl n Transformationen 4a, . . ., ¢,,( 
Mengen EE”, .. ., Hn paarweise disjunkt sind. 

Satz 2.1: Wenn eine Punktmenge ACR (einfach) E-beschrinkt und BC A 
ist, so ist auch B (einfach) E-beschriinkt. Ferner ist auch A® (einfach) E-be- 
schrinkt fir o¢ I. Sind A und B zwei beliebige E-beschriinkte Mengen, so 
sind auch A.) B und A \ B E-beschrinkt. 

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Definition 2.1. 

Nach Satz 2.1 ist das System aller H-beschrinkten Mengen ein Mengen- 
kérper*), der gegeniiber J’ invariant ist und den wir im folgenden mit S be- 
zeichnen. 

Definition 2.3: Zin Inhaltsfeld (oder kurz Feld) ist ein System M von 
Punktmengen © R, das folgenden Postulaten geniigt: 


I’ existieren, so daB die 


1) Jede Menge ACM ist Vereinigungsmenge von endlich vielen paarweise 
disjunkten einfach E-beschriinkten Mengen, die alle zu M gehédren’). 

2) OEM, HEM. 

3) Aus AC Mund a « I folgt Ace M: M ist invariant gegeniiber I. 

4) Aus A, BEM und Ar B=O folg@t AV BEM. 

Demnach ist das System % aller H-beschrinkten Mengen ein Inhaltsfeld 
{vgl. Anm. 4), 5)]. Wir nennen es das wniverselle Feld. 

Aus der Definition 2.3 folgt, daB jedes Feld alle Mengen von der Form 

k.E = E®%\)---\ E% (keine natiirliche Zahl oder 0, 6,,...,0,¢ I, Ei, E%1=O 

fir lsi<jsk) 
enthalt. Diese Mengen, fiir die wir die symbolische Bezeichnung k.£ ver- 
wenden, heiBen ,,elementar’*. Die Gesamtheit der elementaren Mengen ist 
selber ein Feld, das wir das ,,elementare Feld‘ nennen und mit € bezeichnen. 
Jedes Feld enthalt € als Unterfeld. 

Definition 2.4: M sei ein Inhaltsfeld. Ein Inhalt auf M ist eine auf M 
definierte reellwertige Funktion ®(A) (A € IM), die folgenden Postulaten geniigt: 

1°) DO) 0, DB) l. 

2°) Aus A> B folgt ®(A) = D( B) : D ist monoton. 

3°) Aus Ar\ B = O folgt ®(A —\ B) = D(A) + O(B): @ ist additiv. 

4°) Fiir o € I’ ist O(A*) = D(A): @D ist invariant gegeniiber der Gruppe I’. 
Aus 1°) und 2°) folgt ®(A) = 0 fiir alle A € M: @ ist positiv. 

Wenn auf dem elementaren Feld ein Inhalt existiert, so ist er eindeutig 
bestimmt: ®(k.£) = k. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
daB dies ein Inhalt auf € ist, ist in Satz 6.9 ausgesprochen. Ist sie erfiillt. 
so nennen wir ®(k.£) = k den elementaren Inhalt. 

*) Als Mengenkérper bezeichnen wir wie iiblich ein Mengensystem, das mit zwei 
Mengen A und B auch AU B, A7\B und A B enthalt. 


*) Wenn M ein Mengenkérper ist, kann das Postulat 1) einfacher so formuliert werden: 
Alle Mengen A © M sind #-beschrankt. 
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Jeder Inhalt auf irgendeinem Feld M ist Fortsetzung des elementaren 
Inhaltes (M enthalt ja €). 

Einen Inhalt auf dem universellen Feld 3 nennen wir universellen Inhalt®). 

Definition 2.5: Zin Inhaltssystem [M,®| besteht aus einem Inhaltsfeld M 
und einem auf M definierten Inhalt PD. 

Wenn auf dem Feld € der elementare Inhalt @ existiert, so nennen wir 
[€, D] das elementare Inhaltssystem’). 

Ist ® ein universeller Inhalt, so nennen wir [B,®] ein wniverselles Inhalts- 
system. 


3. Teil. Zerlegungsiquivalenz von Mengen. 
Definition 3.1: M sei ein Inhaltsfeld. Zwei Punktmengen A, B< M heiBPen 
einfach zerlegungsgleich beziiglich M: 


Az B(M), 
wents A,, . «+54 4,, B,,..., Bae M existieren, so dap 
1. A,A\A;= By Bj=O0 (lL St<jsn), 
2. A= B,(k Baa e MDs 
3. A he A, -U By. 


Aus der be -finition folgt — eo Ist A~ B, A, BEM, so ist AT B(M). 

Aus A B(M) folgt die Existenz einer ete tab kongruenten‘ ein- 
Penn Fn Abbildung von A auf B. Dabei gehéren die endlich vielen Unter- 
mengen von A, auf denen die Abbildung kongruent ist, zu M. 

Satz 3.1: Die Relation AZ B(M) ist reflexiv und symmetrisch. Wenn M 
ein Mengenring®) ist, so ist sie auch transitiv. 

Beweis: Die Reflexivitét und Symmetrie folgt unmittelbar aus der De- 
finition. Die letzte Behauptung wird bewiesen wie der entsprechende Satz 
in BanacH-TarRsKI [3], 8. 247. 

Satz 3.2: Aus AZ A,(M), B= B,(M), - B= A,r, B, =O folgt 

AU BZA,U B,(M). 


Der Beweis folgt unmittelbar aus Definition 3.1. 

Satz 3.3: M sei ein Inhaltsfeld und gleichzeitig Mengenring. Sind A, B, 
CEM und AZ B(M), A2C, 80 existiert DEM, sodaB B2 D und CZ D(M). 
Der Satz wird bewiesen wie der entsprechende Satz in BaNacu-TaRskI [3], 
S. 951. 

Definition 3.2: M sei ein Inhaltsfeld. Zwei Punktmengen A, B <M heipen 
mehrfach sellansiginhdll beziiglich M: 


Az B(M), 


*) Auf Grund von [1] auch Banacuscher Inhalt genannt. 

?) Die Definitionen 2.3—2.5 entsprechen im wesentlichen denen, die H. HapwiGeEr [10} 
gegeben hat. Fiir die Theorie des sog. absoluten Inhaltes im wichtigen Spezialfall des 
euklidischen Raumes und bezogen auf die Translationsgruppe vgl. H. Hapwicer [12]. 

*) Als Mengenring bezeichnen wir wie iiblich ein Mengensystem, das mit zwei Mengen 
A und Bauch AU B und Af\B enthalt. 
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wenn endlich viele Mengen C,, . . ., C,€ M existieren, so daB 


AzC,Z::: 


1 


ee 


C= B(M) ist. 

Bemerkung: Aus A~B oder AX B(M) folgt A~ B(M). Falls M ein 
Mengenring ist, sind die Relationen = (MN) und ~ (M) miteinander identisch 
(nach Satz 3.1). 

Satz 3.4: Die Relation A ~ B(M) ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. 
Der Beweis folgt aus Satz 3.1 und Definition 3.2. 

Satz 3.5: Aus A =~ A,(M), B= B,(M), AN B=A,OB,=0 

folgg AUB=A,UB,(M). 


Beweis: Nach der Voraussetzung existieren Punktmengen 


jee. 
so daB 
AZO, =--- ZC, = Aj(M) ist fiir A; = A,. 


Auf Grund der Bedingung 2.2 kénnen die Mengen C,, und A} so gewahlt 
werden, daB sie zu B disjunkt sind. Nach Satz 3.2 folgt dann: 


AVBEC,VBR::-2CUBZA, VU BM), 


r 


also 
AUB= Ayu B(M). 
Ebenso beweist man 
A,U B=A,U B,(M) (B= B, Ayn B’=0), 

woraus wegen der Transitivitét der Relation ~ die Behauptung folgt (denn 
es ist offensichtlich Aj U B = A, B’ (M)). 

Definition 3.3: M sei ein Feld und A, BEM. # 
groper als B beziiglich M: 


ee 


heiBt einfach zerlegungs- 


A= BM), 
wenn A’, B’e M existieren, so dap 
AA‘ OB = B(M) 


ist. 

Bemerkung: Aus A > B oder A = B(M) folgt A > T B(M). 

Satz 3.6: Die Relation A => = B(M) ist reflexiv. Wenn M ein Mengenring 
ist, so ist sie auch transitiv. 

Beweis: a) Reflexivitét: Es ist A= ADA ZT A(M). 

b) Mseiein Mengenring und A >= B(M), BLETZC(M), dh. ATA'OB ZB 
und B= B’2C” = C(M). Nach Satz 3.1 folgt B’ = B’(M). Nach Satz 3.3 
existiert D’’, so daB B’ > D” = C’’(M). SchlieBlich folgt A = A’DD”" Z C(M) 
(Satz 3.1!), also A >=C(M). w.z.b.w. 

Satz 3.7: Aus A,B, DEM, Aj B(M), AND= BOD=O 

folgtg AVD2S>XZBIUDM). 


Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 3.2 und Bedingung 2.2. 
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Definition 3.4: M sei ein Feld und A, BEM. A heibt mehrfach zerlegungs- 
groper als B beziiglich M: 
A>B(M), 


wenn C;,..., C,€ M existieren, so dag 
(1) ALSHCQ =H: 2z>RCL, jz B(M) 
ist. 


Bemerkung: Falls M ein Mengenring ist, sind die Relationen => (IM) und 
> (M) identisch (nach Satz 3.6). Aus A > Boder A= = B(M) folgt A => B(M). 

Satz 3.8: Die Relation A => B(M) ist veflexiv und transitiv. 

Der Beweis folgt fiir die Reflexivitat aus Satz 3.6 und Def. 3.4, fiir die 
Transitivitat aus Definition 3.4 allein. 

Satz 3.9: Aus A, B, DEM, AH] B(M), AN D= BnD=O0 

folgg AUDZ[>BuUD(M). 

Beweis: Wegen der Bedingung 2.2 kénnen in (1) die Mengen C,,..., C, 
so gewahlt werden, daB sie alle zu D disjunkt sind. Der Beweis folgt dann 
direkt aus Satz 3.7. 

Definition 3.5: M sei ein Feld und A, BEM. Wir nennen A zerlegungs- 
diquivalent zu B beziiglich M: 

A~ B(M), 
wenn A > B(M) und B= A (M) ist. 

Bemerkung: Aus A= B folgt AZ B(M), daraus A ~ B(M) und daraus 
A ~ B(®M)®). 

Satz 3.10: Die Relation A ~ B(M) ist reflexiv, transitiv und symmetrisch. 
Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 3.8 und Definition 3.5. 

Satz 3.11: Aus A, B, DEM, A~ B(M), AND= BAD=O 


folgt AUD~BUD(®). 


Der Beweis folgt aus Satz 3.9 und Definition 3.5. 

Satz 3.12: M sei ein Feld. Aus A ~ A,(M), B~ B,(M), 

AN B=A,\B,=0 folgtg AVB~A,UB,(M). 

Beweis: Wegen Bedingung 2.2 existiert B’ so, daB B= B’ und An B’ 

A,7\ B’ = 0 ist. Nach Satz 3.11 ist dann AUB~AU B’~ A,U B’ (M), 
also AU B~ A,U B’ (M). Ebenso existiert Aj; > A, mit Aj B=0 und 
AjU B~ A,U B,(®). Daraus folgt die Behauptung auf Grund der Transiti- 
vitét von ~ (M). 

Definition 3.6: 2 und M seien zwei Felder und 2 <M. Mit J (M) bezeichnen 
wir die Menge der ~(M)-Klassen der Elemente von 2. Sind A, Bc B(M), so 
bezeichnen wir mit A + B die Klasse von AL B(A¢ A, BEB, AN B=O) 
( Bedg. 2.2'!). Wir nennen A groper als B: A= B, wenn ACA und BEB 
existieren, so dag A => B(M) ist. Die letzte Beziehung ist dann nach Satz 3.8 
und Definition 3.5 fiir beliebige A € A und B © B erfilillt. 


*) Falls M gleich dem universellen Feld ist, sind die Relationen ,,~‘‘ und ,,=“ mit- 


einander identisch [vgl. [4], S. 49, Haupteigenschaft (V), aus der unsere Behauptung 
leicht folgt]. 


Math. Ann. 128. 15 
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Satz 3.13: Durch die Relation A =B und die Verkniipfung A + B wird 
L(M) eine teilgeordnete kommutative Halbgruppe'). Diese bezeichnen wir 
ebenfalls mit 2(M). 

Beweis: 1) DaB 2(M) durch A = B teilgeordnet wird, folgt aus Satz 3.8. 

2) Die Kommutativitat und Assoziativitat von A + B folgt unmittelbar 
aus der Definition dieser Verkniipfung. 

3) Sei A, B, Dc (QM) und A = B. Ist A ¢ A und Be B, soist A > B(M). 
Wegen Bedingung 2.2 kann D ¢€ D so gewahlt werden, daB AnN\D=BnD=O0O 
ist. Nach Satz 3.9 wird dann AU D> BUD (M), also d+ D=> B+ D. 

In der Definition 3.6 und Satz 3.13 kann insbesondere g - = M gewahlt 
werden. Wir erhalten dann die teilgeordnete kommutative Halbgruppe M (M), 
die wir im folgenden auch mit M* bezeichnen wollen. Ist 2 ¢ M, so ist 2(M) 
Unterstruktur von M*). 

Satz 3.14: Die teilgeordnete kommutative Halbgruppe 2(M) (insbesondere 
M* ) enthilt ein neutrales Element O und es gilt A = O fiir alle A ¢ V(M). Ferner 
existiert E ¢ 2(M), und zu jedem Element A ¢ V(M) eine natiirliche Zahl k, 
so dap A <k BE ist. 

Beweis: 1) O ist die ~(M)-Klasse der leeren Punktmenge. 

2) EB ist die ~(M)-Klasse der Einheitsmenge EF ¢ 2. Die letzte Behauptung 
ist der Ausdruck von Postulat 1) in Def. 2.3 

Satz 3.15: Ist M ein Mengenkérper, so hat M* die folgende Eigenschaft: 
Zu A,BemM*, A =B existiert C ¢ M*, sodagp A = B+ C ist. 

Beweis: A = >B bedeutet A > B(M) Ac¢cA, BEB. Falls aber M ein 
Mengenkorper ist, bedeutet dies A = A’ 2 B’ = B(M). Setzen wir C’ = A’ — B’, 
sowird wegen A’¢ A, B’c B:A = B+ 0, ar die = (M)-Klasse von C’ bedeutet. 


4. Teil. Inhaltssysteme und monotone Linearformen. 
Definition 4.1: 2 und M seien zwei Felder und 2 CM. Ein auf L definierter 
Inhalt D heift 
1) = (M)-invariant, wenn aus A, BEL, A = B(M) 
folgt D(A) = DB). 
2) ~ (M)-invariant, wenn aus A, BEL, A ~ B(M) 
folgt D(A) = D(B). 
3) => (M)-monoton, wenn aus A, Be L, A > B(M) 
folgt ® (A) => D(B). 
4) => (M)-erganzungsmonoton, wenn aus A, BEL, DEM 
AN D= BAD=0 und AUD=>BUDM) folgt D(A) = DB). 
5) Zerlegungsinvariant, wenn er = (B)-invariant # 
6) Zerlegungsmonoton, wenn er > (B)-monoton ist. 
Bemerkungen: 
a) Aus der >(I)-Ergiinzungsmonotonie eines Inhaltes folgt seine >(M)- 
Monotonie, daraus die ~(M)-Invarianz und daraus die = (M)-Invarianz. 
1°) Vgl. N. Boursakt, Eléments de Mathématique, 1'¢ partie, livre II, chap. VI, § 1.1. 
“%) Genau genommen gilt dies erst, wenn jedes Element von & (IN) durch dasjenige 


Element von IM* ersetzt wird, dessen Untermenge es ist. Diese Ersetzung ist ein Iso- 
morphismus und andert an der Struktur von & (IN) nichts. 
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b) Wenn IM ein Mengenkorper ist, so folgt die >(IM)-Erginzungsmono- 
tonie aus der >(2N)-Monotonie. Das wird spiter bewiesen (Satz 6.5). 

c) Jeder auf M definierte Inhalt ist >(M)-erginzungsmonoton und hat 
daher auch die Eigenschaften 1), 2), 3). 

d) Die Zerlegungsinvarianz eines Inhaltes kénnte auch wie folgt definiert 
werden: Aus A ~ B(%) folgt ®(A) = ®(B) [nach der Bemerkung zu De- 
finition 3.5 und Anm. 9)]. 

e) Im AnschluB an Definition 4.1, 6) kénnte die Erginzungsmonotonie 
eines Inhaltes wie folgt definiert werden: Aus AUD > BUD(%), AnD 

BAD=0, Dé&, A, BE folgt @(A) = OB). Nach Bemerkung b) ist 
diese Erginzungsmonotonie mit der Zerlegungsmonotonie 6) identisch. 

Definition 4.2: 2 und M seien zwei Felder und QCM. L heiBt zerlegungsfrei 
beziiglich M, wenn aus ACL, BEM, A TF B(M) folgt Be x. 

Ein Feld 2 heiBt zerlegungsfrei (schlechthin), wenn es beziiglich dem uni- 
versellen Feld B zerlegungsfrei ist. 

Satz 4.1: M sei ein Feld und gleichzeitig Mengenring. & sei ein beziiglich M 
zerlegungsfreies Unterfeld von M. Dann ist jeder auf L definierte und Z (M)- 
invariante Inhalt >(M)-monoton. 

Beweis: Sei der Inhalt ® = (M)-invariant und A, BEL, A = B(M). 
Nach der Bemerkung nach Definition 3.4 ist dann A = A’> B’ = B(M) mit 
A’, B’©M. Wegen der Zerlegungsfreiheit beziiglich M@ von L folgt aber A’, 
B’¢ 2 und daraus die Behauptung. 

Korollar: Hin auf einem zerlegungsfreien Feld definierter zerlegungsinva- 
rianter Inhalt ist zerlegungsmonoton. 

Definition 4.3: Unter einer monotonen Linearform g(x) auf einer teil- 
geordneten kommutativen Halbgruppe $ verstehen wir eine auf % definierte 
reellwertige Funktion mit folgenden Eigenschaften: 

1) p(z@+y) = p(x) + Hy). 

2) Aus x= y folgt (x) => ply). 

Satz 4.2: 2 und M seien zwei Felder und QCM. Zwischen den = (M)- 
monotonen Inhalten auf 2 und den normierten monotonen Linearformen") auf 
L (M) besteht eine eineindeutige Beziehung. 

Ausfiihrlicher: Jeder >(M)-monotone Inhalt auf L ist ~(M)-invariant und 
liefert deshalb eine Funktion auf 2(M). Diese ist eine monotone normierte 
Linearform. 

Sei umgekehrt @ eine normierte monotone Linearform auf 2(N). Dann 
ist @(A) = g(A) (A € A) ein Inhalt auf g. 

Korollar: Die Inhalte auf einem Feld M und die normierten monotonen 
Linearformen auf M* entsprechen einander in eineindeutiger Weise. Der Beweis 
folgt aus der Bemerkung c) zu Definition 4.1. 


Satz 4.3: 2 und M seien zwei Felder und QOM. PD sei ein auf L definierter 
>(M)-ergdinzungsmonotoner Inhalt. Die ® nach Satz 4.2 entsprechende mono- 
tone Linearform p hat dann die Eigenschaft: 

12) Normiert nennen wir die Linearform g, wenn gy (#)=1 (ZH = Klasse von £). 


15* 
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Aus A, Be 22M), CeM* 4470S B46 
folgt oA) = o(B). 
Eine monotone Linearform auf £(2N), welche diese Eigenschaft hat, nennen 
wir M*-ergdnzungsmonoton. 


5. Teil. Monotone Linearformen auf teilgeordneten Halbgruppen. 

In diesem Teil bedeuten L und M zwei teilgeordnete kommutative Halb- 
gruppen, wobei L Unterstruktur von M ist. Es wird durchwegs vorausgesetzt : 

a) Lenthalt ein neutrales Element 0 von M und es ist a = 0 fiir alle a ¢ M. 

b) L enthalt ein Element e, so daB zu jedem a € M eine natiirliche Zahl k 
existiert, so daB a < ke ist. 

g(x) bedeutet eine auf L definierte monotone Linearform mit ge) = 1. 

Als Voraussetzungsgruppe A bezeichnen wir die Gesamtheit der Voraus- 
setzungen a), b) und der folgenden: 

e,) Ausa,beL,c€M,a+c2zb+e folgt g(a) = (bd). 

Als Voraussetzungsgruppe B bezeichnen wir die Gesamtheit der Voraus- 
setzungen a), b) und der folgenden: 

c,) Sind a, 6 ¢€ M, a = 5, so existiert c € M, so daB a = b + ¢ ist. 


Abschnitt A des 5. Teiles. 


In diesem Abschnitt wird durchwegs vorausgesetzt, daB die Voraussetzungs- 
gruppe A erfillt ist. 

a sei ein beliebiges Element von M. Wir betrachten Beziehungen von der 
Form 

(x2) ae+ka+cecz>y+la+ec(z,yeL, k, l nat. Zahlen oder 0, k >I, 
cé M) 
und ordnen jeder solchen Beziehung die reelle Zahl 


l 
Oa E—I [ p(y) y(z)] 
zu. Ebenso ordnen wir jeder Beziehung von der Form 


(B) z+rat+d2w+sa+d (z,we¢L, r,s nat. Zahlen oder 0, s >r, 
dé M) die reelle Zahl 


o,= = _, [H2) — H(w)] 

zu. 

Definition 5.1: Fiir jedes a€ M bezeichnen wir mit R, die Menge der zu a 
gehdrigen reellen Zahlen 0,, mit S, die Menge der zugehdrigen a,. 

Satz 5.1: Die Mengen R, und S, sind nicht leer. 

Beweis: a = 0 ist eine Beziehung von der Form (a). Sie liefert o,=0¢€R 
ke =a ist von der Form (). Sie liefert ¢o,= k¢ 8S 

Satz 5.2: Aus 0,¢ R, unda,¢ S, folgto,< 0 

Beweis: Aus den zu 0, bzw. o, gehdrigen Beziehungen von der Form (a) 
bzw. (8) folgt nach Multiplikation mit (s — r) bzw. (k — 1) und Addition: 

(s—r) a+ (k—I)z+ (ks — Ir)a + (8s — re + (k —I)d = (8 — r)y + 

+ (k — lyw+ (ks — Ir)a + (8s — rie + (k — Dd. 


a’ 


a* 


a‘ 





W 


un 


be 


G 


al 


Zl 
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Wegen (c,) folgt hieraus: 
(s — r) p(x) + (k — Ll) o(z) > (8 — r) oly) + (k — 2) ow) 
und daraus die Behauptung. 

Aus Satz 5.2 folgt, daB die Menge R, nach oben, die Menge S, nach unten 
beschrankt ist. Es existieren deshalb die obere Grenze sup R, und die untere 
Grenze inf S,. 

Definition 5.2: Als Unterfunktion von (x) bezeichnen wir die fiir ace M 
definierte Funktion 

g(a) = sup R,, 
als Oberfunktion re 
p(a) = inf S,. 

Satz 5.3: Fiiraé Mist0O < g(a) S Gla). Fiira€ L ist g(a) = ya) = Ga). 

Beweis: Der erste Teil folgt Definition 5.2, Satz 5.2 und 0¢ R, (s. Beweis 
zu Satz 5.1). Fiir a € L folgt aus (a) wegen (c,): 


1 
ya) =~ (ely) — P(E Ra, 


also auch g(a) > sup R,= g(a). Da die Beziehung 0+ 1la+02a+0+0 
fiir a ¢ L vom Typus («) ist, folgt ferner 
g(a) => ¢(a), also y(a) = ¢(a). 

Die Gleichung Ga) = ya) folgt durch analoge Uberlegung auf Grund der 
Beziehung a + 0a +0 20+ 1a + 0, die fiir a ¢ L vom Typus (f) ist. 

Satz 5.4: Wenn die Linearform g(x) auf M fortgesetzt werden kann, so gilt 
firaeM: g(a) Ss ¢(a) S Ha). 

Beweis: Fiir eine auf M definierte monotone Linearform folgt aus (a) 
und (£): 


l l 
57 (ely) — ol2)) S pla) $=— [v@) - ew) 


und daraus die Behauptung. 
Satz 5.5: Fiir alle a,b € M gilt: 


pla + 6) => pla) + (5) 
p(a + 6) S Gla) + HO). 
Beweis: Wir beweisen die erste Ungleichung. Der Beweis fiir die zweite 
verliuft analog. 


Nach Definition 5.2 geniigt es zu zeigen, daB aus 


Oa€ Ry, mE Ry 

folgt 

+ 0,€ Ras». 

Die 9, und o, entsprechenden Beziehungen vom Typus (a) seien: 
9 \ > ! - > 

(2) ait+kha+q2=y+ha+aq, 2h 


(3) Lot kab + co= yot 1,6 + Cg, ky ly. 


Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, daB 
k,l, >k,l,ist. Dann erhalten wir durch Addition der mit (k,— 1,) bzw.(k, — 4) 
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multiplizierten Ungleichungen (2) und (3) und nach Hinzufiigung von (k,/, — k,/,) 
b zu beiden Seiten: 
(ka — Ug) 2+ (hy — 4) rg+ hy(ky— 1) (a + 5) + (hy— 1.) + (ky -— 4) = 
= (hy — 1g) yy + (hey — 4) Yat L(g — Fy) (@ + 6) + (hy— Uy) ey + (hy, — 4) ee. 

Dies ist eine zu a+ 6 gehérige Ungleichung vom Typus (a). Die ihr ent- 
sprechende reelle Zahl o,,,¢ R,,, ist, wie eine einfache Rechnung zeigt, 
gleich 9, + 0s. 


Abschnitt B des 5. Teiles 
In diesem Abschnitt wird angenommen, daB die Voraussetzungsgruppe B 
(s. S. 212) erfiillt ist. 
Fiir ein beliebiges Element a € M betrachten wir Beziehungen der Formen 
(a*) 2+ka2>y+la(z,y€L, k,l nat. Zahlen oder 0, k > l) 
(B*) z+ralw- sa (zw L, r,s nat. Zahlen oder 0, s > r). 
Jeder Beziehung von der Form (a*) bzw. (8*) ordnen wir die reelle Zahl 


l 
Qa Bund [yly) 7 y(x)] 


bzw. 
l 
F, = 5, [P2) — H(w)] 


zu. Fiir jedes a ¢ M bezeichnen wir sodann die Menge aller reellen Zahlen 
o, mit R,, die Menge der o, mit S,. Es ist leicht einzusehen, aber fiir unsere 
Zwecke belanglos, daB (wegen Voraussetzung c,) wir dieselben Mengen R, 
und S, erhalten wiirden, wenn statt den Beziehungen der Formen (a*) und 
(8*) diejenigen der Formen («) und (8) zugrunde gelegt wiirden. 

Wir wollen nun auf Grund der Voraussetzung c,) dieselben Resultate wie 
in Abschnitt A herleiten, jedoch ohne c,) voraussetzen. 

Von (zx) ist also in diesem Abschnitt nur vorausgesetzt, daB es eine auf L 
definierte monotone Linearform ist. 

Satz 5.6: Die Mengen R, und S, sind nicht leer. Es istO¢ R 

Beweis wie bei Satz 5.1. 

Satz 5.7: Fiir a € L folgt aus (a*) und (f*): 


a’ 


l 1 
Ga = ~—7 [Mly) — Y(*)] S la) SZ; [e) — Pw)] =o,- 


Der Beweis folgt unmittelbar, wenn man bedenkt, daB g(a) fiir a ¢ L definiert ist. 
Satz 5.8: Aus a,b¢€M, 0,€ R,, 0,€ R,,¢,€ 8,,0, 28, 
folgt 0, + 0,€ Ry, und a, + 0,€ Sas,4. 
Der Beweis ist im Beweis zu Satz 5.5 enthalten. 
Satz 5.9: Die Menge R, ist nach oben beschrinkt fiir alle a € M. 
Beweis: Sei a€ M. Wegen den Voraussetzungen (b) und (c,) existiert 
c¢€M, so daB a+c=ne€éL ist. Sei 9, ¢ R,. Wegen 0¢ R, (Satz 5.6) und 


b 


a° 


Satz 5.8 ist auch 0, € R,,, und also nach Satz 5.7 9, < g(a + c). 


Definition 5.3: Als Unterfunktion von q(x) bezeichnen wir die fiir ac M 
definierte Funktion 


ya) = sup R,. 
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Satz 5.10: Aus 0, ¢ R, unda,€ 8S, folgto, <a 


” 

Beweis: Die zu 0, bzw. o, gehdrigen Beziehungen vom Typus («*) bzw. 
(B*) seien: 

r+kaz>y+la (k >l) 

z+ra=>w + sa (s>r). 

n sei eine beliebige natiirliche Zahl. Multiplizieren wir beide Seiten der ersten 

Beziehung mit n(s — r), die der zweiten mit n(k — 1), addieren wir dann die 


beiden Beziehungen und fiigen wir schlieBlich zur linken Seite noch a hinzu, 
so folgt: 


n(s — r)x + n(k — l)z + (n(ks — rl) + lla 
=> n(s — r)y + n(k — lyw + n(ks — rija. 
Dies ist eine zu a € M gehorige Beziehung vom Typus («*). Nach Definition 5.3 
folgt aus ihr: 
n(s — r) y(x) + n(k — 1) yz) + g(a) = 
> n(s — r) p(y) + n(k — Ll) g(w). 
Da dies fiir jede natiirliche Zahl n gilt, folgt 


7 (oly) — o(2)] $< —*— Ele) — gw], 

w.z.b.w. 

Definition 5.4: Als Oberfunktion von g(x) bezeichnen wir die fiir ac M 
definierte Funktion 

g(a) = inf 8,. 

Bemerkung: @(a) existiert, weil nach den Siatzen 5.6 und 5.10 die Menge S, 
nach unten beschrinkt ist. 

Satz 5.11: Fiir acM ist 0< y(a) S ¢(a). Fiir a€L ist ya) = 9a) 

G(a). 

Beweis: Der erste Teil folgt aus den Definitionen 5.3 und 5.4 und den 


Satzen 5.6 und 5.10, der zweite Teil aus den Definitionen 5.3 und 5.4 (vgl. den 
Beweis zu Satz 5.3). 


Satz 5.12: Wenn g(x) auf M fortgesetzt werden kann, so ist fiir ac M: 
a) < 9a) < Fa). 
Beweis: Wenn die monotone Linearform g auf M definiert ist, so folgt 
aus (a*) und (A*): 
l l 
Oa = G7 LM(y) — Y(2)) S (@) S 5, [9 — Pw)] So 
und daraus die Behauptung nach den Definitionen 5.3 und 5.4. 
Satz 5.13: Fiir alle a,b € M gilt: 
pla + b) => Ya) + Yd) 
g(a + b) < Hla) + Hb). 


Beweis: Er folgt wie bei Satz 5.5 aus Satz 5.8. 
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Abschnitt C des 5. Teiles. 

In diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, daB von den Voraussetzungsgruppen 
A und B die eine erfiillt ist. Er ist also gleichzeitige Fortsetzung der Abschnitte 
A und B. Je nachdem werden wir im folgenden vom ,,Fall A*‘ oder vom 
, fall B* sprechen. 

Fiir a¢€ M bezeichnen wir mit {L,a} die durch L und a erzeugte teil- 
geordnete Unterhalbgruppe von M. {L, a} besteht aus allen Elementen von M, 
die in der Form x + ka (x € L, k eine natiirliche Zahl oder 0) darstellbar sind. 

Es ist unser Ziel, die auf L definierte monotone Linearform g(x) als mono- 
tone Linearform auf {L, a} fortzusetzen. Im Falle A verlangen wir von der 
fortgesetzten Linearform, daB sie wieder die Bedingung (c,) erfiillt. 

Mit A bezeichnen wir im folgenden eine reelle Zahl, fiir die 
(4) ya) SAS Ga) 
ist. 

Satz 5.14: Durch y(x + ka)= g(x) + kA ist auf {L, a} eine Funktion yp 
eindeutig definiert. Sie ist auf L mit  identisch. 

Beweis: a) Eindeutigkeit von y. Es sei x + ka = y + la (4a). 

1. Fall: k >1l. Da mit dem Gleichheitszeichen auch ,,>*‘ und ,,<“‘ gelten, 
erhalt man aus (4a) sowohl eine Beziehung der Form («) (Fall A) bzw. (a*) 
(Fall B) als auch eine solche von der Form (f) bzw. (8*). Es folgt also: 


l 
9a) = 0. = ~~ (ly) — H(2)] 


l 
g(@4) So,= — [ p(y) p(x)]. 

Daraus und aus Satz 5.3 bzw. Satz 5.11 sowie aus (4) folgt (a) = Ga) = 2. 
Daraus und aus den Siatzen 5.3 bzw. 5.11 und 5.5 bzw. 5.13 erhalt man: 
p(x) + kA= G(x) + k Gla) = G(x + ka) 

Ply + la) = ply + la) = Ply) + 1 Pla) 

= ply) +A. 
Ebenso zeigt man: g(x) + kA < p(y) + 1A, woraus der Beweis folgt. 
2. Fall: k =1. Aus (4a) folgt, daB fiir jede natiirliche Zahl n gilt: 
nx + (nk + lla = ny + nka. 
Dies ist eine zum Element a gehérige Beziehung der Form (a) bzw. (a*). 
Nach Definition 5.2 bzw. 5.3 folgt also 
(a) = n(p(y) — Y(z)). 
Ebenso zeigt man 
g(a) = n( p(x) — ply)), also p(x) = ply), 
woraus wiederum der Beweis folgt. 
b) DaB y(x) auf L mit g(x) identisch ist, ist klar. 
Satz 5.15: p(x) ist auf {L, a} eine monotone Linearform. Im Fall A hat 
sie die Eigenschaft (c,). 
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Beweis: a) DaB p(x) auf {L, a} eine Linearform ist, ist klar. 

b) Fall A. Wir zeigen, daB g(x) die Eigenschaft (c,) hat, woraus die 
Monotonie unmittelbar folgt. Sei 
(5) rt+kat+e>y+la+c(x,yeL, c€M). 

1. Fall: k >I. (5) ist vom Typus («). Also ist 


. l 
A= pa) : k—l [ p(y) p(x) ] 
und damit 

P(x) +kAZ= ply) +la 
w.z.b.w. 


2. Fall: k <1. (5) ist vom Typus (f). Also ist 


AS Pa) s | _ (p(x) — (y)] 
und damit 
g(x) + kAZ=S ply) + la 
w.z.b.w. 

3. Fall: k=l. n sei eine natiirliche Zahl. Durch Multiplikation beider 

Seiten von (5) mit n und Addition von a zur linken Seite erhalten wir: 
nx + (nk + lja + nc = ny + nka + ne. 
Dies ist fiir das Element a vom Typus («) und es folgt: 
92) = 0,= (Py) p(x)). 
Da dies fiir jede natirliche Zahl n gilt, ist g(x) => p(y) und damit (zx) 4 
tkA= ply) + kA, w.z.b.w. 

c) Die Monotonie im Falle B wird fast wértlich gleich bewiesen. Der 
Beweis mége deshalb iibergangen werden. 

Satz 5.16: Durch w(x + ka) = p(x) +kA (A eine feste reelle Zahl mit 
y(a) [AS Pla)) erhdlt man alle Fortsetzungen von yx) auf {L, a} als monotone 
Linearform (Fall B) bzw. monotone Linearform mit der Eigenschaft (c,) (Fall A). 

Beweis: a) Fall A. Fiir eine auf {L, a} definierte monotone Linearform 
y(x) mit der Eigenschaft (c,), die Fortsetzung von g(x) ist, folgt aus (a) 
und (f): 


l 
Oo= ~_1] [ p(y) y(x)] S y(a) : [p(z) — (w)] =a, 


= 
und damit nach Definition 5.2 
Pa) S y(4) S Pa), 
also 
p(x + ka) = g(x) + kA mit g(a) SAS Ga). 

b) Der Beweis fiir den Fall B verlauft analog und mége deshalb iibergangen 
werden. 

Bemerkung: Wenn 9(a) = G(a) ist, ist also die Fortsetzung von g(x) auf 
{L, a} eindeutig bestimmt. Ist jedoch g(a) < G(a), so hat die Menge der 
Fortsetzungen die Machtigkeit des Kontinuums. 
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Abschnitt D des 5. Teiles. 

Auch in diesem Abschnitt wird angenommen, da8B von den Voraussetzungs- 
gruppen A und B eine erfiillt ist. Das Ziel ist, die auf L definierte monotone 
Linearform g(x) auf M fortzusetzen. Der Beweis, daB dies méglich ist, wird 
auf Grund der Resultate von Abschnitt C mittels transfiniter Induktion 
gefiihrt. 

1. Schritt. 

M sei durch eine Relation 6 < a in solcher Weise wohlgeordnet, daB die 
Elemente von L allen andern vorangehen. Jedem Element a ¢€ M ordnen wir 
die Zwischenhalbgruppe L(a) (L ¢ L(a) ¢ M) zu, die aus L durch Adjunktion 
aller 6 < a und von a selber hervorgeht. Es gilt dann: 

a) a€ L(a), 

b) Aus b < a folgt L(b) ¢ Lia). 

ec) L(a) U L(6), a) 

bia 
d) M=ULe@a). 


acM 
2. Schritt. Induktionsvoraussetzung : 


Fiir ein Element a € M mége gelten: Fiir jedes b < a existiert auf L(d) eine 
Funktion g,(z) mit den Eigenschaften : 
1) Aus 6 € L, also L(b) = L folgt ,(x) = g(x). 
2) Aus x € L(d), x € L(e) (c < 5) folgt p,(x) = —,(x). 
3) (x) ist eine monotone Linearform auf L(b). Im Fall A erfillt sie 
(mit L(}) anstelle von L) die Voraussetzung c, . 
Diese Induktionsvoraussetzung ist erfiillt fiir das erste Element a, von M — L, 
naimlich mit p,(x) = (x) fiir b < a,. 
3. Schritt. 
Wir zeigen, da®B auf Grund der Induktionsvoraussetzung eine Funktion 
@,(x) auf L(a) existiert, welche die Eigenschaften 1), 2), 3) (fiir 6 = a) hat. 
a) Auf U L(d) definieren wir: 
bia 
Pa*(Z) = Y2(2). 
_*(x) ist monotone Linearform auf U L(b). Im Fall A hat sie die Eigen- 
bia 
schaft c, . 


b) a) a€ U L(6). Dann setzen wir y,(z) = o,*(2). 


bia 
B) a€ U L(6). GemaB Abschnitt C setzen wir ~,*(x) auf L(a) = {U L (6), a} 
bia <a 
fort (mit U L(d) anstelle von L, y,*(z) anstelle von g(zx)), und setzen @,(z) 


bia 
gleich der fortgesetzten Funktion. DaB die so konstruierte Funktion 9,(x) 
die Eigenschaften 1), 2), 3) fiir 6 = a hat, ist leicht einzusehen. 
4. Schritt. 
Vermége Konstruktion durch transfinite Induktion ist nun fiir jedes 
Element a ¢ M auf L(a) eine Funktion ~,(z) mit den Eigenschaften 1), 2), 3) 
definiert. 
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5. Schritt. 

y(x) = y,(x) ist jetzt eine auf M definierte monotone Linearform, die 
Fortsetzung der Funktion g(z) ist. 

Damit ist bewiesen : 

Satz 5.17: L und M seien zwei teilgeordnete kommutaiive Halbgruppen und 
LCM. (x) sei eine monotone Linearform auf L. Wenn die Voraussetzungs- 
gruppe A oder B (s. S. 212) erfiillt ist, so kann q(x) als monotone Linearform 
auf M fortgesetzt werden. 

Aus der Bemerkung nach Satz 5.16 folgt, daB die Menge der méglichen 
Fortsetzungen mindestens die Miachtigkeit des Kontinuums hat, wenn fiir 
mindestens ein Element a¢€M gilt: (a) < G(a). Andernfalls ist die Fort- 
setzung eindeutig bestimmt. 


6. Teil. Sitze iiber Inhaltssysteme. 


Es sei daran erinnert, daB die bisherigen (und die folgenden) Resultate 
nur als giltig erwiesen sind, wenn die Bedingung 2.2 erfillt ist. Im Anhang 
zum 6. Teil werden wir sehen, wie man sich von dieser Bedingung befreien 
kann. 

Mit k.Z wird wie nach Definition 2.3 eine elementare Menge bezeichnet. 

Satz 6.1: M sei ein Inhaltsfeld. Dann und nur dann existiert ein Unterfeld 
LOM und ein =(M)-monotoner Inhalt DB auf L, wenn aus k.E = l.E(M) folgt 
kal. 

Beweis: 1) Notwendigkeit der Bedingung: Wenn ein Unterfeld 2 ¢M von 
der verlangten Art existiert, so ist 

k.£¢€2 und ®(k.£) = k, ebenso 

LE«€2 und @ (l.£) = 1 fiir jeden Inhalt @ auf 2. 

Ist nun ® ein >(M)-monotoner Inhalt auf L, so folgt also aus k.H > l.E(M): 
ri? 

2) Die Bedingung ist hinreichend: Die Mengen von der Form k.# 
(k= 1, 2,3, ...) bilden das elementare Feld € und dieses ist Unterfeld von M. 
Ist die Voraussetzung des Satzes erfiillt, so ist ® (k.L) = k ein >(M)-mono- 
toner Inhalt auf €C M. 

Satz 6.2: M sei ein Feld. Dann und nur dann existiert ein Unterfeld 2 ©M 
und ein >(M)-ergainzungsmonotoner Inhalt P auf L, wenn aus k.EWUC =LEU 

C(M) (CEM, k.LAC=LEANC =O) folgt kal. 

Der Beweis verliuft analog zu dem von Satz 6.1 und wird deshalb itibergangen. 

Satz 6.3: 2 und M seien zwei Felder und QCM. Hin auf L definierter In- 
halt lit sich dann und nur dann auf M fortsetzen, wenn er >(M)-ergdnzungs- 
monoton ist. 

Beweis: 1) Die Notwendigkeit der Bedingung ist deshalb klar, weil nach 
der Bemerkung c) zu Definition 4.1 jeder auf M definierte Inhalt =(M)- 
erginzungsmonoton ist. 

2) Die Bedingung ist hinreichend. Ein auf 2 definierter >(QN)-ergainzungs- 
monotoner Inhalt erscheint naimlich auf der Unterhalbgruppe 2(2N) von IM* 
als M*-erginzungsmonotone normierte Linearform (Siatze 4.2 und 4.3) g(z). 
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Demnach und nach Satz 3.14 ist fiir L = 2(2M), M = M* und g(x) die Vor- 
aussetzungsgruppe A (S. 212) erfiillt. Nach Satz 5.17 kann also g(x) als monotone 
Linearform auf IN* fortgesetzt werden. Dieser entspricht, da sie normiert ist. 
nach dem Korollar zu Satz 4.2 ein Inhalt auf M, der Fortsetzung des gegebenen 
Inhaltes auf & ist. 

Satz 6.4: 2 und M seien zwei Felder und QCM. M sei aukerdem Mengen- 
kérper. Ein auf 2 definierter Inhalt laBt sich dann und nur dann auf M fort- 


setzen, wenn er >(M)-monoton ist. 


Beweis: Er verlauft analog zu dem des vorhergehenden Satzes. Statt der 
Voraussetzungsgruppe A ist nach Satz 3.15 fiir L 2M) und M = M* die 
Voraussetzungsgruppe B erfiillt. 
Korollar: Lin auf einem beliebigen Feld definierter Inhalt laBt sich dann und 
nur dann zu einem universellen Inhalt fortsetzen, wenn er zerlegungsmonoton ist. 
Satz 6.5: 2 wnd M seien zwei Felder und QCM. M sei auBerdem Mengen- 
kérper. Dann ist jeder auf 2 definierte 
monoton. 
Beweis: Siatze 6.3 und 6.4. 
Korollar: Lin auf irgendeinem Feld definierter zerlegungsmonotoner Inhalt 
ist ergainzungsmonoton. 
Satz 6.6: 2 und M seien zwei Felder und QCM. L sei beziiglich M zer- 
legungsfrei und M ein Mengenkdrper. Ein auf L definierter Inhalt laBt sich 
dann und nur dann auf M fortsetzen, wenn er =(M)-invariant ist. 
Beweis: Definition 4.2, Satze 4.1 und 6.4. 
Korollar: Ein auf einem zerlegungsfreien Feld definierter Inhalt lapt sich 
dann und nur dann zu einem universellen Inhalt fortsetzen, wenn er zerlegungs- 
invariant ist**). 
Satz 6.7: Auf einem Feld M existiert dann und nur dann ein Inhalt, wenn 
aus KEVCRELEUC(M) (CEM, kKEAC =lLEAC =O) folgt k=l. 
Beweis: Satze 6.2 und 6.3. 
Satz 6.8: Auf einem Feld M, das zugleich Mengenkérper ist, existiert dann 
und nur dann ein Inhalt, wenn 
aus k.E >lE(M) folgt k=l. 

Beweis: Satze 6.1 und 6.4. 
Korollar: Dann und nur dann existiert ein universeller Inhalt, wenn aus 
k.E > 1.E(3) folgt k=l. 

Satz 6.9: Notwendig und hinreichend dafiir, daB bei gegebenem R, I’, E 
iiberhaupt ein Inhaltssystem existiert, ist, dap aus 
(6) k.EOUE folg@t kal. 

Beweis: 1) Notwendigkeit: Wenn ein Inhaltssystem existiert, so enthilt 
sein Feld das elementare Feld. Auf diesem gilt fiir den Inhalt ®: O(k.2) = k, 
@(l.E) = 1. Aus (6) und Postulat 2°) folgt also k=l. 


(M)-monotone Inhalt =(M)-ergdnzungs- 


2) Die Bedingung ist hinreichend. Ist sie nimlich erfiillt, so ist O(k.L) = k 


ein Inhalt auf dem elementaren Feld. 


13) Vgl. Def. 4.1, 5) und Def. 4.2. 





W 
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Bemerkung: Die Bedingung von Satz 6.9 ist keineswegs immer erfiillt. 
Beispielsweise existiert in der euklidischen Ebene eine Menge, die in zwei 
disjunkte, zu ihr selber kongruente Teilmengen zerlegt werden kann"), 
Nimmt man diese Menge als Einheitsmenge, so ist natiirlich die Bedingung 
des Satzes nicht erfiillt. Es kann jedoch gezeigt werden, daB sie immer erfiillt 
ist, wenn die Gruppe J" abelsch ist >). 

Man sieht leicht, daB die Bedingung von Satz 6.9 wie folgt formuliert 
werden kann: 

Aus k.E>lLE(€) folgt k=l. 
Damit erscheint Satz 6.9 als Spezialfall von Satz 6.7, wenn man noch bedenkt, 
daB die Existenz irgendeines Inhaltssystemes diejenige des elementaren 
Systemes zur Folge hat. 

Satz 6.10: Wenn die Gruppe I abelsch ist, so existiert ein Inhaltssystem 
(niimlich in jedem Falle das elementare ). 

Beweis: Wir zeigen, daB die Bedingung von Satz 6.9 erfiillt ist. Mit #(P) 
bezeichnen wir die charakteristische Funktion von EZ, mit k.E(P) diejenige 
von k.E. Aus k.E21.E folgt dann k.E(P) =>1.E(P) und daraus nach einem 
Existenzkriterium der Integrationstheorie k = 1'*). 

Satz 6.11: Wenn die Gruppe I abelsch ist, so existiert ein universelles 
Inhaltssystem. 

Beweis: Mit der charakteristischen Funktion von Z als Einheitsfunktion 
existiert ein universelles Integrationssystem’’). Sei A eine EH-beschrinkte 
Menge, A(P) ihre charakteristische Funktion. Bezeichnen wir das Integral 
mit 7’, so ist ®(A) = 7(A (P)) ein universeller Inhalt. 

Satz 6.12: Wenn die Gruppe I abelsch ist, so ist der elementare Inhalt 
ergdinzungsmonoton, also auch zerlegungsmonoton und zerlegungsinvariant"),. 

Beweis: Nach Satz 6.11 existiert ein universeller Inhalt. Dieser ist Fort- 
setzung des elementaren Inhaltes, wonach die Behauptung aus Satz 6.3 folgt. 

Definition 6.1: 2 sei ein Inhaltsfeld. Die Menge der auf R definierten 


Funktionen 


f(P) = a, Ay(P) (ay reell, A, € 2(k =1,...,n), A,(P) 


k= 1 
= charakteristische Funktion von A,.) 


ist ein Integralfeld F. Wir nennen § das zu L gehdrige Integralfeld*). 
Satz 6.13: 2 sei ein Inhaltsfeld und zugleich Mengenkérper, ® ein Inhalt 
auf 2. Durch 


(7) T(f(P)) = Y %, P(A,) 
k 1 


ist auf dem zu 2 gehdrigen Integralfeld § ein Integral definiert. 


14) Vgl. [9]. 

45) [7] Satz 5 (S. 316). 
16) siehe Anm, 15. 

17) [6], Seite 358. 

18) Vgl. Def. 4.1. 

1%) [7] Def. 1 (S. 307). 











WALTER NEF: 


Beweis: Ein Integral auf § ist definiert®®) als eine Funktion, die 1. linear, 
2. invariant gegeniiber der Gruppe J’, 3. normiert (d. h. 7(#(P)) = 1), 4. mo- 
noton ist. 

DaB die durch (7) definierte Funktion 7 die Eigenschaften 1.—3. hat, 
ist klar. Es bleibt zu zeigen, daB sie eindeutig bestimmt und monoton ist. 
Da die Eindeutigkeit unmittelbar aus der Monotonie folgt, ist nur die letztere 
nachzuweisen, d. h. es ist zu zeigen, da8& 

n 
v’ a, A,(P) >0 


aus f(P) = 


k 
folgt T(f(P)) 


» «,O(A,) 20. 
k 
Dazu ordnen wir jedem Punkte P ¢ B = U A, die auf der Menge {A,,.. ., A,,} 
k=1 


definierte Funktion 
0, wenn P ¢ A, 


P p( A, 
wrAd) | 1, wenn P¢ A, 


zu. Sodann unterteilen wir B in Klassen B, nach der Aquivalenzrelation: 
P ~ Q, wenn #p(A,) = 9(A,) (E=l,..., 2). 
Statt #p(A,) mit P¢ B, schreiben wir dann auch #, (A,). Es wird: Bc M 
r 
(da M ein Mengenk6rper ist), B,-~ B,=O(r+s) und A,=U*B,, wo die 
Summation auf diejenigen B, zu erstrecken ist, fiir die #, (A,) = 1 ist. 
r 
Auf B, hat f(P) den konstanten Wert »"*«,, wo die Summe iiber die- 
k 
jenigen Werte von k& zu erstrecken ist, fiir die wiederum #, (A,) = 1 ist. 
r 
Also wird: 
n n 
T(f(P)) =X’ a P(Ay) = Ya Y*P (B,) = d 
k=1 k=1 r r 
falls f(P) = 0 ist. 
Satz 6.14: Wenn die Gruppe I abelsch ist, so lapt sich jeder auf einem 
Feld 2, das zugleich Mengenkérper ist, definierte Inhalt zu einem universellen 
Inhalt fortsetzen. 


D(B,) S*a,=0 
‘ 


Beweis: Man bilde das zu 2 gehérige Integralfeld GF und auf diesem das 
Integral 7’ gemaB Satz 6.13. Dieses Integral kann zu einem universellen 
Integral fortgesetzt werden*'). Wird dieses wieder mit 7’ bezeichnet, so ist 
durch ®(A) = 7T(A(P)) (A €2%) ein universeller Inhalt definiert, der Fort- 
setzung des auf 2 gegebenen Inhaltes ist. 

Korollar: Jeder auf einem Feld, das zugleich Mengenkérper ist, definierte 
Inhalt ist ergiinzungsmonoton, wenn die Gruppe I abelsch ist. Damit ist er 
auch zerlegungsmonoton und zerlegungsinvariant. 


2°) [7] Def. 2 (S. 307). 


*1) [6], Seite 358 und [11], Seite 61 (Satz 1). In diesen beiden Abhandlungen wird die 
Zerlegungsinvarianz des Lebuesgueschen MaBes (s. u.) auf direktem Wege nachgewiesen. 
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Beispielsweise sind in den euklidischen Riumen der elementare Polyeder- 
inhalt und der Lesugseuesche Inhalt beziiglich der Translationsgruppe zer- 
legungsinvariant. 

Wenn die Gruppe J" nicht abelsch ist, ist die Folgerung von Satz 6.14 
nicht immer richtig, wie durch folgendes Beispiel belegt werden kann: 

R = 3-dim.euklidischer Raum, /'= seine Bewegungsgruppe, 2 = dem 
Wiirfel 0 < x, << 1(k=1, 2,3), 2 = der Menge der Polyeder in R, ® = der ele- 
mentare Polyederinhalt. In diesem Fall laBt sich ® nicht zu einem universellen 
Inhalt fortsetzen, da bekanntlich zwei Polyeder immer zerlegungsgleich sind 2”). 


Anhang zum 6. Teil. 

Bisher wurde vorausgesetzt, daB die Bedingung 2.2 erfiillt ist. Dadurch 
werden interessante Fille ausgeschlossen (Beispiel: R = Kugelfliche, J” = 
Drehungsgruppe, HE = R). Im folgenden soll gezeigt werden, wie die Resul- 
tate des 6. Teiles auf den allgemeineren Fall iibertragen werden kénnen, wo 
die Bedingung 2.2 nicht notwendigerweise erfiillt ist. Dies geschieht dadurch, 
daB R, I’, E durch gewisse R, J’, E ersetzt werden, fiir die die Bedingung 2.2 
erfiillt ist. 

Wir ersetzen: 

R durch das direkte Produkt R von R mit der Menge Z der ganzen Zahlen: 
R= RxZ, d.h. die Menge aller Paare (P,k), wo P ¢ R, k eine ganze Zahl ist. 
I’ durch das direkte Produkt I’ von J" mit der additiven Gruppe @ der ganzen 
Zahlen: [7 = I'«G. 

Die Wirkung von J’ auf R wird beschrieben durch 

(t, n) (P, k) = (tc P,k +n). 
SchlieBlich wird EF ersetzt durch die Menge EC R, die aus allen (P,0) mit 
P ¢ E besteht. 

Es ist offensichtlich, daB die Bedingung 2.2 fiir R, J’, E immer erfiillt ist. 

Jedem Inhaltsfeld M auf R ordnen wir das Feld M auf FR zu, das aus allen 
Mengen der Form 


A= U(A,,i)(A;e M(i = 0, +1,42,...), nur endlich viele A, nicht leer) 


besteht. 
Ist I Mengenring bzw. Mengenkérper, so hat mM dieselbe Eigenschaft. 
Dem elementaren Feld auf R entspricht das elementare Feld auf R, ebenso 
entsprechen die universellen Felder einander. 
Gilt fiir zwei Felder 2, M auf R: LCM, so ist auch L MN. 
Jedem Inhalt ® auf M entspricht ein Inhalt ® auf M vermége: 
(8) @(A)= S DA)). 


a oo 


22) [4], Seite 50. 
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Umgekehrt entspricht jedem Inhalt ® auf M ein Inhalt ® auf M vermége: 
(9) @(A) = D(A, 0). 
@ und @ bestimmen einander auf umkehrbar eindeutige Weise. Dem elemen- 
taren Inhalt auf R (falls er existiert) entspricht der elementare Inhalt auf R. 
Ebenso entspricht jedem universellen Inhalt auf R ein ebensolcher auf R. 
Es gilt also: 

Satz 6.15: Die Inhaltssysteme auf R bzw. R entsprechen einander vermdge 
der Beziehungen (8) und (9) in eineindeutiger Weise. Auf einem Feld M existiert 


e* 


dann und nur dann ein Inhalt, wenn ein solcher auf M existiert. 

Auf Grund dieses Satzes erhilt man aus Sitzen des 6. Teiles in ent- 
sprechender Numerierung folgende Theoreme: 

Satz 6.3*: 2 und M seien zwei Felder und QCM. Lin auf L definierter 
Inhalt ® laBt sich dann und nur dann auf M fortsetzen, wenn O >(M)-ergiin- 
zungsmonoton ist. 

Satz 6.4*: 2 und M seien zwei Felder und QCM. M sei zugleich Mengen- 
kirper. Ein auf 2 definierter Inhalt ® lapt sich dann und nur dann auf M fort- 

~ 


setzen, wenn D >(M)-monoton ist. 

Korollar: Ein auf einem beliebigen Feld definierter Inhalt ® laipt sich dann 
und nur dann zu einem universellen Inhalt fortsetzen, wenn ® zerlegungsmonoton 
ist. 

Satz 6.7*: Auf einem Feld M existiert dann und nur dann ein Inhalt, 
wenn aus 

BOC SLEU CM) (C¢M, kBAC =LENC =0) 
folgt k=l. 

Satz 6.8*: Auf einem Feld M, das zugleich Mengenkérper ist, existiert dann 
und nur dann ein Inhalt, wenn aus 


k.E > 1E(M) folgt k = 1. 
SchlieBlich gelten die Satze 6.9, 6.10, 6.11, 6.14 (ohne Korollar) wértlich 
auch fiir den gegenwiartigen allgemeineren Fall. 


7. Teil. Ein Beispiel. 

In diesem letzten Teil sollen die wichtigsten Begriffsbildungen anhand 
eines einfachen Beispicls veranschaulicht werden. Durch dieses Beispiel 
werden gleichzeitig zwei Fragen beantwortet, die sich im Laufe der Unter- 
suchung gestellt haben mégen: 

1) Nach Bemerkung a) zu Definition 4.1 folgt die = (M)-Invarianz eines 
Inhalts aus seiner >(I%)-Monotonie. Durch das folgende Beispiel wird be- 
wiesen, daB das Umgekehrte nicht gilt. 

2) Durch die Sitze 6.11 und 6.14 wurde gezeigt, daB bei abelscher Gruppe J" 
jeder auf einem Feld, das zugleich Mengenkérper ist, definierte Inhalt zu 
einem universellen Inhalt fortgesetzt werden kann und daB dasselbe fiir den 
elementaren Inhalt gilt. Die Frage, ob dies fiir Inhalte auf beliebigen Feldern 
gilt, ist zu verneinen, wie ebenfalls das folgende Beispiel zeigen wird. 
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Beispiel. Wir setzen: 

R = der Menge der reellen Zahlen, 

I’= der zur additiven Gruppe der reellen Zahlen gehérigen Translations- 
gruppe, 

E = dem abgeschlossenen Intervall <0, 1). 

Als Inhaltsfeld M fiihren wir den Mengenkérper ein, der von der Gesamtheit 
aller abgeschlossenen Intervalle und der Gesamtheit aller aus einem einzigen 
Punkt bestehenden Mengen erzeugt wird. 

Eine Menge A Cc R gehért dann und nur dann zu M, wenn sie durch Aus- 
fiihrung zweier Operationen der folgenden Art in eine Vereinigungsmenge At 
von endlich vielen abgeschlossenen Intervailen oder in die leere Menge ver- 
wandelt werden kann: 

1) Hinzufiigung von 0 oder endlich vielen nicht zu A gehérigen Punkten. 
Ihre Anzahl bezeichnen wir mit d(A). 

2) Wegnahme von 0 oder endlich vielen Punkten. Ihre Anzahl werde 
mit i(A) bezeichnet. 

Die Anzahl der abgeschlossenen Intervalle, aus denen A+ sich zusammen- 
setzt, ist durch A eindeutig bestimmt und sei mit z(A) bezeichnet. Hingegen 
sind d(A) und i(A) nur bis auf eine gemeinsame additive Konstante bestimmt. 
Demnach ist die ganze Zahl 

H(A) = — d(A) + i(A) + 2(A) 
durch die Menge A eindeutig bestimmt. Dasselbe gilt fiir die Summe der 
Langen der abgeschlossenen Intervalle, aus denen A* zusammengesetzt ist. 
Diese wird mit L(A) bezeichnet. 

Wir behaupten nun: 

Zwei Mengen A, BEM sind dann und nur dann beziiglich M zerlegungs- 
gleich, wenn 


(10) L(A) = L(B) und H(A) = H(B) ist. 


a) Die Bedingung ist notwendig. Man sieht namlich leicht ein, daB bei 
der Zerlegung einer Menge A € IM in zu M gehérige, paarweise disjunkte Teil- 
mengen A,,..., 4 A,, gilt: 


H(A) = x H(A,), L(A) = ¥ L(A,). 
k=1 


Ferner sind H(A) und L(A) invariant gegeniiber der Gruppe I’. 

b) Die Bedingung ist hinreichend. Es sei naimlich fiir zwei Mengen A, 
BeM die Bedingung (10) erfillt. Bezeichnen wir mit {n} eine Menge, die 
aus n Punkten besteht, so folgt: 

1) Aus L(A) = L(B): A* u {2(B)} = Bru {2(A)}(M)*). 

2) Es ist A  {d(A)} = Atv {i(A)} (M) und die entsprechende Beziehung 
gilt fir B. 


*3) Im folgenden ist vorausgesetzt, da3 die zueinander addierten Mengen stets disjunkt 
sind. 


Math. Ann. 128. 16 














226 Watrer Ner: 


3) Aus 1) und 2) folgt jetzt: 
AW {d(A) + 2(B) + i(B)} = Atv {i(A) + 2(B) + i(B)} = 
= BY {x{A) + (A) + (B)} = Bw {d(B) + (A) + 2(A)} M). 
Aus H(A) = H(B) folgt also, daB A und B durch Hinzufiigung derselben 
endlichen Zahl von Punkten beziiglich M zerlegungsgleich werden. Man sieht 
leicht, daB daraus in unserem besonderen Fall die Zerlegungsgleichheit von A 
und B folgt. 

Auf Grund dieses Resultates kénnen wir nun leicht die Struktur der zu M 
gehérigen teilgeordneten Halbgruppe M* iiberblicken™): M* ist isomorph 
zur direkten Summe der additiven Halbgruppe der reellen Zahlen L = 0 und 
der additiven Gruppe der ganzen rationalen Zahlen H. Die Elemente von M* 
kénnen in der Form (ZL, H) bezeichnet werden, wobei 


(L,, H,) + (Ly, Hy) = (L,+ L,, 4, + H,) 
und (L,, H,) = (Z,, H,) dann und nur dann, wenn 


entweder L, > L, 


(11) : 
oder [,=LI, und H,=H, ist. 


Jetzt betrachten wir das Unterfeld 2c M, das erzeugt wird 

von allen abgeschlossenen Intervallen (a, a + 1) mit der Linge 1 

und allen Mengen (6 //6+ 1) = £,(6< 756+ 1,2+6+ 1/2), die aus 
einem abgeschlossenen Intervall mit der Linge 1 durch Wegnehmen des 
Mittelpunktes entstehen. 

2 besteht dann aus allen Vereinigungsmengen von 0 oder endlich vielen 
paarweise disjunkten Mengen der Formen (a, a + 1) und <6 // 6 + 1). 

Aus dem vorhergehenden allgemeinen Resultat folgt, daB zwei Mengen 
aus 2 dann und nur dann beziiglich M zerlegungsgleich sind, wenn sie je 
gleichviele Intervalle der beiden Typen enthalten. (Das bedeutet, daB 2 (M) 
die Unterhalbgruppe von M* ist, die aus allen (L,H) besteht, wo L eine ganze 
Zahl = 0 und H eine ganze Zahl mit 0 < — H < L ist). 

Setzen wir fiir eine Menge A € 2: 

@(A) = Anzahl der Mengen vom Typus (a, a+ 1), die in A enthalten sind, 
so ist @(A) ein = (M)-invarianter Inhalt auf 2. Hingegen ist ® nicht > (M)- 
monoton. Denn es ist beispielsweise ¢0//1)\/ ¢2//3) = <0, 1) (M) (indem man 
einen beliebigen Punkt von <2//3) (der als Menge Element von % ist) an die 
Stelle 1/2 verschiebt, erhalt man aus <0//1) WU <2//3) eine Menge, die <0, 1) 
iiberdeckt), aber 


® (<0//1) U (2//3) = 0< 1 = OO, 1). 
Damit ist die erste der am Anfang des 7. Teiles gestellten Fragen beantwortet. 
Aus Satz 6.4 folgt ferner, daB der Inhalt ® nicht auf M und also erst recht 
nicht zu einem universellen Inhalt fortgesetzt werden kann, womit auch die 
Antwort auf die zweite Frage gegeben ist. 


**) Auf Grund von Formel (11) sieht man leicht ein, daB im vorliegenden Falle die 
Relationen + (MM) und ~ (M) identisch sind. 
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Zur Theorie der Spingruppen. 
Von 


Friepricu L. BAver in Miinchen. 
§ 1. Einleitung. 


1.1. Zur Problemstellung. 


Die halbzahligen Darstellungen der orthogonalen Gruppe lassen sich, wie 
nach ihren topologischen Eigenschaften auch nicht anders zu erwarten ist, 
in keiner Weise durch Einschrankung von Darstellungen der linearen Gruppe 
im n-dimensionalen gewinnen. Damit erscheinen sie in der invarianten- 
theoretischen Behandlung etwas am Rande. Einige der nachfolgend mit- 
geteilten Ergebnisse halten wir fiir geeignet erkennen zu lassen, daB den Spin- 
gruppen und damit auch den halbzahligen Darstellungen eine zentralere 
Stellung in der Theorie der klassischen Gruppen zukommt. Die halbzahligen 
Darstellungen treten bekanntlich gleichberechtigt neben die geliufigen ganz- 
zahligen innerhalb der Invariantentheorie der Spingruppe und ihrer Substrate, 
fiir die wir den Namen Undoren verwenden, um Verwechslungen zu vermeiden. 
Von der Spingruppe und der Invariantentheorie der Undoren handelt die 
vorliegende Untersuchung. 


1.2. Inhaltsiibersicht. 


Fiir das in § 2 genauer umrissene Problem, Art und Vielfachheit der irre- 
duziblen Bestandteile eines mehrstufigen Undors anzugeben, wird ein Zu- 
gang erschlossen durch einen weitreichenden Satz (Struktursatz) iiber eine 
innere, als Komplementaritét bezeichnete involutorische Beziehung zwischen 
je zwei Darstellungen orthogonaler Gruppen (§ 3). Die Aussagen des 
Struktursatzes, die auch fiir sich allein von praktischem Wert sind, geben 
dariiber hinaus unmittelbar AufschluB itiber die ausreduzierende Algebra der 
mehrstufigen Undoren (die jene Rolle spielt, die der Gruppenring der Per- 
mutationsgruppe bei mehrstufigen Tensoren einnimmt). Insbesondere ergibt 
sich explizit der Rang dieser Algebra und ihre Kennzeichnung durch die zu- 
gehérigen Invariantenbildungen. Die aufschluBreichen Einzelfille n = 3 
und n = 5 erméglichen einen Vergleich mit einer von BRAUER angegebenen 
Algebra. Es ergibt sich auch in unserem Fall eine Darstellung durch cin 
Graphensystem, die iibrigens auf eine in einem anderen Zusammenhang von 
RuMER durchgefiihrte Untersuchung zuriickgefiihrt werden kann (§ 4). Ferner 
erhilt man eine explizite Angabe des Ranges der einhiillenden Matrixalgebra 
des Undors N-ter Stufe (§ 5). Untersuchungen iiber die Gestalt der ausredu- 
zierenden Operationen (§ 6) fiihren zu einer abschlieBenden Aufklairung der 
Komplementarititsbeziehungen (§7). Dabei ergibt sich ein iiberraschender 
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Ausblick: die Deutung der Ergebnisse fiihrt uns zur Definition und Unter- 
suchung von verallgemeinerten symplektischen Invarianten auch fiir den Fall 
ungeradzahliger Dimension. 

In einem Anhang ist ein entsprechender Struktursatz auch fiir gewisse 
Darstellungen der linearen Gruppe formuliert. Er ist invariantentheoretisch 
von geringerem Interesse, vermittelt aber einen Zusammenhang zwischen der 
Ausreduktion von Tensoren durch Spurbildung und dem Ubergang von einer 
orthogonalen Gruppe geradzahliger Dimension zu ihrer Untergruppe uni- 
modularer Transformationen von halber Dimensionszahl. 


1.3. Bezeichnungen. 

Die spezielle (unimodulare ) lineare Gruppe der Dimension n sei als "SL be- 
zeichnet, die orthogonale Gruppe der Dimension n = 2y oder n = 2y+ 1 sei 
als "0, die symplektische der Dimension n = 2» als "Sp bezeichnet. Im all- 
gemeinen seien darunter die ,,unitaér eingeschrinkten‘‘ Gruppen verstanden 
gemaiB dem unitarian trick von WEYL'). Abgesehen vom Spiegelungsverhalten 
der Darstellungen der orthogonalen Gruppe werden Zusammenhangsverhilt- 
nisse und topologische Gesichtspunkte uns nicht beschaftigen; daher wird es 
uns meist gestattet sein, uns auf den ,,infinitesimalen Standpunkt“ zu stellen, 
mit anderen Worten unter "SZ, "0, "Sp auch die zugehGérigen Lie-Algebren 
(infinitesimaler Transformationen) zu verstehen, ohne da8B wir dies jeweils 
gesondert erwihnen miiBten. 

Die Darstellungen mit den Cartanschen Gewichten?) m; werden wir als 
"SL(m;), i= 1,...,, als "O(m,), i = 1,...,y und als *Sp(m,),i = 1,..., , be- 
zeichnen*). Nétigenfalls werden wir den Darstellungsgrad als Index rechts 
unten beifiigen. 

Bekanntlich sind bei der gewahlten Bezeichnung fiir die "SZ Darstellungen 
mit den Gewichten m; und m;+ « als identisch anzusehen, wir werden aber 
die m,; stets ganzzahlig und im allgemeinen nicht-negativ schreiben. Ferner 
sind fiir die "Sp die Gewichte stets ganzzahlig nicht-negativ, fiir die "O eben- 
falls nicht-negativ und entweder saimtlich ganzzahlig oder simtlich halb- 
zahlig; letzteres soll heiBen, daB sie die Halfte ungerader Zahlen sind. Wir 
unterscheiden sinngeméB zwischen ganzzahligen und halbzahligen Dar- 
stellungen der orthogonalen Gruppe. Fiir eine Folge identischer Gewichts- 
komponenten wird wie iiblich formale Potenzschreibweise angewandt, also 
zum Beispiel fiir *O(2111) auch 80(21%); Nullen werden, wo keine Verwechs- 
lungen zu befiirchten sind, auch oft unterdriickt. 

Bekanntlich ergeben die der Einheit benachbarten Transformationen nur 
die mit "O*, bezeichnete Drehungsgruppe; einen Normalteiler vom Index 2 der 


1) H. Weyi: Math. Z. 28, 271 (1925); 24, 328 (1925). — H. Weyt: The Classical 
Groups, their Invariants and Representations, Princeton 1938. Im folgenden kurz 
“Classical Groups”’ genannt. 

*) E. Cartan: Sur la structure des groupes de transformations finis et continus. 
Thése Paris 1894. 

*) Einzelheiten bei der orthogonalen Gruppe siehe unten. 
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vollen** orthogonalen Gruppe. Es gibt auBer im Falle n = 2, m,+ 0 zwei 
iniiquivalente, mit "O (m,) und "O e(m,) bezeichnete Darstellungen der vollen 
Gruppe, die in dieselbe Darstellung "O*(m,) der Drehungsgruppe zusammen- 
fallen. Beide Darstellungen werden, wie iiblich, zueinander assoziiert genannt ; 
mit "O(m,) ist diejenige gemeint, die spiegelungsinvariant (von der Paritét 1) 
ist. die andere werde von der Paritaét e¢ genannt, wo e die Transformations- 
determinante ist. Fiir geradzahlige Dimension n = 2y heiBt die irreduzible 
Darstellung "O(m,) der vollen Gruppe mit m,+ 0 selbstassoziiert. Sie bricht 
bei Beschrinkung auf die Drehungsgruppe "O* in zwei irreduzible Hialften 
auseinander; diese Eigenschaft gilt auch fiir alle halbzahligen Darstellungen 
geradzahliger Dimension, wir bezeichnen diese im folgenden als formal-selbst- 
assoziiert. Die beiden irreduziblen Halften haben in der Cartanschen Be- 
zeichnung die Gewichtskomponenten (m,...m,_,,+m,) und (m,...m,_,, —m,), 
wir bezeichnen sie der Einfachheit halber mit "O* (m,;*) und "O* (m,~), die zu- 
sammengesetzte Darstellung mit "O* (m,). 

Zu jeder Darstellung der "SL, "O oder "Sp geh6rt ein ,,invariantentheoreti- 
sches Substrat‘‘, naimlich ein Darstellungsmodul, dessen Transformations- 
regel (wenn man von den halbzahligen Darstellungen der "O zunichst absieht) 
mit der eines Tensors zvusammenfallt. Und zwar stimmt das Young-Tableau 
dieses Tensors bzw. die zugehérige Partition mit dem Cartanschen Gewicht 
(m;) iiberein. Darstellungen mit der Gewichtskomponente m,= 1 und allen 
iibrigen m,= 0 sind Vektordarstellungen oder Darstellungen der abstrakten 
Gruppe ,,durch sich (als konkrete Gruppe) selbst’. 

Von den halbzahligen Darstellungen der orthogonalen Gruppe (sie be- 
sitzen bekanntlich kein tensorielles Substrat*)) ist die wichtigste die Clifford- 
darstellung vom Grad 2” mit den Gewichten m,= 4, i=1...¥, die wir 
mit "O (A\) bezeichnen. 

Die lineare Hiille einer (reduziblen oder irreduziblen) Darstellung bezeich- 
nen wir als die einhiillende Matrixalgebra dieser Darstellung. Sie ergibt sich 
auch als die (assoziative) Matrixalgebra, die von den Basiselementen einer 
Darstellung der zugehérigen Lie-Algebra erzeugt wird. Die einhiillende Algebra 
der Clifford-Darstellung ist die Clifford- Algebra‘). 

Das direkte Produkt zweier Darstellungen nennen wir eine Verschmel- 
zung®*), die N-fache Verschmelzung einer Darstellung mit sich selbst bezeichnen 
wir mit * und nennen sie Ausdehnung N-ter Stufe’). 

Wir beziehen uns stets auf einen reellen, reell-abgeschlossenen, allenfalls 
durch Adjunktion von y-1 algebraisch abgeschlossenen Kérper als Grund- 
kérper. 


*) Siehe aber § 6. 
‘) Spezialfalle fiir n = 3 und n = 5 sind bekanntlich die Pauli-Algebra und die Dirac- 
Algebra, die in der Quantentheorie eine Rolle spielen. 


*) Die Bezeichnung ist aus der Bildung 1x A + BxX1 mit den Darstellungen A, B 
der Lie-Algebra zu verstehen. 


7) In Anlehnung an GrassMANns ,,extensive GréBen“. 
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2. Spingruppen und ihre Invariantentheorie. 

Bekanntlich ist die Vektordarstellung "SZ(1) der linearen Gruppe eine 
primitive Erzeugende aller Darstellungen der "SZ; man erhilt diese simtlich 
durch Ausdehnung (der Bildung von Tensoren héherer Stufe entsprechend), 
die Vektordarstellung selbst aber kann durch keine echte Ausdehnung (N > 1) 
erhalten werden. 


Thr 


Demgegeniiber ist die Vektordarstellung "O(1) der orthogonalen Gruppe 
weder vollstaindige Erzeugende noch primitiv; sie vermag keine halbzahligen 
Darstellungen zu erzeugen und ist andererseits in der zweistufigen Ausdehnung 
der Clifforddarstellung "O(A\) enthalten. 

Die Clifforddarstellungen spielen dagegen in der orthogonalen Gruppe 
gerade die Rolle der primitiven Erzeugenden; ihre Primitivitaét geht aus der 
Cartanschen Bestimmung aller Darstellungen hervor. Sofort einzusehen ist, 
da man bei geradzahliger Verschmelzungsstufe ganzzahlige, bei ungerad- 
zahliger halbzahlige Darstellungen erhilt ; dafs man wirklich alle Darstellungen 
der orthogonalen Gruppe so bekommt, wird sich in dieser Arbeit nebenbei 
in unmittelbarer Weise erneut ergeben. 

Entsprechend dem Grad o = 2” der Clifforddarstellung "O(A),, ist der 
zugehérige Darstellungsmodul o-gliedrig. Der N-fachen Ausdehnung "0(A)* 
entspricht die Bildung einer N-stufigen extensiven GréBe der Dimension 0. 
Diese invariantentheoretisch legitime Bildung kénnte als Tensor bezeichnet 
werden; um Verwechslungen zu vermeiden, verwenden wir die BELINFANTE- 
sche Bezeichnung ,,Undor‘‘®), die zunachst auf den eigentiimlichen Zusammen- 
hang des Transformationsverhaltens der 9 Komponenten mit dem eines ,,ge- 
wo6hnlichen Vektors‘ hinweisen soll. 

Der Zerfaillung der Ausdehnung "0(A)* in irreduzible Bestandteile ent- 
spricht die Zerfaillung ihres Substrats, des allgemeinen Undors N-ter Stufe 
im o-Dimensionalen, in irreduzible Undoren. Hier soll mit der Bezeichnung 
Undor gerade auch die typische Art dieser Ausreduktion angedeutet werden, 
die (siehe unten) iiber die Zerfillung eines Tensors hinausgeht. 

Man kann auch den Sachverhalt so sehen, daB man die Darstellung "O(A\) 
als Selbstdarstellung einer gewissen o-dimensionalen Gruppe linearer Trans- 
formationen (9 = 2”) ansieht, die man als Spingruppe °Spin®) bezeichnet. 
Sie ist somit definiert durch die Isomorphie "O(A\) = ¢Spin(1)?°). Dann handelt 
es sich darum, die Ausdehnung *Spin(1)* zu betrachten, eine Schreibweise, 
die stirker daran erinnert, daB man als Substrat den allgemeinen Undor 
V-ter Stufe im o-dimensionalen erhilt. Insbesondere macht diese Schreib- 
weise deutlich, daB die Zerfaillung des allgemeinen Undors zunichst min- 

’) F. J. BeLinrante: Physica 6, 887 (1939). Die Bezeichnung ,,Spinor wird land- 
laufig mit dem Spezialfall n = 4 und einigen damit zusammenhangenden Eigentiimlich- 
keiten (Verwendung punktierter und unpunktierter Indizes) bereits zu sehr identifiziert. 

*) Uber die topologische Seite dieses Zusammenhanges vgl. C. CHEVALLEY: Theory 
of Lie Groups I. Princeton 1946, p. 65. 

1°) Wir verzichten in dieser Schreibweise darauf, den (aus dem Zusammenhang stets 


ersichtlichen) Unterschied zwischen n 2yv und n 2v + 1 anzudeuten. 
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destens durch Symmetriebedingungen geschieht ; die ausreduzierende Algebra 
enthalt den Gruppenring der Permutationsgruppe Gy. Denn offensichtlich 
ist ‘Spin als Gruppe gewisser linearer unimodularer Transformationen im 
o-dimensionalen eine Untergruppe von °SL. Da sie aber, wie aus einer Ab- 
zihlung ihrer Parameter sofort hervorgeht, von trivialen Ausnahmen abge- 
sehen, eine echte Untergruppe ist, tritt im allgemeinen auch eine weitere 
Reduktionsméglichkeit des symmetrisierten Undors ein. Es gilt, diese zu 
bestimmen, also Art und Vielfachheit der irreduziblen Bestandteile des 
N-stufigen Undors anzugeben, sowie die zerfillenden Operationen zu kenn- 
zeichnen. Damit handelt es sich um invariantentheoretische Fragen im Rahmen 
der Spingruppe. Es wird sich zeigen, daB die Aufgabe dem Wesen nach 
komplizierter ist als etwa die weitere Ausreduktion von "0(1)* oder "Sp(1)* 
durch Spur- bzw. Schiefspurbedingungen. Ein iiberraschender Zugang wird 
sich in § 3 ergeben. 


§ 3. Der allgemeine Struktursatz fiir die Spingruppen. 


3.1. Definition der komplementiren Darstellung. 
Wir definieren : 


Die N-komplementire Darstellung zu einer Darstellung "O(m,m, . . .m,) der 
orthogonalen Gruppe ist die Darstellung 





: Xe n—l a —2\as 4 
*0((5 S'S egy) fiir n = 2p 
, n \% (n—l \%: (/n—2 \% 3 \4,- 1 \2, ™ 
¥0((5)"( 3 )*{ 2 ole] ‘(s)’) fiir n= 2v+1 
der N-dimensionalen orthogonalen Gruppe, wo 
N 
Xo = . m, 
“= M— M4, firi=1l...¥-—1 
Jm, falls N gerade 
a, = y 
|m, — 4 falls N ungerade, 


wenn diese Bildung sinnvoll ist, d.h. wenn a= < — m, eine nichtnegative 


ganze Zahl ist. 

Wir bezeichnen dieses N-Komplement gelegentlich kurz als "O(m)|* . Die 
Komplementierung ist besonders einfach durchzufiihren an dem zu einer 
Darstellung gehérigen Young-Tableau. Man setze das Young-Tableau in die 


linke untere Ecke eines Rechtecks mit den Seitenlingen ~ in der Hori- 


N. “er : , . 
zontalen, , in der Vertikalen. Das geometrische Komplement liefert dann, 


vertikal von rechts nach links gelesen, das Tableau des N-Komplements. 
Man hat dabei fiir halbzahlige Darstellungen formal auch halbzahlige Stufen- 
héhen in den Tableaus anzusetzen, eine MaBnahme, deren invarianten- 
theoretische Deutung vorerst nicht untersucht werden soll (vgl. dafiir § 6). 




















Das Verfahren ist in Tab. 1 an Beispielen erlautert : 


Tabelle 1. Beispiele komplementirer Darstellungen. 


1) n gerade, N gerade 
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§0(2110) 





2) n gerade, N ungerade 
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3) n ungerade, N gerade 
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4) n ungerade, N ungerade 




















w w 
w w 
no = La 


‘0 


Zur Theorie der Spingruppen. 





























6-Komplement 





























5-Komplement 





8-Komplement 





7-Komplement 
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*0(431) 























50(32) 





773 
0(5 2 >) 


Zu beachten ist, daB fiir n ungerade, N ungerade bei dieser bildlichen 
Veranschaulichung ein Viertelquadrat wegfiallt. 


Offensichtlich ist, wenn ™O(m)|* =%O(m’); auch XO(m’)|" "O(m). 
Die Komplementierung ist also bei festem n, N eine involutorische Operation. 


3.2. Teilbarkeit des Grades halbzahliger Darstellungen. 


Der Grad einer ganzzahligen oder halbzahligen Darstellung der ortho- 
gonalen Gruppe geht aus den Formeln von Wey") explizit hervor. Fiir 
halbzahlige Darstellungen bezeichnen wir als reduzierten Grad den Grad der 


Darstellung, dividiert durch 


2”, also 


1) H. WeyL: Math. Z. 24, p. 349 (1925). 


12) N[...] bezeichnet den Grad der betreffenden Darstellung. 


N[”O(m)] 
N [*0(A)] 


Der reduzierte Grad ist 
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stets eine ganze Zahl. Dies wird sich in §3 beim Beweis des dortigen Satzes 
von selbst ergeben. Es geht auch aus einem Satz iiber Beziehungen zwischen 
den Charakteristiken der orthogonalen und der symplektischen Gruppe hervor. 
Wir werden darauf in § 6.2 zuriickkommen. 

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir den Struktursatz fiir die Spin- 
gruppen formulieren. 


3.3 Der allgemeine Struktursatz. 
Satz I (Struktursatz): In der Ausdehnung *O0(A)* tritt die irreduzible 
Darstellung "O(m) so oft auf, wie der Grad (fiir n = 2) bzw. der reduzierte 





Grad (fiir n = 2v+ 1) der N-komplementiren Darstellung "O(m)\* angibt?). 





Zusatz 1: Eine Darstellung "O(m) tritt nicht auf, wenn "O(m)\* nicht de- 
finiert ist oder, wie wir nun sagen wollen, nicht existiert. 

Zusatz 2: Bei der Abzihlung wird zwischen zwei assoziierten Darstellungen 
nicht unterschieden. Fiir n = 2» treten, wenn "O(m) nicht selbstassoziiert 
(auch formal) ist, "O e(m) und "O(m) gleich oft, jede also mit der halben an- 
gezeigten Anzahl auf. 

Zusatz 1 allein ist unmittelbar einzusehen: Nach dem Cartan-Kalkiil ist 
(NN N 

ee 


das héchste auftretende Gewicht ). Fiir alle auftretenden Dar- 


stellungen ist also das N-Komplement definiert. Satz I behauptet aber auch, 
daB alle Darstellungen wirklich mindestens einmal auftreten, deren Tableaus 


in das zur anschaulichen Definition der Komplementierung benutzte 


n N ‘ 2 ' er 
@ X ~» -Rechteck eingefiigt werden kénnen, denn dann ist ein V-Komplement 


definiert, dessen Grad mindestens Eins ist. 

Vertauscht man in Satz I N mit n, so ergibt sich: In *O(A)" tritt O(m’) 
so oft auf, als der (u. U. reduzierte) Grad von 5O(m')|" = "Q(m) angibt. Das 
bedeutet nach der involutorischen Eigenschaft der Komplementierung, daB 





das in Satz I vorkommende N-Komplement "O(m)|* so oft in der Ausdehnung 
‘O(A)" vorkommt, als der Grad von "O(m) angibt. Man hat also die Fassung 
Ia des Satzes I: 

Satz Ia: Ordnet man die in den Ausdehnungen "O(A)* und *O(A)" 
enthaltenen Darstellungen einander gegenseitig durch Komplementierung zu, 
so gibt jeweils der (u. U. reduzierte) Grad einer Darstellung die Vielfachheit 
des Auftretens der anderen an und umgekehrt. 

Wir sagen auch, die beiden Ausdehnungen sind zueinander paarweise 
komplementar. 

Zusatz 2a: Insbesondere ist offensichtlich fiir = 2v und N gerade zwei 
zueinander assoziierten Darstellungen eine selbstassoziierte (bzw. deren beide 
Hialften bei Beschriankung auf die Drehungsgruppe) zuzuordnen und umgekehrt. 

Aus der Fassung Ia heraus la8t sich der Weg fiir einen Induktionsbeweis 
skizzieren. Induktionsannahme: Der Satz sei richtig fiir m und N — 1, (A) 
und *—'Q(A)" seien nach MaBgabe des Satzes einander zugeordnet. Dann 


13) Vorlaufige Mitteilung in C. r. Acad. Sci. (Paris) 284, 1743 (1952). 





. ° y aN 
betrachte man die bei der Verschmelzung "O(A)~,. 


Darstellungen "O(m’) 
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<"C2(A\) auftretenden Dar- 
stellungen. Man wird versuchen zu zeigen, daB bei dieser Verschmelzung eine 
bestimmte Darstellung "O(m) gerade aus soviel und solchen verschiedenen 





entsteht, wie die komplementire "D(m)\* 


‘O(m) in entsprechende Darstellungen *~!0(m’) ™O(m' )\ ' zerfallt. Dann 
entspricht die Addition der Vielfachheiten der Addition der Darstellungsgrade, 
der Satz gilt also fiir n und N. 


Tabelle 2. 


Ausdehnung °O(/A)* . 








Kestandteile Vielfachheiten des Auftretens N-Komplemente 
OA)N |N=1N=2N=3N=4N=5N=6 N=2 N=3 N=4 N=5 N=6 
{> 5 5) (5 5 & 
000), l 3 14 | O15). 0 rs ), 5 9 3), 
1 ] 5 wee 
isa), |? . - As), Ol> 2),, 
C , (3 (5 3 5 5 3 
(10), I ’ sad *0\ 2 ) ‘0\ 2 3). *0| 2 22 /240 
: toot (2) (5 51 
(11). 1 6 40 *0} 2 I, | 2 3). 0 2233 a 
31 : _(3\ _(5 3 
2 2) so Gale Az), “Ol3 2), 
3 3)\ (1) s! 
==} 1 10 O15) ‘O\5 3) 
~ =~ /20 -/2 a =/@ 
33 {8:3 3) 
(20) - 21 ‘0 2 2), ew 222 x 
mi 3 1 (56 3 1 
(21)ss , 7 O19 Bhs ‘Ole 2 D)ase 
- _ io 
(22)as ; - 5 2), Ole D)isw 
5 1 3 3) 
| +, { 
2 2) . "12 2) 
5 3 \ 31 
| 2 2 a ¢ O15 2 I. 
5 5) {1 1) 
az 3), 1 ‘O\5 9), 
. «(3 3 3 
(30) 30 od ‘O| 2 9 iP 
usw. usw 


Wird aber etwa gezeigt, daB er fiir n = 3 und N = 2 gilt, so gilt er 
n = 3 und beliebiges N, durch Vertauschung von n und N also auch 








beliebiges n und N = 3, somit schlieBlich in voller Allgemeinheit. 
Bevor wir zum Beweis iibergehen, sollen einige Beispiele angefiihrt werden. 


fiir 


fiir 
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3.4. Beispiele. 

Wir betrachten zuniichst die in der Ausdehnung °O(A)* enthaltenen 
Darstellungen der 50, in lexikographischer Ordnung und deren jeweilige 
N-Komplemente mit angehangtem Darstellungsgrad (Tab. 2). 





Die Vielfachheiten des Auftretens werden durch die reduzierten Grade 














gegeben. 
Tabelle 3. Ausdehnung "O( /\)*. 
Vielfachheit | Vielfachheit 
(tr 2 = 2 OA) "OA “OA OA OAS OAS “HAM | fir n=2041 
| 

«0(00), l (2), (2)s_—— (22)aw._-— (22a (2220 (222Zavs (2222aou | 1 | 40 2h. 
(10), 4 (le (Ds (2D aw (21s (22D) sso (221)szs (2221 ore | 3 (= ; le 
(11), | 3+3 (0), (0), (20), (20), (220)s, (220)s65 (2220) g40 | 2 (> =), 
(20), | 9 (11)¢ — (11)so (21 1)go (21 1)azp (2211)s67 | 6 (= ; ” 
(21).6 | 8+8 (10), (10); (210)gg  (210)s05 (2210)su0 | 5 | | ; =) 
22)10 | 5+5 (00), (00), (200)s5 (200),, (2200)s99 | 3 (3 ote 
(30), 16 (L112 (1LE)3; (2111)ee4 | 10 (= = ee 
(31)so | 15+15 (110); (110g, (2110)s50 | 9] [ : - lee 
(32), | 12+12 (100), (100), (2100)i50 | 7) | : : ‘ 
(33), | 7+7 (000), (000), (2000),, 4 | ; u . 
(40)., | 25 (1111)s; 
(41)4, | 24+24 (1110),. 
(42),. | 21+21 (1100)s. 
(43),, | 16+-16 (1000), 
(44), | 9+9 (0000), 

















Man beachte die von der Definition der N-Komplemente herriihrende Ge- 
setzmaBigkeit : In jeder zweiten Spalte wird das Gewicht der Darstellung von 


n 5 ™ 
vorne durch 5 = 9 erganzt. 


Fiir festes N empfiehlt sich eine andere Anordnung, z. B. fir N = 4 in 


Tab. 3. 
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Hier ist wiederum die GesetzmaBigkeit, dab in jeder zweiten Spalte das 

:, N ; , 
Gewicht von vorne durch , 2 erginzt wird, zu beachten. Der Umstand, 
daB fiir jede neue Dimension immer nur wenige Vielfachheiten neu zu berech- 
nen sind, erhéht die praktische Brauchbarkeit. Wir greifen noch den Fall 
19(/\)* heraus. Hier fallt "0(A)* mit O(A)” zusammen. Ganz allgemein sind 
je zwei Darstellungen in "O(A\)" zueinander komplementir, die Gradzahl der 
einen gibt die Vielfachheit der anderen; speziell fiir n = N gerade ist zu zwei 
assoziierten eine selbstassoziierte Darstellung komplementir und umgekehrt. 


3.5 Beweis des Struktursatzes. 

a) Zum Beweis benétigen wir den Verschmelzungssatz fiir die Clifford- 
darstellung der orthogonalen Gruppe, der angibt, welche Darstellungen bei 
der Verschmelzung "O(m) x "O(A) auftreten, sowie den Verzweigungssatz fiir 
die orthogonale Gruppe, der angibt, welche Darstellungen der “~'O aus einer 
Darstellung *O(m) bei Dimensionserniedrigung (bei Beschrinkung auf die 
Untergruppe) entstehen. 

Ein Verschmelzungssatz fiir die orthogonale Gruppe in sehr allgemeiner 
Form wurde von Wereyut"™) angegeben. Fiir die Verschmelzung mit einer 
Clifforddarstellung erhalt man daraus!*) einen Verschmelzungssatz fiir die 
Clifforddarstellung. 

Verschmelzungssatz fiir die Clifforddarstellung : 


. , l 
"Q)(m,m,...m,) x"O(A) = 2 "O|m, = Mat a, ->-M, =I, 


wo alle Vorzeichenkombinationen zulassig sind, die keine gegen die Bedingung 
einer nicht-aufsteigenden Reihenfolge verstoBenden Gewichtskomponenten 
ergeben. Jede solche Darstellung oder ihre assoziierte tritt genau einmal auf, 
auBer im Fall n = 2» fiir halbzahlige (also formal-selbstassoziierte) Ausgangs- 
darstellungen, wo mit jeder Darstellung, die nicht selbstassoziiert ist, auch 
ihre assoziierte vorkommt. 

In der zuletzt zitierten Arbeit findet sich auch der 


Verzweigungssatz fiir die orthogonale Gruppe: 


= *-!10 (mi, ms... m’ fir N=2y7+123 
‘Ol 1 Mz ’ 
m,M,...™ ae a: ; 
iin , 1S ¥-10 (mj m3... mi_; ) fir N=2y2>4, 


wo die Gewichtskomponenten mj den Bedingungen 


m - m m 
x 


y= M44 y=1...9-1 
sowie 
m, =m’, =0 falls N=2y+1 
genugen. 

Jede solche Darstellung tritt genau einmal auf, auBer im Fall N = 2 » 
fiir selbstassoziierte (auch formal-selbstassoziierte) Ausgangsdarstellungen, wo 
mit jeder den Bedingungen geniigenden Darstellung auch ihre assoziierte auftritt. 

14) Classical Groups, p. 231. 

45) F, L. Baver: Sitzgsber. math.-naturwiss. Kl]. Bayer. Akad. Wiss. 1952, 111. 
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b) Wir sehen zunichst von den mit dem Spiegelungsverhalten zusammen- 
hangenden Bemerkungen ab. Nach der Induktionsannahme des Struktur- 
satzes hat man dann folgenden Sachverhalt : 


Die Ausdehnung MA) enthalt nur solche Darstellungen "O(m’), fiir die 
N-1 


m, > 9 





. Die in Frage stehende Darstellung "O(m) entsteht bei der Ver- 


schmelzung HA) 


x"O(A) gerade aus denjenigen Darstellungen "O(m’) 

. : ne N-1. . — 
€"O(A)Xo , fiir die m,= mj + 3 und nun noch m,; Ss 3 ist, sowie natiirlich 
die Bedingung der nicht-aufsteigenden Reihenfolge gilt. 

Diese Bedingungen sind aber gewissermaBen ,,komplementir“ zu den- 
jenigen des Verzweigungssatzes. Wir werden zeigen: Wenn gewisse *~'O(m’) 
die Bedingungen des Verzweigungssatzes erfiillen, so geniigen die Komple- 
mente 0*~ T(m’)r ="0(m') den obigen Bedingungen. 

Eine Darstellung “O(m) ="0(m)}" zerfalle also in gewisse *~'0(m’). Das 
Komplement * “TO(m’)|" ="0(m’) ist dann nach Definition 














N-1 N-—-1l N—1 N-3 N-3 N-—3 
"O © b © 9 eeeg € > © > © 9° 2 % © > 
2 2 2 2 2 2 
n it pees pa 
2 ~™ m — M2 
N-—5 N—5 N-—-5 N—71 
2 b | 2 > + J 2 , 2 see epee * ) 
m3 — ms 
. 20-1 B-8 i 
Offenbar hangt die Lage der ersten ,,Stufe“ —, — , 3 hur von mj; ab, des- 


; , i BuG Hug a P = 
gleichen die Lage der zweiten, —;—, > hur von m3, usw. Variiert nun m; 


unter den Bedingungen des Verzweigungssatzes, m;=> m;= m,,,, so heiBt das, 
daB die g-te Stufe zwischen der o-ten und der (9 + 1)-ten Stufe von 
"O(m) = %O(m)|" 

N WN NN N N N N N N 





"OF gr geg lg —leewg — Ly 25-2 vg Bg 3). 
n _ _ om ame _ 
3 —~ ™% m,— Ms, Ms, — Ms 


variiert. Eine Verschiebung der o-ten Stufe iiber irgendeine Gewichtskompo- 


: , : : N 1 F 
nente hinweg bedeutet aber, daB diese die Werte > — 0 +> annimmt. Man 


sieht unmittelbar, daB "O(m’) damit gerade den obigen Bedingungen geniigt, 
die diejenigen Darstellungen kennzeichnen, die zu "O(m) beitragen, und zwar 
trifft diese Korrespondenz zwischen Verzweigung und Undorverschmelzung 
auch gerade im Hinblick auf die verfeinernden Bemerkungen iiber das Spie- 
gelungsverhalten zu. Fir ungerades n = 2 v + 1 ist lediglich noch zu bemerken, 


Zur Theorie der Spingruppen. 239 


daB hier der Verschmelzung einer halbzahligen Darstellung mit "O(A) das 
paarweise Auftreten entsprechender Darstellungen bei der Verzweigung ent- 
spricht. Wiahrend sich fiir n = 2 y die Vielfachheiten des Auftretens durch 
die Summe der Grade der verzweigten Darstellungen ergeben, ist also fiir 
ungerades n = 2 y+ 1 jeweils fiir N = 2,4, 6,...der Darstellungsgrad von 
O(m) durch 2 zu dividieren, insgesamt also durch den Grad von *O(A). Man 
erhalt also hier die Vielfachheiten gleich dem reduzierten Grad, w.z.b.w. 

c) Es fehlt noch der Beweis, daB der Struktursatz fiir N = 2 richtig ist. 
Da der Verzweigungssatz bis zur Verzweigung *O +?0 gilt, wiirde es an sich 
geniigen, den Struktursatz etwa fiir n = 3, N = 2 nachzuweisen. Jedoch 
folgt aus dem Verschmelzungssatz fiir beliebiges n und N = 2 sofort**): 


"O (0) +e (1) + (1%) +e (1%) +-+-+ {2} (1) fir n= 2941 
ae K (0) + (1) + (4) +-+++ CM) 


+(I’) far n =2 
+e(0)+e(1)+e(12) +--+ +e(1"") + (1”) fiir n v 


Im ersteren Fall sind die zugehérigen 2-Komplemente der Reihe nach 


° n n - 3 a 1 
0 (5). 0 (5 - 1),...,20(3), *0(3): 


sie sind simtlich vom Grad 2 und vom reduzierten Grad 1. Im letzteren Fall 
sind die zugehérigen 2-Komplemente der Reihe nach 


20 ( =). .. 20 (1), 20 (0); 


sie sind vom Grad 2 bis auf die letzte, die vom Grad 1 ist, w.z.b.w. 

d) Durch die Aufdeckung der Komplementaritit zwischen Undorver- 
schmelzung und Verzweigung bei der Spingruppe ist ein fiir praktische An- 
wendungen wichtiger Schritt getan, der mit dem Struktursatz zur Aufzihlung 
aller in einem allgemeinen Undor enthaltenen irreduziblen Bestandteile unter 
expliziter Angabe der Vielfachheit ihres Auftretens fiihrt. Es brauchte dazu 
nicht auf die ausreduzierende Algebra selbst zuriickgegriffen zu werden. 
Diese soll vielmehr im nachsten Abschnitt untersucht werden. 


§ 4. Die ausreduzierende Algebra mehrstufiger Undoren. 


4.1. Die ausreduzierende Algebra als Kommutatoralgebra der Ausdehnung. 

Zur Untersuchung der ausreduzierenden Algebra der mehrstufigen Un- 
doren kniipfen wir (zunachst) direkt am Struktursatz an. Damit wird sich 
auch der Schliissel zum funktionellen Verstindnis dieses bisher formal erschei- 
nenden Ergebnisses finden. 

Nach der Auffassung von WryL und BRrAvER!”) ist die ausreduzierende 
Algebra einer vollreduziblen Darstellung, speziell einer Verschmelzung oder 





16) Fiir die Zuordnung der Paritaten vgl. R. Braver und H. Weyi: Amer. J. of 
Math. 57, 425 (1935). 


17) Classical Groups, p. 137. 
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Ausdehnung, nichts anderes als die Kommutatoralgebra dieser Darstellung. 
Dies beruht auf einem fundamentalen Satz der Algebrentheorie, der eine un- 
mittelbare Folge des Scuurschen Lemmas ist und den wir in folgender Fassung 
zugrunde legen"). 

Sei Q eine Menge von Elementen (in concreto Matrizen), die, falls sie 
nicht eine Halbgruppe ist, durch Bildung aller endlichen (Matrix-)Produkte 
zu einer solchen gemacht werde. Die lineare Hiille dieser Halbgruppe werde 
als einhiillende Algebra Q von Q bezeichnet. Die Menge aller Matrizen DB ¢ P, 
die mit jedem Element Q ¢ Q vertauschbar sind, ist gegen Hiillenbildung 
abgeschlossen, also eine Algebra, und wird als Kommutatoralgebra P = P 
von Q bezeichnet. 


Satz von BRAUER und WEYL: 

Die Kommutatoralgebra B= B einer Menge A vollreduzibler Matrizen 
ist selbst vollreduzibel. [Ihre Kommutatoralgebra ist ihrerseits (vollreduzibel 
und) die einhiillende Algebra A von A. 

Die gegenseitigen Kommutatoralgebren zerfallen als vollreduzible Al- 
gebren in volle Matrixringe iiber Schiefkérpern. Zerfallt dabei ein erzeugendes 
System von A in r iniquivalente Darstellungen, wobei die Darstellung D,, 
vom Grad s, iiber einem Schiefkérper D,, gerade t,,-mal auftritt, 


(2) fet ee SO 
“ i 


u 1 
so zerfallt ein erzeugendes System von B gleichzeitig ebenfalls in r inaqui- 
valente Darstellungen, wobei die Darstellung Di, vom Grad t, iiber dem 
Schiefkérper 9‘, gerade s,-mal vorkommt, 

. 
(3) B~ X¥ + (D;) 


u 1 


;. 


t 
u“ u 


(x bedeute Kroneckerprodukt, 1, die «-reihige Einheitsmatrix, 9’ ist der 
zu D inverse Schiefkérper). 

Bekanntlich sind alle Darstellungen der "SL, "O (und "Sp) vollreduzibel 
iiber dem algebraisch-abgeschlossenen Kérper der komplexen Zahlen. Die 
Voraussetzungen fiir den Satz von BRAUER und Weyt sind also in den Fallen 
A ="SL(1)%, "O(1)* und auch "O(A)* erfillt; als Schiefkérper D,, haben wir 
in den betrachteten Fallen stets einen K6rper. 

In der Tat ist der Gruppenring Sy der Symmetriegruppe @y isomorph 
zur Kommutatoralgebra der "SZ(1)* : die Ausdehnung ist eine ,,bisymmetri- 
sche‘ Operation (WEYL), d.h. eine gegen Permutation der N Faktoren des 
Verschmelzungsproduktes invariante. 

Die Kommutatoralgebra jeder Ausdehnung enthilt deshalb den Gruppen- 
ring der Permutationsgruppe als Unteralgebra. Man darf aber nicht erwarten, 
daB alle derartigen Kommutatoralgebren selbst Gruppenringe sind. Dies 
trifft z. B. schon nicht zu bei der Ausdehnung "O0(1)*, die Braver") unter- 


18) Classical Groups, p. 95. 
#%) R. Braver: Ann. of Math. 38, 857 (1937). 
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sucht hat. Der Grund ist leicht einzusehen: die ausreduzierenden Operationen 
umfassen hier die Spurbildung, die keine Inverse hat. 

Es ist ferner nicht der Fall in dem uns beriihrenden Fall der Ausdehnung 
")(A\)*, wie sich sogleich zeigen wird. In Anbetracht des Struktursatzes 
liefert der Satz von Braver und Wevyt fiir den einfachsten Fall n = 2,7, 
N gerade, wenn man Zusatz 2a beachtet, ganz unmittelbar 

Satz II: Die Kommutatoralgebra von *0(A)* ist isomorph zur einhiillen- 
den Algebra von *O*+(A)?”; ebenso verhilt sich die Kommutatoralgebra von 
2")*(A)* zur einhiillenden Algebra von *O(A)*’. Die gegenseitige Zuordnung 
der irreduziblen Bestandteile wird geliefert durch die Komplementaritat. 

Fiir die iibrigen Fille ist der entsprechende Sachverhalt wohl geniigend 
erhellt, aber wegen des Auftretens der reduzierten Grade nicht so einfach 
auszusprechen. Wir werden auf eine knappere Formulierung in § 7 zuriick- 
kommen. 


4.2. Der Rang der ausreduzierenden Algebra. 

Die Kommutatoralgebra B einer Darstellung A einer Gruppe hat eine 
unmittelbare invariantentheoretische Bedeutung. Fiir jedes 21 € A und irgend- 
ein festes G ¢ B ist A-"BA =B. Eine lineare Basis von B liefert somit simt- 
liche linear unabhangigen Invarianten, die mit einer N-fachen Ausdehnung 
vorkommen, in der Form 


(4) J(B) = (¥, X Ly X-** Ly) B (uy X Uy X- ++ Uy), 


wo x, ein Zeilen-, u; ein Spaltenvektor ist, der sich nach der Grunddarstellung 
der Ausdehnung transformiert. Umgekehrt ist jede solche Invariante mit 
Hilfe dieser Basis von B darzustellen. Es gibt also genau so viele Invarianten 
dieser Art, wie der Rang der Kommutatoralgebra B betrigt. 

Wiederum ist das Ergebnis fiir die "SZ(1)* geliufig. Man hat dort gerade 
N! Invarianten, namlich 


J,= (ty u;,) (X_%;,) (fy Ui)» wo 
EP Biceun He 
an(tho-*) 

i ficenwe CF 
eine Permutation der N Teilraume der Ausdehnung ist. Man findet damit 
auch explizit eine Basisdarstellung fiir die Kommutatoralgebra: die Matrix 
%_¢ Bist nach (4) bestimmt durch 

J (S,) = J,. 


Im Braverschen Fall der Ausdehnung ”O(1)* tragen zur Invarian- 
tenbildung auch die Skalarprodukte zwischen je zwei Zeilenvektoren oder 
je zwei Spaltenvektoren, die Spurbildungen, bei. Die Abziahlung ergibt 
(2N —1)(2N —3) (2N—5)---5-3-1 Méglichkeiten, demgemaB ist der 
tang R,(N) der BraveRschen Kommutatoralgebra Q y 


(5) R,(N) = (2N —1)(2N—3)---5°3°1. 


Math. Ann. 128. 17 
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Einen ahnlichen Sachverhalt hat man nun auch bei der Ausdehnung "0(A\)°, 
auch hier braucht bei der Invariantenbildung zwischen Zeilen- und Spalten- 
vektoren nicht unterschieden zu werden. 

Bekanntlich gibt es in einer Cliffordalgebra C stets eine feste Matrix C, 

die eine ganze erzeugende Cliffordbasis {J",} € C,i = 1,...,2voderl,...,2»+4+ 1, 
elementweise in die positiven oder negativen Transponierten transformiert *°) 
(6) (—1y/r?-¢€rc. 
Dann ist (r,, J", u,) proportional (uf € [’,€+ x”), also transformiert sich neben 
r, auch u’€ kontragredient zu den u,. Die Bestimmung der Kommutator- 
algebra lauft also auf die Frage hinaus, welche Invarianten man aus den 
2 N Undoren 4,, f2,..., ty, u? €, ud €,..., ut € bilden kann. 

Zunichst laBt sich die Anzahl linear unabhangiger unter diesen Invarianten 
nach dem Struktursatz sofort angeben. Sie und damit der Rang R,(N, n) 
, zur Ausdehnung "0(A)* 
fachheit des Auftretens des Skalars in der Ausdehnung "0(A)*), also gleich 


der Kommutatoralgebra Oy , ist gieich der Viel- 


. . 9 in n n*\. 
dem Grad bzw. dem reduzierten Grad der Darstellung ?740* ||, >. ....> |™) 
Dieser ist 2*) 

P(N-14+4,N-2+ 5 l+ 5.5) 
(7) . . eS. fiir n = 2 y und 
P(N 1,N-—2 1,0) 
P(N-1+>,N-2+— l+5. 5] 
~ _ — Pes 9». 
(8) of pe ; ; 3 j fiirn = 2% l, 
Pog t-% 2° 2) 


da der Grad von 240*( ) gerade 


] 3 3 l . . . 
PiN-—~>,N ep ese aes 9) / PS —1,N —2,...,1,0) ist. 
Dabei ist P (x, 2, ..., y) = [1 (x;— x_) (x, + 2)- 


<k 
Wird der Zahler in (7) mit Py » bezeichnet, so ergibt sich z. B. durch 
tekursion nach Py_, 2 
Satz III. Der Rang der ausreduzierenden Algebra Oy ,, des allgemeinen 
Undors N-ter Stufe ist 


y! S(N) _ 9 
|p * Bay deleie 
(9) R, (N, n) , an 1(N 
| a —— fir n = 2v+1 
(N+2y—1)! * S(1) x 


2°) In der speziellen Reprasentation von WEYL: Classical Groups p. 271, ergibt sich 
€ = Y,Q,...Q,. Wir weichen von der iiblichen Definition, Classical Groups p. 272 unten, 
geringfiigig ab, um die Basismatrix /’,,, , einheitlich mit einbeziehen zu k6énnen. 
=) iad mah stimmt iiberein mit N[*O(m)] 
N[*O*(ZA*)] ° NE"O(A)] 
Grad von "O* (m*) bezeichnen. 


22) H. Weyc: Math. Z. 24, 349 (1925). 


und kann also auch den reduzierten 
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wo 
: (2a+ 2yv—2)! (2a +2y—4) !,...,(2a+2)! (2a)! 
S 
(10) (a) (a + 2y—2)! (a+ 2y—3)!,....(a+ 1)! a! 
Fiir n = 2, 3, 4 ergibt sich 
= 1 /2N 
(11) Ry (N, 2) (wy) 
¥ 2N 2N 
(12) Re (N,3)=(y ) a ) 
. . ] 2N 2N 2N +1 2N +1) 
(13) Re (N, 4) »((y) (y 1))(( y ) Cy I )). 
Fiir den Rang der ausreduzierenden Algebra der Ausdehnung "0+ (A), 
n = 2y hat man offensichtlich den Grad der Darstellung ” ‘o( - ’ oo han : ). 


also das Doppelte der angegebenen Anzahl. 


In Tab. 4 sind die Werte von R,(N, n) fiir die einfachsten Fille zusammen- 
gestellt. 


Tabelle 4. Rang der ausreduzierenden Algebra der Ausdehnung "0(A)% . 








| n=-2 ne-3 ” 4 ” 5 ne=6 n 7 n ] 
| 
N a l l l l l ] l 
N=2 | 3 2 5 3 7 4 9 
N=3 | 10 5 35 14 84 30 165 
N 4 | 35 14 294 84 1386 330 4719 
N 5 126 42 2772 
N 


6 | 462 132 28314 


4.3. Invariantentheoretische Kennzeichnung der ausreduzierenden Algebra. 


Wir kommen nun zur Angabe der Elemente der Algebra Oy ,, selbst mit 
Hilfe der Invarianten, die sich aus 2 Undoren bilden lassen. 


Wir miissen zunachst an die fundamentale Eigenschaft der Cliffordalgebra 
erinnern, daB sich jede orthogonale Substitution der erzeugenden Clifford- 
basis J’, als Transformation mit der Clifford-Darstellung S(o) € "O(A\) schreiben 
laBt 


(14) S(o) I’, S(o)1 = ¥ on. I 
h 


ke 


Ist x ein Zeilen-, u ein Spaltenundor, so transformiert sich also (x J";u) wie 
ein Vektor. Dariiber hinaus ist wegen der Schiefkommutativitaét der Basis- 
elemente J’, 


fas. stim) {Ly 1ecicla® (R Indizes) 


ein total schiefsymmetrischer (,,Clifford“-)Tensor der Stufe R. In der Tat 
gibt (1) das entsprechende Transformationsverhalten der irreduziblen Be- 
standteile der Ausdehnung *O(A)? an. Fiir n = 2y+ 1 beachte man gegen- 
iiber » = 2y das Ausfallen der Hialfte aller Darstellungen. 


17* 
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Wir bezeichnen 1, /";, [,,... kurz mit I»). Wird ferner noch u? G, 
ar €,..« ur mit fy.1, tv.g,---» toy bezeichnet, so hat man offenbar die 
Méglichkeit, aus den 2N Undoren rf, all diejenigen Invarianten zu bilden, 
die sich durch vollstaéndige Kontraktion mittels Spurbildungen aus den N, 
jeweils ein Paar von Undoren betreffenden FlichengréBen 


(15) (Fi, Tip, ri), (Fi, Ip) € : ri), ++ 9 (Figy_y Tip, Ty 


(i, ...tgy=1...2N) ergeben. Dabei umfaBt (Ff) fiir n = 2» simtliche, fiir 
n=2y+1 nur alle geradstufigen FlichengréBen. Jede dieser Bildungen 
entspricht einer Bildung (4) mit einer gewissen Matrix %, alle derartigen G 
geben eine Basis fiir die Algebra Oy ,, natiirlich nicht notwendig eine mini- 
male, da noch lineare Abhangigkeiten bestehen kénnen (und im allgemeinen 
auch bestehen, wie Beispiele in 4.5 zeigen werden), aber doch eine vollstandige: 
Die Bildungen (15) umfassen sicher simtliche Invarianten, die sich aus 
einer Anzahl N irgendwelcher FlichengréBen bilden lassen und die sich damit 
in der Ausdehnung *0([—])¥ %) als Skalare anzeigen. Die Ausdehnung *0({_]) 
ist aber identisch mit *0(A)* und hat also mit dieser speziell die Darstellungen 
"O(0) gemeinsam. 

Damit ist die ausreduzierende Algebra des Undors N-ter Stufe vollstandig 
gekennzeichnet. 


4.4. Einige erginzende Bemerkungen. 

Es mag gegeniiber dem Gruppenring Sy und der Braverschen Algebra Qy 
auffallen, daB der Rang der Algebra Oy , — was auBerlich durch den zweiten 
Index ausgedriickt ist — von n abhangt. Das erklart sich darin, daB es sich 
um die konkrete * atrixalgebra handelt. Demgegeniiber sind der Gruppenring 
Sy und die Algebra {2y die abstrakten Gebilde der betreffenden, als Matrix- 
algebren gegebenen konkreten Kommutatoralgebren. Fiir den Fall n< N 
gelten tatsichlich lineare Abhangigkeiten unter den Invarianten, die kon- 
kreten Matrixalgebren Sy , und Qy , — der zweite Index ist nun gerecht- 
fertigt — sind also fiir n < N verkiirzte Darstellungen ihrer abstrakten Gebilde 
und von diesen insofern verschieden, insbesondere sind sie von geringerem 
Rang. 

Offensichtlich geht jedoch der Rang der Algebra @, ,, fiir wachsendes n 
iiber alle Grenzen, es gibt also keine abstrakte, von m unabhingige Algebra 
endlichen Ranges, die die konkreten Oy , einhiillt. Jedoch gibt es eine 
solche, als Oy zu bezeichnende, mit abzahlbarer Basis. Wir erinnern an Tab. 3, 
wo bei festgehaltener Stufe N der Ausdehnung fiir gerades und ungerades n 
abwechselnd immer neue Darstellungen der %O bei der Abzahlung der Viel- 
fachheiten auftreten. Man sieht unmittelbar, da8 mit unbeschrinkt wach- 
sendem n simtliche der abzihlbar vielen Darstellungen der *%O ins Spiel 
kommen. Wir kénnen also konstatieren : 


Satz IV: Die abstrakte Algebra 0, der Ausreduktion eines Undors N-ter 
Stufe ist die einer direkten Summe der vollen Matrixalgebren aller iniqui- 


23) 20() - "O(A)2 sei die zusammengesetzte Darstellung (1). 


Zur Theorie der Spingruppen. 245 


valenten (abzahlbar vielen) Darstellungen der *O- oder, wie man auch kurz 
sagen kénnte, die abstrakte Algebra der Gruppe “O. Die konkreten Algebren 
Oy, enthalten genau nur jenen Teil der treuen Darstellung der abstrakten 


Algebra @y, der durch Gruppendarstellungen *O(m,) mit m, < -> bezeichnet 


wird (ganzzahlige oder halbzahlige, je nachdem n gerade oder ungerade ist). 

Unser ganzes Vorgehen betraf ja nun offensichtlich die konkrete Algebra, 
da wir sie aus dem Struktursatz heraus durch die Menge linear unabhdngiger 
Invarianten charakterisiert haben. Der abgezihlte Rang der Algebra ist also 
gleich der Quadratsumme der Darstellungsgrade aller tatsaéchlich in der kon- 
kreten Kommutatoralgebra enthaltenen irreduziblen Bestandteile. Damit er- 
gibt sich fiir praktische Zwecke eine Probe fiir die Quadratsumme der Viel- 
fachheiten des Auftretens iniquivalenter Darstellungen in der Ausdehnung 
™(A)*. 

4.5. Beispiele. 

a) Wir greifen die Falle » = 3 und n = 5 noch heraus, da hier die Iso- 

morphien 


30 ~ *Spin=?SL und 50 = 4Spin =4Sp 


bestehen*4). Da die Darstellung *O(A\) bei der ersteren der Isomorphien in 

2SL(1) iibergeht, kann man also die Ausdehnung 30(A)* unmittelbar ver- 

gleichen mit der Tensorbildung 2SZ(1)*. Die Vielfachheit des Auftretens der 

Darstellung 2SL(N — «, «) wird durch den Grad der Darstellung der Sym- 

metriegruppe Gy gegeben, die zur (héchstens zweigliedrigen) Partition 

—a-+a) von N gehért. Aus einer bekannten Formel *) ergibt sich dafiir 
N 


(N 
\. |} —~|—1)> (den gleichen Wert erhalt man natiirlich fiir den reduzierten 


3\,/1\|X . : ws : ‘ 
Grad von *O (( > ° . ir " )). Die Quadratsumme dieser Vielfachheiten ist 


ro = —~ . man vergleiche mit (12). Diese Anzahl ist der Rang der 
konkreten Algebra Sy ,, die durch das Ausfallen aller Darstellungen zu mehr 
als zweigliedrigen Partitionen gekennzeichnet ist. Er ist fiir N > 3 in der 
Tat geringer als der Rang N! der abstrakten Symmetriegruppe Gy. Wir 
haben also: 

Satz V: Der Rang der konkreten ausreduzierenden Algebra Sy » der Aus- 
dehnung 2SL(1)* ist gleich dem Grad der Darstellung @, y(N,N), die zur 
Partition (NV + N) der Symmetriegruppe von 2N Elementen gehort. 

b) Des weiteren geht bei der zweiten der oben angegebenen Isomorphien 
5O(A) in 48p(1) iiber. Die Vielfachheiten in der Ausdehnung 50(A)* stimmen 
also iiberein mit denen in der Ausdehnung 4Sp(1)+. Wiederum ist der Rang 
R.(N,5) = R,(N,4) der konkreten ausreduzierenden Algebra fiir N = 3 
geringer als der Rang R,(N) der abstrakten Algebra), entsprechend dem 

*4) Fiir Einzelheiten vgl. F. L. Baver, a. a. O. 

*5) G. Fropentius: Sitzgsber. Berl. Akad. 1900, 516. 


6) Ry (N) ist auch der Rang der ausreduzierenden Algebra eines symplektisch 
eingeschrankten Tensors (vgl. BRAUER l. c.). 
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Umstand, da8 symplektische Tensoren leer sind, wenn die zugehérige Partition 
mehr als v-gliedrig, d. h. hier mehr als 2-gliedrig ist. 

c) Braver hat (I. c.) fiir die Algebra 2, (und ihre Unteralgebra Sy) eine 
Graphendarstellung angegeben. Wir wollen eine solche auch fiir die konkrete 
Algebra Sy 9 bzw. Oy, formulieren. Samtliche Invarianten der binaren 
linearen Gruppe lassen sich durch Verjiingung (r,u,) und durch Determinanten 
(r,%,) darstellen, offensichtlich hat man also alle linear unabhangigen In- 
varianten (15) bereits mit dem Ansatz 
(17) (x;, €-* sf) - (x; €-* x27)... (44,5 _, €7 27,,) 
erfaBt. Nach Rumer’) gilt aber die Identitat 


(18) (x, €-! xP) (rg€—* xf) + (x, €-! vf) (x, €-! rf’) 
(xr, €-' xf) (x, €-' rf) =0, 


und man kommt also zu folgender Anwendung des von RuMER in etwas an- 
derem Zusammenhang angegebenen Graphensystems: 

Ordnet man den 2N Vektoren ft, fy.1%e%y.o---2¥y%ey in dieser Reihen- 
fulge 2. N Punkte auf demUmfang eines Kreises zu und jeder Bildung (x, €-' r”) 
in (17) eine Verbindung der zwei entsprechenden Punkte, so ist jede Invariante 
durch einen Graph gekennzeichnet. Diejenigen Graphen, in denen sich keine 
zwei Verbindungen kreuzen, geben eine Minimalbasis der konkreten Algebra 
Sy» baw. Oy , an. Denn je zwei kreuzende Verbindungen lassen sich nach 
Rumer mit Hilfe der Identitaét (17) auf eine Linearkombination zweier kreu- 
zungsfreier umformen. 

Bei der gewihlten Anordnung auf dem Kreis tritt die Eigenschaft der 
@,. ,,in der abstrakten Sy enthalten zu sein, offen zu Tage. Die kreuzungsfreien 
Graphen enthalten nur Verbindungen, die Paarungen zueinander kontra- 
yredienter Vektoren entsprechen und das Graphensystem ist damit in der 


o , ‘ 26. F 
Graphendarstellung der@y enthalten, wo jede Permutation lee y ) durch 
; 58g .00 ty 
die N Verbindungen zwischen 1 und N + %;, 2 und N +i3,..., N und N+ ty 


dargestellt wird. 


Wir behandeln damit das Beispiel N = 2. Eine Basis bilden 


J, = (0%) (ToUe) = Ty X Fe U,XU,g, Graph: 


1 aX ‘ 


J = (I, Ug) (Tg Uy) = 2, * Le ; , “| u,xuU,g. Graph: 


#7) G. Rumer: Nachr. Akad. Wiss. Gottingen 1932, 337. 
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Die weitere Invariante 


} QJ =7 

J eos og ad ve 

(r,€-* x, ) (uy © wg) = Xx Fy "1. | 4 tg Graph: 
2-40 D2 

J,—ds 

ist offensichtlich eine Linearkombination, desgleichen die Invariante 
1 . 
\ ; ’ 1 2 
S(t, D; ) (tg LD’; ty) = 1X Fe 9-1 . | ms 
Sw 
9 
2J.—Jd,. 


$ 5. Der Rang der einhiillenden Matrixalgebra des Undors N-ter Stufe. 

Nach dem Struktursatz in der Fassung Ia geben die Darstellungsgrade 
(fiir » = 2) bzw. die reduzierten Darstellungsgrade (fiir n = 2y + 1) der in 
der Ausdehnung *0O(A)" enthaltenen iniquivalenten irreduziblen Bestand- 
teile ‘O(m) die Vielfachheit des Auftretens der Darstellung "O(m) in der 
Ausdehnung "0(A)* an. Fiir n = 2y ist der Rang der einhiillenden Algebra 
der Ausdehnung *O*(A)" unmittelbar gleich dem Rang der Algebra Oy, ,,, 


’ a n n n+ ei . . = y 
also gleich 2*O* {5,5 ..-6 9 . Fiirn = 2v+ 1sind noch die Fille N gerade 
und N ungerade zu unterscheiden. Im letzteren Fall entsteht der reduzierte 


v—1 
se , {- } ; 

Grad von “O+(m)**) durch Division mit 2‘ 2 /=N [*O*(A*)], der Rang der 

einhiillenden Algebra von *O*(A\)* ist also der mit 2~' multiplizierte Rang 

der Algebra Oy ,. 2%~ ‘ist aber der Darstellungsgrad von 2“0*(\*), der Rang 


. ‘ : oN n mn n + 
ist also auch hier gleich dem Darstellungsgrad von 240 ( gr greg ). Das 


N-2 
gleiche gilt fiir den ersteren Fall, hier ist der reduzierte Grad der durch 2! =) 
dividierte Grad von *O*(m*) oder ‘O+(m-); da hier stets beide Halften der 
formal-selbstassoziierten Darstellung auftreten, ist der Rang von Oy , mit 
2-2\4~2) d.h. ebenfalls mit 2*~' zu multiplizieren. 

Uberdies ist bei Betrachtung der Ausdehnung *%0(A)", also (was nur fiir ge- 
rades N etwas andert) beim Fortfall der Beschrankung auf die Drehungsgruppe, 
unmittelbar einzusehen, daB der Rang hier doppelt so groB, also gleich dem 


‘ ee oN n n n ‘ 
Grad der vollen selbstassoziierten Darstellung ~* o| See a 


Vertauscht man nun N mit n, so hat man das komplementire Gegenstiick 
zu Satz IIT. 


Satz VI: Der Rang der einhiillenden Matrixalgebra aller in einer N-fachen 
Ausdehnung "0'(A)* enthaltenen Darstellungen der "0+ ist gleich dem Grad 


N N + : ya ‘ 
von *"0 - > ). Fiir n = 2» ist der Rang von "O(A)* gleich dem 


" j N 
Grad von 2"0( , = ). 


= 


> be 


= 
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In der folgenden Tab. 5, die sich nach dem vorstehenden unmittelbar aus 
Tab. 4 ergibt, sind einige Werte zusammengestellt. Fiir gerades n = 2» sind 
die angegebenen Zahlen zu verdoppeln, wenn die Beschrinkung auf die 
Drehungsgruppe fortfallt. 

Speziell der Rang der einhiillenden Algebra der Darstellung "0*(A) selbst 
ist gleich dem Grad von *"0*(A*), namlich (2”-1)?+ (2”-1)?= 2"—1 fiir n = 2» 
(2”)?= 2"-! fiir n = 2y+ 1. 


’ 


Tabelle 5. Rang der einhiillenden Algebra der Ausdehnung "0(A)% . 











n=2 n=3 n=4 n=5 n=6 
N l 2 4 8 16 32 
NV 2 3 10 35 126 462 
N 3 4 20 112 672 4224 
N 4 5 35 294 2772 28314 
N 5 6 56 672 
N 6 7 84 1386 
N=7 8 120 2640 
N 8 9 165 4719 


§ 6. Kovarianten der Spingruppe. 
6.1. Tensorielle Substrate. 

Wahrend sich Art und Vielfachheit der irreduziblen Bestandteile eines 
N-stufigen Undors bereits aus dem Struktursatz I ergeben, liegen die aus- 
reduzierenden Operationen tiefer. Man erhalt sie dadurch, daB man die Idem- 
potenten der Algebra Oy , auf die Ausdehnung "0(A)* anwendet, so wie es 
mit den symmetrisierenden Operationen der linearen Gruppe iiblicherweise 
geschieht. Bekanntlich verbietet sich bereits dort die explizite Angabe dieser 
Operationen in allgemeinster Form wegen der Unhandlichkeit und Undurch- 
sichtigkeit der entstehenden Ausdriicke, die Ausreduktion kann aber in jedem 
konkreten Einzelfall mit den bekannten Methoden der Darstellungstheorie 
durchgefiihrt werden. 

Wir werden dementsprechend hier nur einige aufschluBreiche Spezialfalle 
etwas allgemeiner besprechen, zunichst den nach den Untersuchungen in 4.3 
nun fast trivialen Fall der Ausdehnung "0(A)=. Den irreduziblen Bestand- 
teilen in (1)entsprechen die Bildungen von FlachengréBen F,, _, = (ut € I pyug) 
aus den Basis-Spaltenundoren u,, u, mit Hilfe der Matrizen Iip)= I, ;- 
Diese Bildungen sind jedoch hier, der gegeniiber 4.3 verinderten Situation 
gemaB, so aufzufassen : die (” ) Komponenten der GréBen F;, |, von der 
Stufe x bilden in irgendeiner, etwa lexikographischer Anordnung einen Dar- 
scellungsmodul fiir die zugeh6rige irreduzible Darstellung. 

Diese Darstellungen verteilen sich auf die symmetrische und die antisymme- 
trische Linearkombination der Moduln u, und u,**), je nachdem ob die Matrizen 


*8) Das heiBt der Plethysmen “O( /\) @ {2} und "O( A) @ {11}. Der LrrrLewoopsche 
Ausdruck ,,Plethysmus* (D. E. LrrrLewoop, The Theory of Group Characters, 2¢ ed.. 
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I. peiner bestimmten FlachengréBe F (alle) symmetrisch oder antisymmetrisch 
sind. Auf die Bestandteile beider Linearkombinationen im einzelnen soll hier 
nicht eingegangen werden. Es mag nur noch zur Abrundung der Kennzeich- 
nung der Spingruppen angefiihrt werden, daB die skalare Darstellung "0(0) 
fir n=8y+2, 8yH+3, 894+ 4, 8y+5 in der antisymmetrischen, fiir 
n=8n+6, 8y+7, 8+ 8, 87+ 9 in der symmetrischen Linearkombi- 


nation liegt (7 = 0,1, 2,3,...). Das bedeutet, daB in den betrachteten 
Fillen die Spingruppe ?’Spin eine antisymmetrische bzw. symmetrische 
Bilinearform invariant laBt und damit Untergruppe der "Sp (v= 4 n+ 1, 
4+ 2) baw. der *0(v = 4+ 3, 4+ 4) ist®). Der Beweis ergibt sich 
leicht aus der Definition von €. 

Fiihrt man nunmebhr fiir gerades N = 2M die Ausdehnung "O(A)*™ auf 
die gleichbedeutende "O({_])23) zuriick, so sind die ausreduzierenden Trans- 
formationen von tensorieller Art und ohne grundsatzliche Schwierigkeiten. 
Auf diese Ausdehnung laBt sich aber auch der Fall, daB N ungerade ist, 
N=2M+1, zurickfihren, wenn man "O(A)?™“+!= *0(0))¥ x "O(A) be- 
trachtet. Mit der Kenntnis eines irreduziblen Bestandteils "O(m) von "O({_])“ 
handelt es sich dann darum, die ausreduzierende Transformation der Ver- 
schmelzung "O(m) x "O(A\) zu finden, wobei "O(m) eine ganzzahlige (tensorielle) 
Darstellung ist. Wir behandeln die ausreduzierenden Operationen dieser Ver- 
schmelzung im nachsten Abschnitt. 


6.2. Charakteristiken der halbzahligen Darstellungen. 


Wir sind in 3.2 die Erklarung schuldig geblieben, was es bedeutet, daB der 
Grad einer halbzahligen Darstellung "O(m,+ 5) stets durch 2”, den Grad 
der Darstellung "O(A), teilbar ist. Die bloBe Tatsache geht explizit bereits aus 
den Formeln hervor, die bei MURNAGHAN oder LirrLewoop anlaBlich der Berech- 
nung der Charakteristiken der halbzahligen Darstellungen als Zwischenresultate 


auftreten®°,3!), LirrLewoop zeigt, daB die Charakteristik einer halbzahligen 


‘ l " ‘_ —e . Dj 
Darstellung "O(a, + -5 ) als Faktor die Charakteristik 7 I] 2 cos-5- der 
. i=1 


Darstellung "O(A) enthilt: sie ist 


A +¥—s+ 
Cr x 2) 
(19a) 





. falls n = 2» 
OPP x 


Oxford 1950) bezeichnet eine Ausdehnungsoperation, gefolgt von einer ganz bestimmten 
Ausreduktion: Fiir eine Darstellung D; vom Grad & ist D; ® {A}, wo {A} eine Partition 
von N ist, definiert als diejenige zerfaillende Operation an der Ausdehnung D,., die aus 
der Ausdehnung *S ZL (1)‘ die irreduzible Darstellung ‘SZ (A) ausblendet: ‘SL (1) @ {A} 

“SL (A). Dz ® {A} ist im allgemeinen nicht irreduzibel. 

*) Fiir die niedrigsten Dimensionszahlen ist dieses Ergebnis gelaufig (vgl. das Bei- 
spiel °O = 4Sp in 4.3.) 

**) F.D. Murnacuan: The Theory of Group Representations, Baltimore 1938, 
Formel 10.23, 10.31. 

*) D, E. LrrrLewoop, a. a. O., p. 258 unten, p. 259 Mitte. 











Friepricu L. Baver: 


| s(t” *+1) 


| of —#+1) 
Ss 


(19b) a 4 falls n = 2v +1, 
wo CY) = 2 cos j ®,, SY) = 2 sinj ®, bedeutet. 

Es wurde jedoch anscheinend bisher nicht ausdriicklich darauf hingewiesen, 
daB auch der erste Faktor bekannt ist und gedeutet werden kann. 


Wir greifen zunichst den Fall n = 2v+ 1 heraus. Der Quotient in (19b) 
ist nichts anderes als die Charakteristik der Darstellung 2”Sp(A,) der symplek- 
tischen Gruppe. Dies verifiziert man unmittelbar an Hand der bekannten 
Formeln**), Man kann dieses Ergebnis auch folgendermaBen formulieren*): 


Satz VII: Die Charakteristik des fiihrenden Terms "O(m, + 4, m,+4,..., 
m, + +), der bei der Verschmelzung "O(m, mg, . . ., m,) x "O(A\) entsteht, ist die 
Charakteristik der Darstellung *-1Sp(m, mg, . . ., m,) der symplektischen Gruppe, 


multipliziert mit der Charakteristik der Darstellung "O(A). (Fiir n = 2» + 1.) 


6.3. Tensoren iiber der Clifford- Algebra. 


Der Darstellungsmodul der verschmolzenen und im allgemeinen zusammen- 
gesetzten Darstellung "O(m) x "O(A\) ist das direkte Produkt des Moduls der 
ganzzahligen, tensorartigen Darstellung "O(m) mit einem Linksideal der zur 
Darstellung "O(A) gehérigen Clifford-Algebra. Anders ausgedriickt, handelt 
es sich hier um einen Tensor mit Koeffizienten nicht mehr aus dem Grund- 
kérper, sondern aus dieser Cliffordalgebra. Wir bezeichnen ihn als einen 
Tensor iiber der Clifford-Algebra. Dabei weisen wir besonders darauf hin, 
daB sein gesamtes Transformationsverhalten sowohl von demjenigen seiner 
tensoriellen Indizes als auch von der Transformationseigenschaft der Clifford- 
basis abhangt, also von gemischt tensoriell-undorieller Art ist und daB beide 
Eigenschaften sich direkt (im mengentheoretischen Sinn) iiberlagern. Nun 
besagt aber die MURNAGHAN-LITTLEWOoDsche Form der Faktorisierung der 
Charakteristika das Uberraschende: auch die irreduziblen (ausreduzierten) Be- 
standteile der Verschmelzung "O(m) x "O(A\) zeigen ein Transformationsver- 
halten, das die Transformation einer Cliffordbasis als direkten Faktor enthilt. 
Der Vergleich des anderen Faktors mit der Charakteristik der symplektischen 
Gruppe zeigt, da8 die irreduziblen Bestandteile das Transformationsverhalten 
von symplektisch eingeschrinkten Tensoren iiber die Cliffordalgebra haben. 

Wie es dazu kommt, namlich zur Erniedrigung der Dimensionszahl von n 
auf n—1 und zur symplektischen Schiefspur-Einschrinkung anstelle der 
orthogonalen Spur-Einschrankung, ist nunmehr invariantentheoretisch leicht 
zu verstehen. Das Substrat von "O(m) sei der K-stufige Tensor M;, __;. 
Offenbar sind Verjiingungen irgendeines seiner Indizes mit der Clifford-Basis /’, 


zulaissig; das kovariante Gebilde (die Clifford-Linearform) M,, _.,..... 1, 
transformiert sich in sich und kann abgespalten werden, indem man es gleich Null 
setzt. Weiterhin sind auch Verjiingungen von irgend zwei, drei, .. . K Indizes 


32) H. WeyL: Math. Z. 24, 339 (1925). 
%3) Vorlaufige Mitteilung in C. r. Acad. Sci. (Paris) 285, 793 (1952). 
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mit dem 2-, 3-,..., K-stufigen schiefsymmetrischen Cliffordtensor™) I, ,. , 
Fitts | " zulissig. Man sieht unmittelbar, daB ihr Verschwinden 


bereits aus dem Verschwinden aller Clifford-Linearformen folgt. Der durch 
die Bedingung verschwindender Clifford-Linearformen reduzierte Tensor iiber 
der Clifford-Algebra ist irreduzibel und entspricht dem fiihrenden Term 
"O(m, + 4) als Substrat, wie wir sogleich zeigen werden. 


Das Verschwinden der Clifford-Linearformen erlaubt die Elimination aller 
Tensorkomponenten, in denen irgendein Index einen bestimmten festen 
Wert, etwa den Wert n, annimmt. So entsteht ein Tensor, dessen Kompo- 
nenten nur noch n — 1 Werte annehmen, also ein Tersor im (n — 1)-dimen- 
sionalen. Dabei entfallt auch die orthogonale, iiber n Werte der Indizes er- 
streckte Spur-Einschriankung. Dagegen ist fiir die verbleibenden Kompo- 
nenten jetzt eigens zu fordern, daB alle Verjiingungen mit dem zweistufigen 
schiefsymmetrischen Clifford-Tensor J',,; r,s = 1,...,2%—1, verschwinden. 
Dann verschwinden auch alle Verjiingungen héherer Stufe. 


Eine Bildung z,, y, I’,,, ist eine schiefsymmetrische Bilinearform in z und y. 


oo 
Dementsprechend bedeutet die Forderung My... »,....1 D4» = 0 fiir ein 
symmetrisches Indexpaar yu, v keinerlei Einschrinkung, sondern ist von selbst 
erfillt ; fiir ein antisymmetrisches Indexpaar yu, v dagegen wirkt sie sich voll 
aus. Sie hat damit invariantentheoretisch genau die Qualitaét der symplekti- 
schen Schiefspur, durch deren Verschwinden die Substrate der symplektischen 
Gruppe ausgezeichnet sind. Wir bezeichnen sie als symplektische Clifford- 
Schiefspur. 


Man gelangt also in der Tat zu einem Gebilde, das sich in seinen tensoriellen 
Indizes nach der Darstellung "~1Sp(m,) der symplektischen Gruppe im (n — 1)- 
dimensionalen, in Ubereinstimmung mit der Faktorisierung der Charakte- 
ristik, transformiert. Wir haben bewiesen: 


Satz VIII: Der fiihrende Term "O(m, + +) in der Verschmelzung "O(m,) 

")(A\), also eine beliebige halbzahlige Darstellung, hat als Substrat einen 
symplektisch eingeschrinkten Tensor iiber der Clifford-Algebra, der sich in 
seinen tensoriellen Indizes fiir » = 2vy + 1 nach der Darstellung "~!S p(m,) 
transformiert. 


6.4. Symplektische Invarianten bei wngeradzahliger Dimension. 

Die invariantentheoretischen Uberlegungen in 6.3 sind an die Paritat der 
Dimensionszahl nicht gebunden, sie gelten also auch fiir den Fall n = 2y. 
Man wird hier auf Tensoren im (2¥ — 1)-dimensionalen gefiihrt, die ebenfalls 
durch das Verschwinden aller Clifford-Schiefspuren ,,symplektisch einge- 
schrinkt sind. Im Gegensatz zu Tensoren iiber dem Grundkérper erlauben 
offensichtlich Tensoren iiber der Clifford-Algebra einheitlich fiir beliebige 
Dimension, insbesondere also auch fiir ungeradzahlige, diese Einschrinkung 
durch symplektische Clifford-Invarianten. 


o Nea ...t= 0 Ts,..., Lt 
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Bezeichnet man nun das tensorielle Transformationsverhalten allein von 
solchen irreduziblen Tensoren iiber der Clifford-Algebra mit dem symplekti- 
schen Symbol "-*Sp(m,), so hat man den 

Zusatz zu Satz VIII: Der Satz gilt auch fiir gerades n = 2, wenn 
"-1Sp(m,) nur als Symbol fiir das Transformationsverhalten eines Tensors im 
2v— 1)-dimensionalen mit dem Symmetrietableau (m,), dessen saimtliche 
Clifford-Schiefspuren verschwinden, aufgefaBt wird. 

Im Gegensatz zu ihren gliicklicheren Geschwistern geradzahliger Dimen- 
sion, laBt sich den symplektischen Symbolen *”-1Sp(m) von ungeradzahliger 
Dimension offenbar keine frei von der Clifford-Algebra definierte (symplekti- 
sche) Gruppe zuordnen, deren Darstellung sie wahlweise bezeichnen kénnten. 

Jedoch laBt sich wenigstens fiir die Charakteristiken der symplektischen 
Gruppe eine verniinftige formale Ubertragung auf den Fall ungerader Di- 
mension angeben. Wird namlich eine Darstellung "O(m) oder "Sp(m) als verall- 
gemeinerte Summe von Darstellungen der linearen Gruppe geschrieben und 
bezeichnet ()* die Transponierung, d.h. Vertauschung von Zeilen und Spalten 
an den Tableaus dieser Darstellungen der linearen Gruppe, so gilt der**) 

Satz von MURNAGHAN: 

Es ist (fiir n = 2 v) 

(20) ("O(m))* = "Sp(m*) und umgekehrt ("Sp(m))*= "O(m*), 
wo (m*) das konjugierte Tableau zu (m) bedeutet. 

Man kann mit diesem Satz alle Eigenschaften der symplektischen Gruppe 
auf solche der orthogonalen zuriickfiihren; postuliert man die Giiltigkeit 
von (20) auch fiir n = 2y+ 1, so kann man etwa fiir die Symbole *”*!Sp(m) 
formale Charakteristiken mit Hilfe der bekannten der *’*!0 definieren. Man 
darf erwarten, daB man dabei auf den ersten Faktor in (19a) kommt, die 
Durchfiihrung dieser Vermutung wiirde hier zu weit vom Gegenstand weg- 
fiihren **). 


§ 7. Der Kern der Komplementaritatsbeziehungen. 
Nach Satz VIII und Zusatz ist es sinnvoll, den reduzierten Grad (vgl. 3.2) 


einer halbzahligen Darstellung "O(m,+ +) als formalen Grad des symplekti- 


schen Symbols *1Sp(m,) zu bezeichnen. Der formale Grad ist im Falle n = 2 y 
der Wert des ersten Faktors in (19a), im Falle n = 2v + 1 der Wert des ersten 
y 


Faktors in (19b) fiir ®,=0. Im letzteren Fall ist dies natiirlich tatsachlich 
der Darstellungsgrad von Sp(m,). Weiterhin kénnen wir das symplektische 
Symbol "1! Sp(m,) als reduziertes Symbol der Darstellung "O(m,++) bezeichnen. 

Die damit mégliche Neuformulierung des Struktursatzes ist offenkundig, 
wir kénnen auf die Durchfiihrung verzichten und uns mit dem Hinweis 


3) F. D. MuRNAGHAN: Proc. Nat. Acad. Sci. USA 1952, 966. 

%*) Merkwiirdig ist, daB dieser Faktor mit der Charakteristik fiir die Transformationen 
negativer Determinante der Darstellung *”+10(A;), also der orthogonalen Gruppe von einer 
um Eins gréBeren Dimensionszahl iibereinstimmt. Ob dies nur zufallig ist oder einen 
tieferen Grund besitzt, miissen wir mit einem Gefiih! der Unzufriedenheit offenlassen. 
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begniigen, daB sie nach den Uberlegungen des vorangehenden Abschnittes dem 
zugrunde liegenden Sachverhalt besser angemessen erscheint. Der Kern der 
im Struktursatz zutage tretenden Komplementaritaétsbeziehungen lat sich 
nimlich nunmehr zusammenfassend ausdriicken in den folgenden Sitzen 
iiber gegenseitige Kommutatoralgebren. 

Fiir n = 2v, N = 2 M hat man als Neuformulierung von Satz II: 

Satz IIa: Die einhiillenden Matrixalgebren der Ausdehnungen 


2°O((_})” und 2”0*((-))% 

sind gegenseitige Kommutatoralgebren. Die gegenseitige Zuordnung der irre- 
duziblen Bestandteile wird geliefert durch die 2M-Komplemente bzw. 2 1- 
Komplemente. 

Dabei ist wie bisher 

220((-}) =20(A)? . 
Weiter gilt fir n= 2v7+1,N=2M+1 
Satz IX: Die einhiillenden Matrixalgebren der Ausdehnungen 


2"Sp(_])% und 2” Sp(C))% 


sind gegenseitige Kommutatoralgebren. Die gegenseitige Zuordnung der irre- 
duziblen Bestandteile wird geliefert durch die 2M-Komplemente bzw. 2 - 
Komplemente. 

Dabei ist unter ?*Sp({_]) die zusammengesetzte Darstellung 

2% 9p (1*) + 2 (1*—*) + 3 (17-2) +--+ + a (1) +a41 (0) 

zu verstehen, die sich aus der zusammengesetzten Darstellung ?*SL((_)) 

2497 (17*) + (1?7*—1) + +--+ (1) + (0) bei Beschrinkung auf die Unter- 
gruppe symplektischer Transformationen ergibt. 

Aus dem Struktursatz in Verbindung mit dem Satz von Braver und WEYL 
folgt unmittelbar die Aussage nur, wenn man unter **Sp([_])* die reduzierten 
Symbole, bzw. hier Darstellungen, die zu den irreduziblen Bestandteilen der 
Ausdehnung ***+10(A)?4*+' gehéren, versteht. Das sind aber die reduzierten 
Darstellungen von?**10((])% x #**40(A), und es ist offenbar gleichgiiltig, ob 
man nach oder vor der f-fachen Ausdehnung die Reduzierung durchfiihrt 
also von der 2**+10 zur 2*Sp iibergeht. Denn dieser Ubergang bedeutet nach 
6.3 nur das Hinzufiigen einschrinkender Bedingungen, welches mit dem Aus- 
dehnungsprozeB vertauschbar ist. 

Die angegebenen Bestandteile von **Sp([_]) ergeben sich sofort als die 
reduzierten Bestandteile von ***+10([-]) x ?**+40(A) =?**10(A)% aus dem 
Struktursatz. Ihr Entstehen durch symplektische Einschrinkung von 
2“SL((_]) ist leicht direkt nachzuweisen oder an der Argumentation in 6.3 
zu verfolgen. 

Die angegebene Zuordnung mittels der 2M- und 2¥-Komplemente ist 
nach der Definition der Komplemente in 3.1 und nach der eingangs nochmals 
formulierten Definition der Reduzierung evident. 
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SchlieBlich ergibt sich in gleicher Weise der die Fille n = 2v, N= 2M +1 
und n = 2v+ 1, N = 2M deckende 


Satz X: Die einhiillenden Matrixalgebren der Ausdehnungen 


2y 1Sp((])¥ und 2™ + 1)" 


2+ 1)" und 2M - 1Sp(C))%. 


sind gegenseitige Kommutatoralgebren. Die gegenseitige Zuordnung der 
irreduziblen Bestandteile wird geliefert durch die 2M-Komplemente bzw. 
2 v-Komplemente. 

Dabei ist **~1Sp({_})é nur als Abkiirzung fiir die reduzierten Bestandteile 
von **0(A)?2*+" zu verstehen. Man kann natiirlich durch diese Vorschrift eine 
rein formale ,,Ausdehnung“‘ von 

22—18p(()) =**— 1 Sp (1%) + 3 (1*-1) + 5 (17-*) +--+ +34 2a-1 (1) + 
+ Fa+1(0) 


bzw. 


definieren, die dann durch den Satz beschrieben wird. Auch der Ausdruck 
,einhiillende Matrixalgebren“ ist cum grano salis zu verstehen. Ihn zu ver- 
wenden mag gerechtfertigt erscheinen, da man fiir ein Symbol **~'Sp ja 
verniinftigerweise einen Grad definieren kann, wie eingangs geschehen, und 
da durch Angabe dieser Grade (und der zugehérigen Vielfachheiten) die 
Algebra in abstracto festgelegt ist. 

Man bemerkt an den Satzen Ila, IX und X das Auftreten der zusammen- 
gesetzten ,,FlichengréBen-Darstellungen“ "O({"]), *Sp((_]). Im Anhang findet 
sich ein dem Struktursatz analoger Satz fiir die Ausdehnung der zusammen- 
gesetzten Darstellung "SL({_]). Man kann also diese Ergebnisse auch als 
allgemeine Satze iiber die Ausdehnung solcher FlachengréBen-Darstellungen 
auffassen. 

Meinem Freund, Herrn Dr. K. Sametson, danke ich fiir hilfreiche Dis- 
kussionen. 


Anhang. 
Ein analoger Struktursatz fiir die lineare Gruppe. 

Die in Satz I auftretende Erscheinung der Komplementaritaét zwischen 
Vielfachheit und Darstellungsgrad ist nicht auf die Spingruppen beschrinkt. 
Wird mit "SL({_}) die zusammengesetzte Darstellung 

"SL((_]) ="SL(0) + (1) + (11) +--+ + (111--- 11) 


oe 


n 
der linearen Gruppe *’) bezeichnet, so gilt fiir die Ausdehnung "SL((_])” der 
analoge 

Satz XI. In der Ausdehnung *SL((_])” tritt "SL/(f) so oft auf, als der 
Grad des M-Komplements "SL(f)|" angibt. 


Satz XI kann wiederum ausgesprochen werden in der Fassung 


*”) Kurz fiir ,,lineare unimodulare (unitér beschrinkte) Gruppe“. 
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Satz XIa. Die Ausdehnungen *SL((_])” und “SL(())® sind paarweise 


gegenseitig komplementiar nach Art des in Satz Ia ausgesprochenen Sach- 
verhalts. 


Als M-Komplement ist dabei véllig entsprechend definiert 
"SL(f)" = “SL(n* , (n — 1), (n — 2)"*,.. ., (0)*") 


wo 
X= M —f, 
a = fe — fess (§=1,...,2—-1) 
an= fr 


ist. Zum Beweis benétigt man wiederum einen Verschmelzungssatz fiir die 
Verschmelzung mit "SL({_]), der sich auf die bekannten Siatze fiir die Ver- 
schmelzung mit *SL(1°) zuriickfiihren 1a8t**), und den Verzweigungssatz fiir 
die lineare Gruppe, der ebenfalls bekannt ist**). Der Beweis kann dann ohne 
Schwierigkeit ebenso gefiihrt werden, wie es in § 5 geschehen ist, die dortigen 
Komplikationen bei Betrachtung des Spiegelungsverhaltens entfallen sogar. 
Wir glauben, auf die Durchfiihrung verzichten zu kénnen. 

"SL((_}) gibt bei Beschrinkung auf die orthogonale Gruppe im n-Dimensio- 
nalen offenbar gerade *0(0) + (1) + ---+e(1)+ (0), also *O(A)? fiir ge- 
rades n = 2y*°), Auf den Zusammenhang zwischen Satz I und Satz XI 
wirft also Licht die Gegeniiberstellung der Ausdehnungen *SL([_})” und 
"O(A)?™. Die erstere zerfillt bei Beschrinkung auf die Untergruppe ortho- 
gonaler Transformationen in die Darstellungen der letzteren. Die Vielfach- 
heiten des Auftretens werden dabei durch das Hinzukommen von Spur- 
invarianten naturgemaéB erhéht. Sie werden statt durch die Grade der in 
MSL({_})2 enthaltenen Darstellungen jetzt durch die Grade der in ?“O(A\)" 
enthaltenen Darstellungen geliefert. Man erhalt also folgenden Zusammen- 
hang zwischen der Ausreduktion durch Spurbildung ("SZ + *"O) und der Aus- 
reduktion der Darstellungen der orthogonalen Gruppe geradzahliger Dimen- 


sion nach ihrer maximalen Untergruppe voller linearer Transformationen 
2Q gz): 


Satz XII. Eine Darstellung "SL(f) enthalt beim Ubergang "SL +"0 eine 
gewisse Darstellung "O(m) so oft, als deren 2M-Komplement ?”O(m) beim 
Ubergang *“O +™“SL das M-Komplement “SL(f/) von "SL(f) liefert. und 
umgekehrt. 


Die Kenntnis der einen Ausreduktion liefert also volle Information iiber 
den Verlauf der anderen, und umgekehrt. 


Selbstverstindlich liegt der Komplementarititserscheinung zwischen den 
Ausdehnungen *SZ((_])¥ und *SL((-))® wiederum die Eigenschaft ihrer ein- 
hiillenden Matrixalgebren, gegenseitig Kommutatoralgebren zu sein, zu Grunde. 


38) Classical Groups. 

%*) H. Wey: Gruppentheorie und Quantenmechanik. Leipzig 1928, p. 256. 

*°) Wir betrachten im folgenden nur diesen Fall, ungerades n = 2 v + | bringt nur 
unwesentliche Abanderungen. 
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Daraus erhalt man durch den Struktursatz XI Aussagen iiber den Rang dieser 
Kommutatoralgebren, d.h. explizit tiber den Rang der konkreten ausredu- 
zierenden Algebra der Ausdehnung (er ist gleich dem Grad von 2?“ SL(n™)) 
und iiber den Rang der einhiillenden Matrixalgebra der Ausdehnung (er ist 
gleich dem Grad von *"SL(M™*)). Die im Text weiter durchgefiihrten Uber- 
legungen kénnen sich sinngem&8 anschlieBen. 


( Bingegangen am 5. Marz 1954.) 


Correction. 

“Coefficient Properties of Fourier Series with a Gap Condition” by 
M. E. Nosie, Math. Annalen 128, 55—62. 
2. line 3. Replace ‘“‘n, << m< m,” by “O< |n—n,| SN, 
2. line 4. Replace ‘““m,—n,” by “‘N,’’. 
3. line 3. Replace ‘““Max.” by “Min.” 
3. line 18. Insert ‘‘and positive” after ‘increasing’, 
p. 62 Equation is (4.12). 


” 


Corpes, H. O. 
Math. Annalen, Bd. 128, 8S. 257—289 (1954). 


Uber die Spektralzerlegung von hypermaximalen 
Operatoren, die durch Separation der Variablen zerfalien. 
(I. Mitteilung) 

Von 
Heinz Orro Corpses in Gottingen. 

Bei der Untersuchung des Punktspektrums partieller Differentialopera- 
toren ist die Methode des Produktansatzes, durch den man partielle Diffe- 
rentialgleichungen in mehrere gewohnliche Differentialgleichungen aufspaltet, 
ein gebrauchliches Verfahren. Immer wenn die Form der Eigenwertgleichung 
einen solchen Ansatz erlaubt und eine Entwicklung willkirlicher Funktionen 
nach Eigenfunktionen des Problems médglich ist, ergibt sich auch eine Ent- 
wicklung nach Eigenfunktionen in Produktform. 

Wenn ein partieller Differentialoperator mit separierbarer Eigenwert- 
gleichung neben seinem Punktspektrum auch ein kontinuierliches Spektrum 
besitzt, so wird man erwarten, daB sich auch Eigenpakete des Operators aus 
Produkten von Lésungen gewoéhnlicher Differentialgleichungen durch Inte- 
gration zusammensetzen lassen. Es liegt nahe, zu vermuten, daB ein voll- 
stindiges System von Eigenpaketen auf diese Weise gewonnen werden kann. 
Fiir ein spezielles Problem, das bei der Auflésung der ersten Randwertaufgabe 
der Potentialgleichung A u = u,,+ u,,+ U,,= 0 in einem unendlichen, von 
gewissen Flaichen vierter Ordnung begrenzten Gebiet eine Rolle spielt, ist 
die Richtigkeit dieser Vermutung seit langem bekannt. Den Beweis fiihrte 
E. His [7], indem er den fraglichen Differentialoperator durch eine Folge 
separierbarer Operatoren mit diskretem Spektrum approximierte 

In vorliegender Arbeit wird die Separation von einem von der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen losgeliésten Standpunkt betrachtet: Die 
den Produktansatz erméglichende Gestalt von Differentialgleichung und 
tandbedingungen erzeugt eine Aufspaltung des gegebenen partiellen Diffe- 
rentialoperators A in ein Aggregat von gewohnlichen Differentialoperatoren 
A‘ und A*, A = —, : ag (8°A'+ #A?), in dem s/, # gewisse Funktionen von 
nur einer Variablenart sind. Man kann sich nun die Frage stellen: In welcher 
Weise wird die Spektralzerlegung des Operators A durch die Operatoren A! und 
A* und ihre Spektralzerlegungen bestimmt ? Die Bedingungen fiir die Méglich- 
keit dieser Frage habe ich in meiner Dissertation untersucht. Es ergab sich, 
daB die Existenz je einer Spektralzerlegung von A‘ und von A® nicht die 
Existenz der Spektralzerlegung von A garantiert, jedoch konnte aus gewissen 
Zusatzbedingungen iiber A’, s’, t’ die wesentliche Selbstadjungiertheit von A 
hergeleitet werden. Insbesondere laBt die oben erwahnte Vollstandigkeit der 
Eigenelemente in Produktform bei allen bisher untersuchten separierbaren 
Problemen mit reinem Punktspektrum diese Frage angemessen erscheinen. 
Math. Ann. 128. 18 
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Unter allen selbstadjungierten partiellen Differentialoperatoren bilden die 
separierbaren Operatoren eine Klasse, die auch unabhiangig von der gerade 
speziell gewahlten Koordinatenart charakterisiert werden kann. Zu einem 
selbstadjungierten partiellen Differentialoperator zweiter Ordnung z. B., der 
ggf. nach Einfiihrung irgendwelcher neuer Veranderlicher dem Produktansatz 
zugianglich ist, existiert stets ein anderer separierbarer selbstadjungierter 
Differentialoperator zweiter Ordnung A, so daB A und A vertauschbar sind 
und daB das Spektrum des normalen Operators V = A + iA in jedem Punkt 
¢ = A+ iy der komplexen Ebene héchstens vierfach ist. Man kann dies be- 
nutzen, um einfache Kriterien aufzustellen, die erkennen lassen, ob ein par- 
tieller Differentialoperator iiberhaupt in irgendwelchen Verianderlichen dem 
Produktansatz zuginglich ist. 

In unserer Schreibweise besitzt der Operator A die Gestalt 


l 
gig? + eve 


A= (Alt? — 512). 


Da A und A vertauschbar sind, ersetzen wir das Eigenwertproblem A y = Ag 
durch das ,,Simultaneigenwertproblem“ A m»=A1 9, A p=. Dieses erweist 
sich als dem Separationsansatz insofern besser angepaBt, als jede seiner 
Lésungen von selbst den separierten Gleichungen 
Ag=Asgipto, AAp=Alp-—pnso— 

geniigt, ohne daB » in Produktform angenommen zu werden braucht. Dem- 
gemaB sind unsere Aussagen auf die ,,Simultanspektralschar“ F, , = E,E, 
dieses Problems bezogen; EZ, und E, seien dabei die iiblichen Hi~Bertschen , 
Spektralscharen der Operatoren A und A. 

Das Hauptresultat in Hinsicht auf die Separation partieller Differential- 
gleichungen ist ein allgemeiner Entwicklungssatz (Satz 5) fiir Gleichungen in 
zwei Verénderlichen in einer Form, die sich an diejenige der bekannten, erst- 
malig von H. Weyu gegebenen Entwicklungen bei singuléren Sturm-LIOUVILLE- 
schen Eigenwertproblemen anschlieBt. Hilfsmittel dazu ist folgendes Zwischen- 
ergebnis, das auch in Fallen von mehr Variablen zu entsprechenden Ent- 
wicklungssitzen fiihrt: Wenn (A!— i)-! und (A?— i)-' Integraloperatoren vom 
CaRLEMANSchen T ypus sind, dann sind die Abschnitte F,; = (E,— Ey) (E,-— E .) 
der Simultanspektralschar Integraloperatoren vom CARLEMANschen Typus 
( Satz 4). 

Der Vorteil des eingeschlagenen Verfahrens ist es insbesondere, daB alle 
Voraussetzungen sich auf die Operatoren A’ beziehen, deren Spektraltheorie 
zumeist gut bekannt ist, wihrend Forderungen iiber das spektraltheoretische 
Verhalten des partiellen Operators A nicht benétigt werden. Daher braucht 
z. B. der zu A gehdérige Differentialausdruck keineswegs vom elliptischen 
Typus zu sein. 

Satz 5 enthalt als Spezialfalle den oben erwaihnten Hitgschen Entwicklungs- 
satz sowie alle iibrigen bekannten Entwicklungssatze nach Eigenfunktionen 
hermitescher separierbarer partieller Differentialoperatoren. Als Beispiel 
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einer separierbaren Gleichung, deren zugehérige Entwicklung nach Eigen- 
elementen in Produktform bisher nicht bewiesen war, erwahne ich die Schré- 


2Z 
dingergleichung des Starkeffektes beim Wasserstoff, — A u ~ ut+exru= Au, 


die sich nach Einfiihrung von parabolischen Koordinaten separieren laBt. 
Wir gehen auf dieses Beispiel in § 16 des zweiten Teiles naher ein. 


Die genannte Fragestellung legt nahe, die cben skizzierte Untersuchung 
des Produktansatzes gleich bei abstrakten separierbaren Operatoren HILBERT- 
scher Raiume anzustellen. In [3] habe ich definiert, was ich unter einem ab- 
strakten separierbaren Operator verstehe. Diese Definition ist hier zugrunde 
gelegt. In §1 wird sie noch einmal ausgefiihrt (unter Vermeidung aller hier 
iiberfliissigen Zusiatze), daher ist die Kenntnis von [3] zum Verstandnis nicht 
unbedingt erforderlich. Die in [3] hergeleiteten Selbstadjungiertheitskriterien 
benutzen wir an genau einer Stelle, nimlich beim Beweis des Satzes 1. 

Auf diese abstrakt definierten separierbaren Operatoren beziehen sich 
unsere Aussagen zu obiger Frage im zweiten Teil der Arbeit. Sie sind natiir- 
lich auch von Interesse fiir den Fall der Differentialgleichung, besitzen jedoch 
das besondere Kennzeichen, daB sie die Art des Aufbaues der Spektral- 
zerlegung von A unmittelbar an Hand der Spektralzerlegungen von A! und A? 
studieren und nirgends vom Begriff der nicht quadratisch integrablen Lé- 
sungen der Gleichung A’ y= 4g’ Gebrauch machen, der ja fiir abstrakte 
Operatoren nicht mehr existiert. 

Der Beweisgang verwendet in seinem ersten Teil (§ 1—4) in geringfiigiger 
Modifikation die bereits in [4] benutzten Gedanken. Anstatt wie dort der 
Normalitét des Operators V =A + iA beweisen wir hier die wesentliche 
Selbstadjungiertheit von A = Re V und A = ImV (§ 2) sowie die Vertausch- 
barkeit dieser Operatoren (§ 4). Haupthilfsmittel zum Beweis aller genannten 
Satze ist eine Darstellung der Operatoren A?’ in der Form 


A=8A+A, A*=2A-S8A, 


die fiir beschrinkte Operatoren A’, A, A das Ergebnis einer trivialen Rechnung 
ist, allgemein aber nur unter wesentlicher Benutzung der Voraussetzungen 
von Satz 1 (der Bedingungen (1,) bis (2,)) durch einen etwas verwickelten 
Grenziibergang geschlossen werden kann (§ 6). 

Die Aussage des Hilfssatzes 5 kann auf folgende Weise vom Standpunkt 
der Stérungstheorie der Spektralzerlegung aus gedeutet werden: H in Dy sei 
hypermaximal, s beschrinkt, hermitesch und positiv definit. Die Menge m, 
der reellen Zahlen A, fiir die die Form (u, s u) fiir alle wu aus einem Spektral- 
raum $), des Operators H — « s, ¢ reell, zu einem Intervall A > A durch eine 
positive Schranke nach unten beschrinkt ist, hingt nicht von ¢ ab. Oder: 
Die Menge m, der reellen Zahlen A, fiir die (H — ¢ s — A — i 8)-1 beschrankt 
ist, ist unabhangig von der speziellen Wahl der reellen Konstanten e. 

Den Ausfiihrungen des § 8 ist als Schema ein Beweis des Entwicklungs- 
satzes singulirer Sturm-Liouville-Eigenwertprobleme zugrunde gelegt, den ich 
einer Vorlesungsausarbeitung von F. RELLIcH entnehme [11]. 

18* 
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Herrn Professor RELLICH bin ich ferner fiir eine Reihe von Diskussionen 
sehr zum Dank verpflichtet. 


§ 1. Der separierbare Operator A in 2 und der Operator Ain. 


Es seien vorgelegt zwei abstrakte (separable) Hilbertraume ' und 9? mit 
> a 


den Elementen u!', v', f', g' bzw. u?, v*, f?, g?, den Skalarprodukten (u', v') 
bzw. (u®, v?) und den Metriken 


ul) = [(u', w)}h, u?| = [(u?, w®)}s. 
In 9’, 7 = 1, 2 seien s’,  beschrankte, hermitesche, positiv definite Ope- 
ratoren, es gelte s/+ #@= 1,7 = 1, 2. 
Fiir u! aus 9', u? aus 9? werde das (formale) beiderseitig lineare und distri- 
butive Produkt u! u? erklart. u! u? werde als Vektor gedeutet; alle Produkte 
u'u? und deren endliche Linearkombinationen bilden einen linearen Raum 9’, 


N N 
in dem fiir u = 3° u} u?, v = 3’ v! v? das Skalarprodukt 
v 1 , 1 
N,N’ 
(1.1) (u,v) = ¥ ((ul, stwl) (u2, s®v2) + (ul, Bvt) (uz, Bv2)] 
r 1 


erklart werde. (u, v) ist positiv definit*). 

Definition: Den durch Ergdnzung von $' mit idealen Elementen hinsichtlich 
der durch (u,v) induzierten Metrik |u|) = [(u, u)]+ entstehenden Raum wollen 
wir mit & bezeichnen. Elemente des Raumes  seien stets ohne jeden oberen 
Index bezeichnet, also u, v, f, g. 

Wenn die Raume 9! und $? Funktionenriume sind mit den Skalar- 
produkten (u', v') = [ ulv'o'd V; (u?,v*) = [ u®v*o*d V2 (91, o* zwei positive 
Funktionen, d V!, dV?= Volumelemente), liegt es nahe, das Produkt u'u? als 
Produkt der beiden Funktionen u! und u? zu deuten. Setzt man ferner voraus, 


daB die Operationen s’, # in Multiplikationen mit reellen, positiven Funktionen ' 
s!, f, s?, @ bestehen, so folgt ' 
(1.2) (u,v) = ff @v(s's?+ PP) o'p*dV'dV?. 


Der Raum 9 ist dann der Raum aller Funktionen f mit 
Sf fh (etst+ 808) ob edVidV2< x. 

Es erweist sich fiir manche Herleitungen als bequem, die Vorstellung des 
Funktionenraumes auch bei abstrakten Riumen 9', $? und § zur Verfiigung 
zu haben. Es ist méglich, einen abstrakten Hilbertraum X, in dem ein hyper- 
maximaler Operator s erklart ist, durch einen Raum ®’ von Funktionen f(x) 
so darzustellen, daB dem Operator s in %’ die Multiplikation mit x entspricht 
(vgl. dazu den Begriff der Spektraldarstellung bei Frrepricus [5], 8. 362f.). 
Genauer: o sei das Spektrum von s in%. Die ,,Funktion“ f(z) ordne jedem x 
aus o einen Vektor eines gewissen, von x abhingenden Hilbertraumes ©, zu. 
Die (endliche oder unendliche) Dimension von ©, wird dabei bestimmt durch 
die Vielfachheit des Punktes z im Spektrum von s. Das Skalarprodukt in ©, 


) Diese Behauptung wird im weiteren Verlauf dieses Paragraphen begriindet werden. 
Einen abstrakten Beweis findet man z. B. in [3]. 
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werde statt mit (f(z), g(x)) einfacher mit f(x) g(x) bezeichnet, ebenso die 
Norm mit |f(z)|. R sei der Raum aller f(x), far die im Sinne von LEBESGUE 
gilt { |f(x)|*d1(x)< co mit einer passend gewihlten, reellwertig erklirten, 


in o starkmonoton wachsenden Basisfunktion r(x). Es ist méglich, jedem f 
aus R ein f(x) aus R’ umkehrbar eindeutig zuzuordnen, so daB gilt 
af+bg+raf(z)+bg(x); sfoxf(x); 
(f,9) = f H(z) g(x) d r(z). 


Man bezeichne beliebige Spektraldarstellungen der Raume $)/ in bezug auf 
die Operatoren s/ mit $/(s’): 


HHH), —-GH¥. H*(6? 
flesfi(a), fre f2(y) 
so daB also gilt 
sfiax f(x), 8° fry f*(y) 
Of (1 — x) f(z), Pfr+(1 — y) Ply). 


Dabei ist f'(x) in einer abgeschlossenen Teilmenge o! des Intervalles 0 < x < 1 
erklart, f?(y) ebenso in einer abgeschlossenen Teilmenge o” von 0 < y < 1 und 
es gilt mit zwei Basisfunktionen 1'(z), 1?(y): 

Sf \P(ayPda(z)<co, f \f(y)\*d (y) < co. 

Der oben definierte Raum § wird dann dargestellt durch den Raum aller 

f(x, y); 2 aus o', y aus o”, mit 

SS Mle, ye (x) 8?(y) + B(x) B(y)) d A(x) d 7(y) < 00. 
Dabei bedeutet f(z, y) fiir jedes x aus o', y aus o? ein Element von 
S,, = S @ S}, dem direkten Produkt im v. Neumannschen Sinne der Riume 
S} und Gj, und es gilt s'(x) = x, H(z) = 1 — x, s*(y) = y, A(y) = 1 — y. Ins- 
besondere korrespondiert einem Element u = u'u? die Darstellung u(z, y) 

ul (a) u*(y). 

Diese Tatsache kann man zum Anla8 nehmen, sich im ferneren ', 9? und 
$) stets als Funktionenriume, die Operatoren s’, # als Multiplikationen mit 
obigen Funktionen s(x), s?(y) usw. vorzustellen, was wir gelegentlich tun 
werden, wenn es sich als niitzlich erweist. 

Wir bemerken z. B., daB die anfangs behauptete positive Definitheit der 
Form (u, u) fiir solche Funktionenraume evident ist. 

Der Raum § ist ein (separabler ) Hilbertraum. 

Die abstrakte Begriindung dieser fiir gew6hnliche Funktionenriume selbst- 
verstandlichen Tatsache lese man in [3] nach?). 

Fiir uv = u'u? erkliren wir den linearen Operator C durch 


Cu=suvistu?+fulu?. 
C ist beschrinkt, das folgt, weil 


*) Kap. I, § 3. 
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Cul? = SJ |(s*(x) 8*(y) + A(x) (y)) u(x, y)|? (s(x) 8*(y) + B(x) P(y)) d o(x)dt*(y) 


Lf lula, wl? (#42) sy) + a) My) d Ha) d ey) = |u|? 
gilt; man kann den Operator auf ganz § stetig fortsetzen. C ist positiv de- 
finit, wie man sofort sieht, wenn man die Spektraldarstellung hinzuzieht ; 
daher existiert die Reziproke B = C- in einem dichten Definitionsbereich G 
als nicht mehr notwendig beschrankter, hypermaximaler Operator des Raumes 
, es sei also definiert 


B: Alle u aus 9, zu cone es ein f aus $ gibt mit Cf=u; Bu=f. Fir 
7» 
u= >’ u} u? aus $,v x v! v2 aus merken wir uns zum spiiteren Gebrauch 
9 = — p= 
die Formel 
Ny, 
(1.3) (u, Bv) = » (ul, v}) (u2, v2) 
"x H 


Sie folgt ebenfalls durch Ubergang zur Spektraldarstellung: 


] 
‘o'(x) 8*%(y) + O(x) By) 





(u, Bo) = f f u(x, y) v(x, y) (s(x) 8*(y) + 


+ t(x) t(y)) d r(x) d 1°(y) 
AY 


N’ 
> ff ul(x) uz(y) SY vl (x) v2(y) d o(x) d ry) 
y= ’ 1 


- ( u(x) vi(x) d r(x) f uz ty) vay) d ri(y)) 
r,x=1\oe' o* 
N,N’ 
= 5 (ul, v!) (uz, v2). 
», = 3 


Wir wollen nun annehmen, es sei in Definitionsbereichen 2 bzw. 2? je ein 
weiterer selbstadjungierter (hypermaximaler) Operator A! bzw. A* des Raumes 
%' bzw. $* erklirt. Dann definieren wir folgende beiden linearen Operatoren 
des Raumes 9: 

A in ©: 

AW bestehe aus allen endlichen Linearkombinationen von Vektoren u = u'u’. 
fiir die gilt u* aus UW, u® aus A? und fiir die der Vektor A'u's*u?+ tw A?u? 
im Raum & liegt; A sei fiir solche u = u'u* definiert durch 


(1.4) Au = B(A'u's?u? + tu! A? u?) 
und linear sonst. 

A ind: 

A bestehe aus allen endlichen Linearkombinationen von Vektoren w= u'u?, 
fiir die gilt w aus AW, u® aus A* und A'u't?u?— s'u' A2u? aus B; es gelte 


(1.5) Au= B(Alw#u?— s'w Au?) fiir u= wu. 


Das Eigenwertproblem A m = A @ des Operators A in 2% kann in ahnlicher 
Weise separiert werden wie gewisse Eigenwertprobleme partieller Differentia|- 
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gleichungen. Fiir Eigenelemente g = g' y?+ 0 in Produktform folgen*) aus 
der Eigenwertgleichung mit einer passenden Konstanten s« die Beziehungen 
(1.6) Ag=Asig+pultp, A*g=A*q*—- ns gq. 

Eliminiert man aus diesen Gleichungen den Parameter 2, so ergibt sich 
A gt g— sig A? g?= uC (¢' ¢?), also A P=LQ. 

Die Annahme der Existenz einer Spektralzerlegung, die der Methode der 
Separation der Variablen zuginglich ist, lit daher vermuten, dab die Ope- 
ratoren A und A im strengen, spektraltheoretischen Sinne vertauschbar sind, 
denn es zeigt sich so, daB ein vollstiéndiges System von Eigenelementen in 
Produktform des Operators A ein simultanes Eigenvektorensystem von A 
und A sein mite. Wir werden nun umgekehrt im Verlaufe unseres Vollstin- 
digkeitsbeweises fiir die durch Separation der Variablen gewinnbaren Eigen- 
vektoren und Eigenpakete zunichst die Vertauschbarkeit von A und A nach- 
weisen, alsdann aber daraus den Entwicklungssatz herleiten. 


§ 2. Wesentliche Selbstadjungiertheit von A in 2 und A in I. 

Bevor wir in der Lage sind, mit den oben definierten Operatoren zu 
arbeiten, miissen wir uns iiberlegen, inwieweit dieselben sinnvoll sind. Insbe- 
sondere werden uns ihre spektraltheoretischen Eigenschaften zu interessieren 
haben. Es zeigt sich, daB es schon einige Uberlegungen kostet, etwa nur die 
Dichtheit der Definitionsbereiche % und A im Raum % nachzuweisen. Wei- 
tere Eigenschaften, etwa die wesentliche Selbstadjungiertheit von A oder A, 
beweisen sich unter entsprechend gesteigerten Schwierigkeiten. 

Unter teilweiser Berufung auf [3] sprechen wir den folgenden Satz aus. 

Satz 1: Zu jedem reellen « mit Ausnahme einer Menge von héchstens ab- 
eiihlbar vielen Punkten gebe es ein offenes Intervall a,< «<< a», so dap mit 
E',= EL. — El, B24= E2,,— E*., (Ei, Ej die (rechtsstetigen) Spektralscharen 
von At in UW und A* in A? gilt entweder) 

(1,) E},u|!?2< ¢(A) (#}4,u', s' £},u*) 
oder 
(2,) E>, u?\|?<c(4) (£2, u*, @ E> ,u?) 


mit einem von u’ unabhdngigen c(A) und fiir alle u’ aus 9’. 

Behauptung: A in A ist wesentlich selbstadjungiert. 

Zusatz 1: Ersetzt man die Bedingungen (1,), (2,) in den Voraussetzungen 
von Satz 1 durch 


(1,) E}/,u'\? <c(A) (24,u), 0 2,u') 
bzw. 
(2,) E*,u?\|? <c(A) (E4,u?, s? B4,u*) 
*) Denn aus Ag A folgt (A'—As') p's? g?+ tf p'(A*— 27) g?=0 und man 
N 


zeigt leicht die folgende Behauptung: Wenn Yu! u? = 0 gilt, dann folgt Rg (u!,..., uy) + 
r=] 
+ Rg (uz,...,uy) SN. 
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mit E5,= BE; — E>, so lautet die Behauptung: 

A in & ist wesentlich selbstadjungiert. 

Zusatz 2: Wenn A! in A! ein diskretes Spektrum besitzt, d.h., wenn es ein 
vollstiindiges System von Eigenelementen q},j = 1, 2, .. ., gibt, fiir deren zuge- 
hérige Eigenwerte 1; gilt lim |A,| = + co, wieiiberhaupt, wenn das Spektrum von A} 


> ox 
héchstens abzihlbar viele Héufungspunkte besitzt, dann sind die beiden Be- 
dingungen (1,) und (1,) in einer fiir Satz 1 und dessen Zusatz 1 ausreichenden 
Menge von Punkten « erfiillt, A in A und A in & sind also beide wesentlich 
selbstadjungiert. 

Man bemerke, daB das in Satz 1 ausgesprochene Kriterium fiir die wesent- 
liche Selbstadjungiertheit von A in 2 eine Verscharfung des Kriteriums III 
aus [3] ist, bei dem das Erfiilltsein beider Bedingungen (1,), (2,) fiir alle « 
auBer abzahlbar Vielen verlangt wird. Den Beweis von Satz 1 geben wir 
durch Zuriickfihrung auf [3], Kriterium II (in § 5 wird sich zeigen, daB sich 
auch Kriterium II auf das Kriterium des Satzes I zuriickfiihren laBt; beide 
Kriterien erweisen sich also als aiquivalent). 

Zunichst leuchtet die Begriindung der beiden Zusitze wohl unmittelbar 
ein, sofern wir uns den Satz bewiesen denken. Zur Folgerung von Zusatz 2 
aus Satz 1 verwende man, daB die Ungleichungen (1,), (1,) trivialerweise 
erfiillt sind, falls die Dimension des Wertebereiches von E', endlich ist. 

Kriterium II aus [3] ist offenbar anwendbar, wenn es uns gelingt, zu 
zeigen, daB das Erfilltsein der Bedingung (1,) fiir ein reelles « die Existenz 
und Beschrinktheit der Reziproken R} ,= (A!— i s'— « #')-? nach sich zieht 
bzw. das Erfiilltsein von (2,) die Beschranktheit von R®_, ;= (A?+ a s?— if)" 
nach sich zieht. Das wiederum ergibt sich aus nachfolgendem Hilfssatz. 

Hilfssatz1: Es sei R ein (separabler) Hilbertraum und H in Dy darin 
ein selbstadjungierter (hypermaximaler) Operator, E, dessen (rechtsstetige ) 
Spektralschar. s und t seien zwei beschrinkte, hermitesche, positiv definite Ope- 
ratoren, die der Beziehung s + t= 1 geniigen. Zu der reellen Zahl x, gebe es 
zwei Zahlen x,, % mit %,< ay< a, 80 da fiir alle u aus RK gilt 


E,ul?sc(£E,u,sE,u) mt E,=E E..- 


Xe 
Dann sind R,; ,.= (H + is — apt) beschriinkte, iiberall in R erklirte Opera- 
toren. : 

Beweis: Man erzeuge mit Hilfe der positiv definiten Formen (u, v),= (u.s v) 
und (u, v),= (u,tv) durch Ergiinzen von R mit idealen Elementen nach den 
Metriken |}u'|,— [(u, u),]2, |u!,= [(u, u),}$ die beiden neuen Hilbertriume & 
und R,. Der Operator s kann dann auf ganz R, durch AbschlieBen fortgesetzt 
werden und stellt auch dort einen beschrinkten, hermiteschen, positiv definiten 
Operator dar. Dessen Reziproke wollen wir mit / in 2 bezeichnen; ihr De- 
finitionsbereich 2 ist identisch mit dem Definitionsbereich der Reziproken 
von (s)} in R, des Operators (s) + also nicht nur in R., sondern auch noch in 
R enthalten und auBerdem ein dichter Unterraum von R (im Sinne der 
Metrik ||w!\). 
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Die drei Raume R, R,, R, bilden nach [3], Def. 1.1.1 ein B-System und 
der Operator H in 9, erfillt fir den Punkt « die Voraussetzungen der Hilfs- 
sitze 1.2.6 und 1.2.7. Wir wollen zeigen, daB zudem folgende Verscharfung 
einer Aussage von Hilfssatz 1.2.8 richtig ist: Es gilt fiir 

R’i.n, = (U(H — at) Fi}? 


und uw aus R, die Abschitzung |R*;,. ul <c,\ul, mit von w unab- 
hingigem c, (R,;,, ist nach Hilfssatz 1.2.6 iiberall in R, erklart). Dazu 
schlieBe man genau analog zum Beweis von Hilfssatz 1.2.8. Angenommen, 


es gibe keine Konstante c,, mit welcher diese Abschatzung giiltig sei. Dann 


folgte die Existenz einer Folge u,, von Vektoren aus 9,, so daB gilte ||w,,\|,= 1, 
3 Teer s : - 
Rix, Un) >” \\¥,|, Hierin setzte man ein R,;, u, =w, ||Ri; 4, Up! 
und erhielte nach Division durch n und |R4;,,,|| die Abschaitzungen 


(lL (H — a, t) + i)w,)||,<2, woraus folgte [1 (H — a, t) +i] w,—> 0, wobei das 
Zeichen +> die Konvergenz im Sinne der Metrik ||u||, andeuten soll. 


Nun ist aber der Operator / (H — aot) in bezug auf das Skalarprodukt (uw, v) 
hermitesch, daher folgt 


(¢(H — at) = i) wyl]7= \2(H — at) wyl?+ |wp|l?; 
also gilte auch w, - 0. Dies hingegen zége nach sich (Beriicksichtigung von 
stft 1) 


1 (H — a) wy, = [l(H — ag t) = i] wy, + (+ i — a) 8 w, > 0. 


SchlieBlich folgte aus 1(H — a») w, > 0 sofort (H — a) w,~> 0 im Sinne der 

Metrik von R. Aber aus (H — a) w, > 0, w, > 0 folgte nach Hilfssatz 1.2.7 

sofort w,, > 0. Das wire ein Widerspruch, weil |\w,'| = 1 vorausgesetzt wurde. 
Fiir u aus R, gilt nun 


&u. 


Rix, S = (H Ky t ; i 8) leyu=—R 


ti, % 
Die Operatoren R,; ,, existieren und sind, da nach [3], Hilfssatz 1.2.6, Rj. ,, 
in ganz R erklart ist, mindestens im Definitionsbereich 2 des Operators / 
definiert. Daraus folgt fiir v aus R,, u aus 2 die Relation 


(Rij, Uv), = (u, R52, ), (Raia, Us Ys] SC, lel |e},, 


letzteres unter Verwendung der eden gewonnenen verscharften Abschatzung. 
Setzt man darin v = R,; ,. u, so folgt |R,;,, ul], Sc, |u|. Fir waus 2 ergibt 
sich unter Anwendung der ersten Gieichung (1.32) aus [3], Hilfssatz 1.2.7, die 
Abschatzung 
Ri: a, %| Sa (A — a) Ry;,., ul] + 5 |Rei,., ull, 
a |\(H — is — apt) R,;4, ul + |\(+i — am) s Ry, ,, ul] +O) Ri,., ul, 
saul + (a|2i— a] + b) Riis, 7) 
R 


tia, 4 S [a +c, (@|4¢ — a] + 5)) Iu 


Damit ist aber die Beschrinktheit von R,,; ,, fiir u aus 2 nachgewiesen, fiir u 
aus R folgt sie aus Stetigkeitsgriinden. 
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Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daB Bedingungen der Form (1,), 
(1,), (2,). (2,) fiir die Giiitigkeit der Behauptung des Satzes wesentlich sind. 
Es gibt einfache Gegenbeispiele separierbarer partieller Differentialoperatoren 
erster Ordnung, fiir die diese Bedingungen nicht in ausreichendem MaBe 
erfiillt sind und die nicht wesentlich selbstadjungiert sind, ja sogar verschiedene 
Defektindizes besitzen. 


§ 3. Approximation der Operatoren A und A 
durch Operatoren endlichen Ranges. 

In diesem und dem folgenden Paragraphen mége immer vorausgesetzt 
werden, da8 die in § 1 definierten Operatoren A in % und A in & wesentlich 
selbstadjungiert sind. Dabei sei ausdriicklich bemerkt, daB wir bis § 4 ein- 
schlieBlich nicht etwa die Erfiilltheit der Voraussetzungen von Satz 1 fordern. 
A und A besitzen dann hypermaximale triviale Fortsetzungen A in 2% und 
A in O, es sind (A - i)-1, (A i)! in ganz $ erklart und beschrankt. 
~ Wir wollen in endlichdimensionalen, separierbaren Unterriumen ®,, von 
Operatoren R,, und R, angeben, die in noch naher zu definierendem Sinne 
yegen (A — i) 1 bzw. (A — i)-! konvergieren. %,, konstruieren wir folgender- 
maBen: Wegen der wesentlichen Selbstadjungiertheit von A in 2% und Ain 
gibt es in dem separablen Hilbertraum 9 eine Folge von Vektoren ¢,, aus 2 | 
so daB die Elemente /,,= (A — i) @, in § dicht sind, und ebenso eine Folge y, 
von Vektoren aus 2, so daB Gn (A — i) y, in § dicht liegen. 

Fiir die ¢, und y, gelten nach Definition von % und a Darstellungen der 


" 


Form 
\ ¥ 
n n 
Gn = Fi.n Gans Yn = Vin Yen Mit GY)... Yn aus MW. 
i 1 ? 1 
Fiir einen spaiteren Zweck definieren wir ferner @},, n = 1, 2,..., 7 = 1, 2 als 
3 ‘ 
Folgen von Elementen aus 2’, fiir die (A’ — i) w!, in 9 dicht liegt. RN’, sei 
der Raum, der von allen 
A A A ee | ig yy ae Seo! eee | 
aufgespannt wird. 
N 
Der Unterraum %,, von $ endlich sei definiert als der Raum aller u = 3) u} u; 
r=1 
N 
mit ui, aus R,. Es gilt also ROR OR, C---. Fir w=) ul uz aus 9H. 
v=1 
\ 
P D i v! v2 aus A folgt 
» | 
\ 
(u, A v) u, BS’ (Av! s?v2 + Uv) A* v2) 
x=1 
ee 


2 [(u), Aboy) (uz, so) + (ul, vy) (uz, A*vz)] 


aes 
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unter Benutzung der in § 1 hergeleiteten Formel (1.3). Der Ausdruck 


N,N’ 
(3.1) A (u,v) =  [(ul, Atv}) (u2, s?v2) + (w!, A v1) (u2, A2v2)] 
’ 1 
N Nn’ 
bildet eine hermitesche Bilinearform in u = 3’ u! u2 undv = 3’ v! v3, die offen- 
y=l1 y=] 
bar nicht nur fiir v aus 2% erklirt ist,sondern auch noch fiir u, v aus dem 2 
N 
enthaltenden Teilraum 9: Alle v = 3’ v} v?, v’, aus A’. GemaB obiger Forme! 
v=1 
gilt fiir w aus 9, v aus A die Gleichung 
(3.2) (u, Av) = A (u,v). 
Entsprechend kann man fiir uv, v aus D erkliren 
- N,N’ 
(3.3) A (u,v) = 3 [(u!, Atv}) (u2, @v2) — (ul, s'v!) (u2, A2v2)], 
vr, x=] 


es folgt auch 2% ¢D und 
(3.4) (u, Av) = A (u,v) fiir u aus 9, vaus A. 


Auch die Form A (u, v) ist hermitesch. Man bemerke, daB D die oben ein- 
gefiihrten Riume %,, enthalt; da damit A (u,v) und A (u, v) fiir u,v aus X,, 
definiert sind, gibt es zwei lineare, hermitesche Transformationen A,, und A, 
des Raumes %,, in sich, so daB gilt 

A (u, v) = (u, A,v) 
A (u, v) = (u, A,v) 


und jene sind durch diese Relationen eindeutig bestimmt. Die Operatoren 


(3.5) fiir u, v aus N, 


R,,= (A,,— t) und R, = (A,,— i) existieren in ®,, und sind beschrankt; es 
gilt |R,,ul < lw], |R, wl] S wl}. 

Hilfssatz 2: Ist P,, die Orthogonalprojektion in 9 cuf den Raum X%,,, so 
gelten fiir jedes f aus $ die Relationen 
lim R,, P,, f = (A — t)1f; lim R, PF (A — %)*f; lim P, f =f. 


n n—> 2 n—> co 


Beweis: Da R,, mit steigendem » nach und nach alle Glieder der Folgen 
Pn Yn enthalt, muB gelten lim P,,f = f fiir f aus 9. 

Wir zeigen weiter A, P,g,= P,A ¢, fiir jedes gy, der oben eingefiihrten 
Folge, falls n =r gilt. In der Tat liegt zunichst g, in R,, sobald n = r ist; 
es gilt daher P,, g,= 9,, A, PnG,-= AnGY,- Fir f aus § hat man 


(f, A, P,, Pr) 7 (Pads A,, Pr) =A (P, f. Pr) (P,, f A Pr) 4 (f, P,, A fr): 


Dabei wurden u. a. die Formeln (3.2) und (3.5) benutzt. Also folgt A, P,, ¢ 
P,A 9, fir n =r. 
Ebenso beweist man A, P,y,= P,A y, firn =r. Fir n 2 r folgt hieraus 


R,, Pe (A a t) Y, = R,, F< A Pr —- i Tr Pr) 
= R,, (A, Pe Pr — i P. fr) = R,, (A, = i) Ps Pr= Pr> 


7 
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also 
R,, P,, (A — i) gy, = (A — i) * (A — 1) g, 

und entsprechend 
R, P,(A-i)y 


Zu f aus § und ¢ > 0 gibt es ein ¢,., so daB gilt 


. (A — t) 1(4 — t) y,. 


r 


é 


f-(A-i¢,)|<>- , 
Unter Benutzung obiger Formel wird fiir n = r, : 
(A —s)*/-R, Paf 
-(A-—i)*[f-(A-1) @,,)- 8, Pa lf- (A - 4 @,,]- 
Also folgt 
(A —i)*f-—R, P,f| S2\f-—(A-tdog,|<e fir n21, (e). 
Damit ist lim R, P,f = (A —i)*f bewiesen. Analog zeigt man 


n—> x 
lim R,P,f= (A —i)*f. 
n— 2 
§ 4. Die Vertauschbarkeit von A und A. 
Darstellung von A‘ und A®* durch A und A. 
Wir iiberlegen uns, daB A, und A, aus Operatoren A’, s’, # der Riume ® 
im Sinne der Definition des § 1 genau so zusammengesetzt werden kénnen, 
wie A und A sich aus den Operatoren A’, s’,t/ aufbauen. A’, 8’, sollen 
dazu als lineare Operatoren von %, in sich so gewahlt werden, daB gilt 
j i »i\ — (ui i gi 
(u’, A? v’) = (w’, A’ v’) 
(u, 8! v’) = (w’, 8 v’) fiir u,v’ aus X’. 
(w’, Uv’) = (w’, tv’) 
Man sieht, daB fiir u = uw! u?, v = v' v? aus R,, gilt 
(u, v) = (u!, 3} v) (w?, 82 v®) + (u?, t} v) (u?, #2 v?), 
kann C,, und B, = CO," bilden (B,, ist als Reziproke eines positiv definiten 
Operators im endlichdimensionalen Raum sogar beschrankt) und fiir 


y N 
u= S uluz,v= J v! v? aus &, folgt 
¥ 1 ’ 1 
N,N’ 
(u, B, v) = 3 (ul, v}) (u2, v2). 
Vix l 


Erklart man daher fiir u = wu! u? aus R,, die Operatoren 
n 


Ajiu= B, (Al w s2u? + thw! A? u?), ALu= B, (Al w tu? — 8) uw! Az u?*), 


U an n n 


so folgt fiir u, v aus R,, sofort 


(u, Aj, v) = A (u,v), (u, A. v) = A (u, v). 


Es miissen daher A, und A}, sowie A,, und A}, identisch sein. 
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’m diese Relation zwischen An» A,, und den Aj,, s/,, #, besser formulieren 


zu kénnen, definieren wir fiir u = y u! u2 aus R,, 
v=] 
N N 
1 , 1 1 2 2 2 
Alu= SX’ (Alu!) u?, Alu= S u! (A? u?) 
v=] o=] 


und analog s/, u, t, wu. Dann gilt 
(4.1) A, = B, (Ais +t! 43), 4, = B, (Alf — of 43). 


Satz 2: Wenn die in § 1 definierten Operatoren A in A und A in wesentlich 
selbstadjungiert sind, dann sind sie auch vertauschbar, d.h. fiir die _Spektral- 
scharen E, und E, ihrer hypermaximalen Fortsetzungen A in A bzw. A in a gilt 
EE, E_E,, —-wo<A,pu<+oo, 

Beweis: Zunichst sind die Operatoren A, und A , Vertauschbar, es gilt 
A,4,=A,4 


n 


» 2% =1,2,.... Denn unter Benutzung der Vertauschbarkeit 


von A}, s!, t! mit A2, s?, t2 und von s/,, #,, B,, unter sich folgt 
A, A, — A, A, = B, {(A} 8% + t} A?) B, (A} t2 — 6} A2)— 
ra (A} i Sn 545 pag 8}, T t}, Ai)} 
B,, {Az (} 82 + t! #2) B, A} (sh #2 +t! #2) B, 
B, {Aj C, B, Aj, — Aj ¢ , By i B,, aay Aj, pm 0. 


Also sind auch R,, P,, = (A,,— i)? P,, und R,, P,,= (A 
Operatoren in $ miteinander vertauschbar. 


i)" P,, als beschriinkte 


Da nach Hilfssatz 2 fiir f aus § gilt 


lim R, P,f=(A—i)*f, lim R, P,f =(A— if 


und da auBerdem |R,, P,f| Ss if, |R, Pf f\| richtig ist, hat man durch 


n 


Grenziibergang n—>oo sofort (A i) (4 i) (A i) 1(A i). Daraus 


folgt bekanntlich die Vertauschbarkeit der Operatoren A und A bew. ihrer 
Spektralscharen EZ, und £,. Damit ist der Satz bewiesen. 

Durch den Nachweis der Vertauschbarkeit von A und A hat man die 
Berechtigung erlangt, von einem (zweidimensionalen) Simultanspektrum 
dieser Operatoren zu reden. Ist 7: <A 2", w< sy” ein Rechteck 
der A, u-Ebene, so sei F;= (E,, — Ey) (E,, E,,) und fiir f aus 9 werde 
F,f = f; gesetzt. Ein Punkt p der A, u-Ebene gehort zum Simultanspektrum 
von A und A oder gehért nicht dazu, je nachdem ob es eine Folge von Recht- 
ecken J gibt, die den Punkt p enthalten und deren Seiten gegen Null streben, 
fiir die aber stets F', + 0 gilt, oder ob dies nicht der Fall ist. 

Fiir einen beliebigen Punkt p,= {A,. wo} und fiir 0 < # < 2 a erklaren wir 


(4.2) Ay,,9 = (A Ag) cos 8 + (A — Ho) sin ?, 
Ap,,@ (A Ay) sin 8 4 (A — fg) Cos 0. 
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Es sind dann alle A,, », y unter sich und mit A und A vertauschbar ; die 


Spektralscharen E, (po,?), E(P 9,8) von Ap, » bzw. Ay, 4 errechnen sich aus FE, 
und #, durch 


E, (p90) = ff dE,dE,,*) 


(4.3) ~ (A = Apemse + (nu — w,) sin? < x , ‘ 
E;(p.9)= ff dE,dE,. 


— (A — A.) sin 6 + (u — we) cos Os B 
Ganz entsprechend werden als Operatoren in ®,, erklart 
Ay, 9;n = (An — Ag) cos B + (A, - fg) sin # 
Ay, 0;n = — (A, Ag) sin ? + (A, — fg) cos #. 


(4.4) 


Auch sei gesetzt 


- si, = sicos0 + sind, s,, = 8 cos +t) sin’, 
3) . ; . 
(4.5) t=-—ssnd?+tcos?, t= — 8, sin?+l cosd; 


> a 1 1 ‘. 1 7 1 1 
Aj, = A’ — Ags! — wot, A}.-n = Ahk — Ag Sn — Moth: 
2 a 2 2 2 
Aj = A* — A, t* + 8, A Az 
Unter Benutzung der Formeln (4.1) kann dann geschrieben werden: 
1 _ 2 
Ay, 0:2 = B,, (As .. 8$-n T tb: n Aj.:n) 


Ay, 0:2 - B, (Aj, :n t3. » aie 8}. » Aj n)- 


(4.6) 


4 9 2 
Ag th + Ho Sn - 


2 
Poin 


(4.7) 


Beachtet man die Vertauschbarkeit von s/,?¢), mit B,, so kann man diese 
Formeln nach A},., und Aj. ,, auflésen: 
o> Po: 


(4.8) Aj,; n= 8}. n A Po, O:n ss th ns A Po, O;n 


.- ae oo 
Aj: a. t3: n Ay. 0:2 — 85.n Ay. o:n ° 

Wollen wir entsprechende Beziehungen auch fiir A} , A} 

von A, »; A», » sinnvoll formulieren, so kénnen dazu zunichst die Opera- 
N N N 

toren 8’, t, s/,,U, durch s'u = 3’ (s'w!) u2; s?u = 3 u} (s?u?) usw. fir u = Yu} u?, 
v=1 v=1 v=1 

linear und stetig sonst als beschriankte und hermitesche Operatoren auch des 

Raumes § erklart werden. Mit ihnen folgt insbesondere 


, unter Benutzung 


C = s's*+ #2, also B= (s's?+ ##)-. 


N 
Es ist aber zu beachten, daB zwar fiir u = >’ uw} u? aus § mit wi, < W die Ope- 
v=1 
N N 
ratoren A}, Aj, durch A} u = ~ (A} uw!) u?, AZ u = ~ ul (A? u2) erklart 
v= v= 


werden kénnen, daB aber die so erklirten Operatoren beziiglich (u, v) im all- 
gemeinen nicht hermitesch, ja nicht einmal abschlieBbar sind. Aus diesem 


*) Ein Doppelintegral Fz = ff dE, d E, iiber ein Gebiet K der A, u-Ebene denken 


wir uns so definiert, da8 fiir jeden simultanen Eigenvektor g von A und A, der zu einem 
Randpunkt p von K gehirt, gilt Fg » = py oder Fg py =0 je nachdem ob p zu K gehért 
oder nicht. 
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N Ny’ 

Grund fihren wir fiir u = >’ u} u?, v = ¥ v} v? zunichst ein neues Skalar- 
v=l y=] 


produkt (u, v), ein durch die Definition 


N,N’ 
(u,v)p= 3) (ul, v}) (u?, v2). 


_— 
v,x=1 


Es gilt in der Spektraldarstellung des § 1 
(u, V)o= Sf u (x,y) v (x,y) d t(x) d r*(y), 


daher ist (u, w), positiv definit®). Durch Hinzufiigen idealer Elemente zu der 
y 

Menge aller u = 5’ u! u? aus § erhalten wir einen Hilbertraum 9, mit der 
v=1 

Metrik |u|, = [(u, u)9]*. Unter Benutzung der Spektraldarstellung und wegen 

si 51, <1 schlieBt man 

(4.9) |u| S V2 ule; 

daher kann die Menge der Vektoren aus 9, als dichte Untermannigfaltigkeit 

von 9 aufgefaBt werden. 


Offenbar gilt (wu, v) = (uw, (s' s* + tt) v), = (u, C v), fiir u, vaus $,. Hieraus 
folgert man: (oy u aus %, fiir wu aus § und Kc C)* ull, = |\w. Umgekehrt 
ergibt sich 9, = D »)' : 5 |(Byt ul = Iu |, fiir w aus H,. Man hat endlich 

(u,v) = (u, Cv), fiir u aus 9,, v aus 9, 
(4.10) a 

(u, v)yp= (u, Bv) fiir w aus 9,, v aus B. 

N N 

In $, ist nun der fiir u = Yu} w?, ul ¢ QW, durch A} w= 3 (A}, u}) uz 

v=1 v=1 


erklirte Operator hermitesch, er kann daher trivial zu einem abgeschlossenen 
(sogar eee aa Operator A}, in 2%, fortgesetzt werden. Entsprechend 
werde Aj in %, © H, definiert. 


l ‘ ‘ } ° 
Es seien fiir 0 < ¢ < , erklirt die Funktionen e} (x); OS x1, e; (y); 


0s yl, durch ce} (x) =OmOS2eseundinl—exs2zsl; e}(x)=1in 
e<a2<l—e bzw. e? (y)=0 in OS ye und in l—esySl; e7 (y)=1 
in e< y<1-—e*). Mit ihrer Hilfe definiere man unter Benutzung der 


Spektraldarstellung des § 1 die Operatoren e’ in $ durch 
ehucre}! (x) u(x, y), e: uve? (y) u(x, y). 
——_ , » . 
Behauptung: Fiir jedes u aus % und jedes ¢ aus 0 < ¢ < ,, sind e} u und 
e? u Elemente von 9, und es gilt \\e’ ull, < (e)—4 ul]. Denn es gilt fiir die ver- 


tauschbaren, beschrinkten Operatoren s’, t/ des Raumes $) die folgende Ab- 
schitzung : 


0 < (s! — #)? = (8! — #) (s? — A) = 8's? + OP — 8 O — 8*??, 








5) Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Verhaltnisse findet sich in [3], 8. 416f. 
*) Vgl. Anm. 5) 
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also insbesondere 
sigfii-<gigretfif- sf sis? pizg2- 


(u, s't'u)o S (u,u); (u, s*#u)yS(u,u), we Dp. 


Fiir die in § 1 bei der Definition der Spektraldarstellung benutzten Funk- 
tionen s'(x), s*(y) usw. gelten nun im Intervall e< x, y< 1—e die Ab- 
schatzungen s!(a) > e, s*(y) > e, f(x) > e, #(y) > e; daher folgt 


(e)—1 (e} w, st#e! uw), = lle! ullg , 


e 


1 


denn die Projektion e} macht in Umgebungen der Randpunkte des Inter- 


valles 0< 2<1 gerade die Spektraldarstellungen von e} wu verschwinden. 


Daher ergibt sich 


Entsprechend folgt die andere Abschitzung. 
Hilfssatz 3: Fiir jedes f aus dem Definitionsbereich 9,4 _ j) (~~) des Ope- 
rators (A — i) (A — i) = (A — i) (A — ¢) ist e2? f in A, und e} f in A, enthalten 
=) =~ S g 
lO<é - . Es gilt 





aa A} e2 f = 8} e2 Ap, of + th e2 Ap of, 
{ } , ‘ a ‘ ry 
4 e! f - t2 e} A p,,. 0 f 8% e! Ap,. 6 f, 





wenn mit Apo, Ap,.o die hypermaximalen Fortsetzungen von A, 4 und A, 


~ Po 
bezeichnet werden. Insbesondere hat man die Giiltigkeit dieser Relationen fii 





fe=ffdE,d E, {. wobei K ein beliebiges, endliches Gebiet der A, u-Ebene ist. 
A 


Beweis: Fiir f aus 9,, ) (a—o existiert f, = R, RB, P, (A —*) (A i)f 


und gemaB Hilfssatz 2 gilt 


n n 


lim f/f, = (A i)-(A i)-*(A i) (A \yfj=—f, 


n— x 


lim (A, — t)f, lim R, Ps (A i)(A—if=(A— af, 


, n 


lim (A, i) f, 


No» 


lim R, P,, (A — i)(A—i)f =(A—‘)f. 


” 
Also folgt gleichzeit ig 


lim f, =f, lim A,f, = Af, lim A,f, = Af. 


n a— x a— x 


Jetzt beriicksichtige man die Formeln (4.8). Man erhalt z. B. aus der ersten: 
2 2 ol 2 41 
€; A 4 n hn ee Sa:n A Po? Hn fn rs é ty n A Po, On Fer 


Die Operatoren A} .,,, 8}.,,¢}., sind zwar zunachst nur fiir u Su! uz aus 


on} 
R, durch A}, 


n n 


N 
u ¥” (A! uw!) wu? usw. erklart, es hindert uns aber nichts, 
pa Poin “se ’ 
’ 1 


N 
sie auch fiir beliebige u = ¥” u! u? aus %,,, fiir die nur u} ¢ Ri} gilt,y= 1, ..., N, 


v=l 
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so zu erklaren. Tun wir das, so sind fiir u aus ®,, die Ausdriicke A} .,, e? u, 
sh.n 2 U, th.,e7 u bildbar und es gilt A} ., e? u = e? A} .,,u sowie die entspre- 
chenden beiden anderen Beziehungen. 


Erinnern wir uns schlieBlich daran, daB R! nach seiner Konstruktion die 


Vektoren w},a},..., w} des Systems w!,v=1,2,... enthialt, fiir welches 
(A! —i) wm! y= 1,2,..., in §' dicht liegt, so folgt (unter Beriicksichtigung der 


Definitionsgleichungen fiir A}, s},t} am Anfang dieses Paragraphen) fiir u* 
aus 9? und n = k die Gleichung 


LoS 41 gt . ot at pre « 
(Wy, u'; Aj, €. fado (w;, u", 8% ee A», O:n Indo t (WW, u » ty € A, ,U Rn fro: 


LaBt man n gegen Unendlich riicken, so ergibt sich 


, | Js oe Ye F 24.3 
(Ap, wy U?, eF flo = (wg U*, 8 CF Ay,» flo + (wi u*, ty CF Ay, o flo- 
N 
Man zeigt leicht, daB A}, im Raume aller u = 3’ w) u? mit uw? aus §° 
Y 1 


wesentlich selbstadjungiert ist (das folgt, weil die (A'— i) wj_in $' dicht 
liegen). Daher erhalt man schlieBlich, daB e? f ein Element des Definitions- 
bereiches 2, von A 4 , der hypermaximalen Fortsetzung obigen Operators, ist 
und daB gilt 


1 2 - oe ry 
A, ee f So © A, of T ty €, A, 0 f, 


° 


Da fiir AZ entsprechendes folgt, ist damit der Hilfssatz bewiesen. 


§ 5. Diskussion der in Satz 1 geforderten Zusatzbedingungen (1,), . . ., (2,). 


Wir werden im weiteren Verlauf der Untersuchungen erneut wesentlich 
die Bedingungen (1,), (1,), (2,), (2,) von Satz 1 heranziehen miissen. Daher 
wollen wir uns etwas eingehender mit ihrer Ausdeutung befassen. Zunichst 
beweisen wir zwei Hilfssatze. 

Hilfssatz 4: Es sei H in Dy linearer Operator eines Hilbertraumes R. Die 
Operatoren s und t seien beschriinkt, hermitesch, positiv definit, und es gelte 
s+t=1. Die Reziproke R;, = (H —is — Agt)—' sei fiir ein festes reelles A, 
beschrinkt und iiberall in R erklért. 

Behauptung: Bedeutet E(x) die Spektralschar des fiir reelles « hypermazxi- 
malen Operators (H — a8), 8o gibt es fiir jedes beliebige « stets ein Intervall 
Ay <A<A,,dasden Punkt ), im Innern enthiilt, so da mit E 4(«) = E,, (a) — E,,(«) 
gilt |B ,(a) ul? < c (B,(a) u,s B4(a) u) fiir alle u aus R. Dabei kinnen 
A,, Ag und c von « unabhiingig gewihlt werden, falls man nur « auf ein endliches, 
abgeschlossenes Intervall a < « < b beschrénkt. 

Beweis: Angenommen, die Behauptung wire falsch. Waren dann 4), ;, 


n=1,2,..., zwei Folgen mit 4),,< A,< 4;/, lim 4, = lim 2’ = A, und wiirde 
u-—> x u-—> «x 


gesetzt H, (x) = By (a) — Ly (x), so folgte zu jedem n die Existenz eines «,, 
n 
aus a < a < bundeines Vektors wu, aus R, so daB gilte 
1 
(£4, (%n) Un; 8 E 4 (%n) Un) < n?’ 
Math. Ann. 128. 19 
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jedoch 
E 4 (&n) wf = 1. 


Man hatte also fiir v,= HE, (a,) u, die Relation lim s v, = 0. 
n 


n—> co 
Andererseits folgte auch 
ay 
(H —a,8—A)v, = [ (A— A) dB, (a,)u, 79, noo. 
F (A) 


n 


Daher giilte |\v,| = 1, aber 


nil 

(H —is—A,t)v,= (H — a,8s —A)v, + (A,—t+a,) sv, 70, noo. 
Dies wire ein Widerspruch zur Voraussetzung der Beschranktheit von 
(H —is— A,t)". 

Man beachte, daB dieser Hilfssatz eine Umkehrung von Hilfssatz 1 dar- 
stellt. Die Hilfssitze 1 und 4 zusammen liefern unmittelbar 

Hilfssatz 5: Es sei H in D,, hypermazximaler Operator eines Hilbertraumes &. 
Die Operatoren s und t seien beschriinkt, hermitesch, positiv definit, und es gelte 
s+t=1. E,(a) bedeute die Spektralschar des (fiir reelles « hypermaximalen) 
Operators H — «8; Ay set eine feste, reelle Zahl. Gibt es dann fiir irgendein 
reelles a = a zwei Zahlen j,, A, mit 4,< 4,< A,, 80 daf fiir u aus R die Ab- 
schitzung 

|B 4 (a) ul? Sc (EB 4 (a) u, s £4 (aq) u) mit Bs (a) = By, (a) — By, (%) 
gilt, so kann man auch fiir jedes andere reelle « eine entsprechende Abschatzunaq 
finden, die gleichmafBig fiir u aus R und alle « eines beliebig vorgegebenen end- 
lichen Intervalles a <= « & b gilt. 

Insbesondere ergibt sich aus Hilfssatz 1 und Hilfssatz 4 die Aquivalenz 
von Satz 1 und Kriterium II aus [3]. 

Um nun das Wesentliche der Forderungen (1,), (1,), (2,) und (2,) in bezug 
auf die Separation einzusehen, wollen wir fiir kurze Zeit die Annahme machen, 
daB A? in 2 und A? in 2? ein diskretes Spektrum besitzen. Wenn A! in Ql! 
ein diskretes Spektrum besitzt, d. hh. wenn es zu A! ein vollstandiges System 
von Ejigenelementen gibt, deren zugehérige Eigenwerte sich nirgends im 
Endlichen haufen, so liefern die stérungstheoretischen Satze von F. RELLIcH [10] 
(V. Mitt.) folgende Aussage: 

1. Fiir jeden Punkt py = {Ag, 49} der A, u-Ebene ist entweder (A)! beschriinkt 
und iiberall in $' erklirt, oder es ist die Gleichung A}, y= 0 mit einem g' + 0 
auflésbar. Im letzteren Fall ist der Nullraum von A}, stets endlichdimensional. 

. Die Menge m' der Punkte, fiir die A} g' = 0 mm aufléisbar ist, 
zerfiillt in abzihlbar viele analytische’) Kurven ©}, v = 1, 

3. Zu reg €} gibt es endlich viele V iitintaliaatin: Qy ls (p), & = o op es 

mit (¢\ .(p), viv (p)) = d¢.e, die analytisch vom pt lnc ae pn n 


”) Wir nennen eine Kurve dabei analytisch, wenn sie eine Parameterdarstellung 
A=AXy), «= p(y) besitzt, deren Funktionen A(y), u(y) in einer Umgebung |y — y,, < 0 
von jedem Punkt y, ihres Definitionsintervalles Potenzreihen in y — y, sind. Das Ent- 
sprechende sei unter der analytischen Abhangigkeit einer Vektorenschar (y) von y 
verstanden. 
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und so daf fiir jeden Punkt p der Menge m' die endlich vielen Vektoren 7).-(P), 
k=1,...,,, wo v alle ganzen Zahlen durchliiuft, fiir die p auf €} liegt, ein 
orthogonales, normiertes System von Nullvektoren des Operators A’, bilden, das 
den Nullraum von A} aufspannt. 

4. Es gibt héchstens abzihlbar viele Schnittpunkte zweier oder mehrerer ©}, 
und diese hiiufen sich nirgends in der A, u-Ebene. 

5. Fiir jeden Punkt p einer Kurve €} gilt 
=] du (P) -(P), 8°?) ,(P)) 1 
(5.1) a, °- (7: .(P)P @! ,(P)) ’ k=1,...,n}; 
da die Operatoren s' und # positiv definit sind, sind daher die Kurven ©! alle 
streng monoton fallend. Fordert man dariiber hinaus, daB sogar (s')-1 und (t*)- 
beschriinkt sind, so lassen sich negative obere und untere Schranken fiir die 
Steigungen der ©' angeben, die gleichméfig fiir alle Punkte A, u gelten miissen. 

Genau entsprechende Aussagen gelten bei Diskretheit des Spektrums von 
A? in A? auch fiir die Menge m? der Punkte p, zu denen nichttriviale Lésungen 
von A> g*= 0 existieren, nur tritt an die Stelle der Gleichung (5.1) jetzt 





d (p2 ,(p).0 2 2 (p) 
(5.2) f= + as - bie By. 54) 02. 
da (P> & (p), 3° @ 4  (P)) v 


Die Kurven G? erweisen sich also als streng monoton wachsend. Das Gesamt- 
bild der Kurven in der A, u-Ebene veranschaulicht man sich zweckmabig 
anhand von Fig. 1. ’ 

Es liegt nun nahe, nach Lésungen von \ “6? 
A g =A ¢ in Produktform auf die Weise zu 
suchen, daB man zunichst fiir jede der beiden 
Gleichungen (1.6) einzeln die Zahlenpaare 
{A, u} aufsucht, fiir die sie nichttrivial losbar 
sind. 

Stellt man die noch starkere Forderung, 
daB $' und 9? endlichdimensionale euklidische 
Raume der Dimension n! und n? seien, so 





C; 

sind (s’)-1, (t/)— beschriankte Operatoren, da- — = 

her kénnen die Kurven ©’ durch Funktionen Fig. 1 

w (A) dargestellt werden, die in — co < 4< + coerklart sind, es gilt | (A)| Se>0. 


Daraus kann die Existenz von Schnittpunkten €} x €2 erschlossen werden, 
an denen beide Gleichungen (1.6) gleichzeitig lésbar sind. Bildet man an jedem 
Schnittpunkt p,, die Produkte der Nullésungen ¢ 1 (Pra) Vx.%’ (Prx)s 80 liefern 
diese alle zusammen ein System von genau n'- n* paarweise orthogonalen 
Eigenelementen des Operators A. Da die Dimension des Raumes § dann 
gleich n!- n? ist, muB dieses System ein vollstaindiges System sein *). 

Im Falle, da8 die Dimension von $' und $?* nicht mehr endlich ist, bleibt 
zwar die strenge Monotonie der Eigenwertkurven erhalten, jedoch kénnen 
Unendlichkeitsstellen der Funktionen (A) wie auch deren Umkehrfunktionen 


8) Vgl. hierzu die Uberlegungen von Yosurkawa [17]. 


19* 
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auftreten. Daher kann nicht mehr auf die Existenz von Schnittpunkten ge- 
schlossen werden. Auch wird diese Uberlegung fiir das kontinuierliche Spek- 
trum ohnehin illusorisch. 

Wenn wir nun die Bedingungen (1,), (1,), (2,), (2,) ins Auge fassen und dabei 
noch das Ergebnis von Hilfssatz 5 mitberiicksichtigen, so sehen wir, dap diese im 
Falle des isolierten Punktspektrums gar nichts anderes sind, als Beschrinktheits- 
forderungen fiir die Ableitungen der Kurven ©’. Zum Beispiel die Forderung 

dp} (A) (3, p> 8" Pip) 
di (phage phy) 
in einem py= {Ao. to} bedeutet 


(B1, (Ag — Mo) u', 81 BY (Ag — fg) ut) Sc (BY (Ag — eg) wt, OBS (Ag — Wg) u") 
oder 
E',(A, fg) ul? S (c + 1) (E', (A, Mo) ul. OB (A, - Mg) u*) 


fiir alle uw! aus $' und mit EF’, (Ay — uo) = El... (Ag— Mo) — Eh (Ag — Mo 
(E} (a) die Spektraischar von A!— « s') und dies ist gemaB Hilfssatz 5 gleich- 
bedeutend mit der Forderung |Z, w|?<c'(Z',u!, @ Ew), E')= E_.— BE 
(E', die Spektralschar von A! in 2"), also der Bedingung (1,). 

Ist das Spektrum von A!'— «8! in einem Intervall A diskret, so sind fiir 
alle Punkte dieses Intervalles 4 ohnehin die Bedingungen (1,) und (1,) erfiillt 
d. h. die darin liegenden Eigenwerte kénnen bei Anderung von « nicht kon- 
stant bleiben, diirfen sich aber auch nicht zu stark andern. Teile des konti- 
nuierlichen Spektrums kénnen dagegen fiir den Operator A!— « s' auch bei 
beliebig groBem « unverschoben erhalten bleiben (vgl. dazu die Veréffentli- 
chungen von K. O. Friepricus [5] und J. Moser [9] iiber Stérungstheorie 
des kontinuierlichen Spektrums, die sogar ausschlieBlich solche Fille be- 
handeln). Dann ist die Bedingung (1,) nicht mehr erfillt, weil ja der Anstieg 
der ,,Eigenwertkurven“ Null ist und es kann passieren, daB kein Entwicklungs- 
satz fiir A in 2 mehr resultiert, weil man durch die Separation zu wenig oder 
zu viel Eigenpakete erhilt. 


§ 6. Die Simultaneigenpakete von A und A gehiren dem Raum Ho an. 


Mit Hilfe der Bedingungen (1,), (1,), (2,), (2,) wird es uns gelingen, die in 
Hilfssatz 3 auftretenden stérenden Faktoren e’ zu beseitigen. Allerdings 
muB dazu der Bereich der in diesem Hilfssatz zugelassenen / weiter einge- 
engt werden. Wir werden uns auf Elemente der Form fy= { { dE,d E,, f be- 
schrinken. x 

In diesem Paragraphen wollen wir zudem fordern, daB in bezug auf A und A 
die Voraussetzungen des Satzes 1 und dessen Zusatzes | erfiillt seien. 

Satz 3: Sei K eine Summe endlich vieler abgeschlossener, endlicher Bereich 
der A, u-Ebene, deren Projektionen auf die j-Achse keinen der in Satz 1 bei 
seiner Anwendung auf A zugelassenen Ausnahmepunkte « enthalten, in dem also 
keine der Bedingungen (1,) und (2,) gelten wiirde. Ebenso enthalte die Projektion 
von K auf die -Achse keinen Ausnahmepunkt a, in dem weder (1,) noch (2,) 
erfiillt ist. 
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Behauptung: Ist dann Fx= [ { dE,d E,®), so ist Fy} = fx fiir jedes f aus 
%) stets im Raum 9%, enthalten oe es gilt 
(6.1) Fxf\os¢(K) |Fxf\- 
Es liegt sogar Fxf in A, und in A, und es gilt 
Al, Fx f = 8b Ayo Prt + th Ayo Frf 
AD, Pref =t6 Apo Fat — % Ay, Fxf. 


(6.2) 





Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB zu jedem Punkt p* von K ein Rechteck 
I: < AS 2"~, w'< ws" gefunden werden kann, das den Punkt p* = {A*,u*} 
im Innern enthalt und fiir welches f;= F,f bei beliebigem f aus § in 2, und 
4, liegt, so daB ferner die Beziehungen (6.1) und (6.2) mit K = J erfillt sind. 
Denn nach dem Uberdeckungssatz von Hetne-Boret kann dann K durch 
endlich viele Rechtecke J,,y=1,...,.N, so iiberdeckt werden, daB jeder 
Punkt innerer Punkt von mindestens einem der Rechtecke /, ist. 

Dieser Uberdeckung entspricht eine Zerlegung von K in eine Summe von 
Punktmengen, K,;» = 1,...,N, deren jede ganz in einem der J, enthalten 
ist. Man hat 

N N 
Px - ~ Pr. fk & fr, und F; fx, = fr,- 
v= ’ 
Daraus ergibt sich sofort, daB fz in 9, liegt, es folgt 
N N N 
hr a n> fr, ar N Max {c2(I,)} S ix, 2 c?(K) fr 2 
v= v=1 v=1 
N 
mit c (K) = [N - Max c?(J,)}4, und es folgen auch die Relationen (6.2), also 
v=1 
die volle Aussage des Satzes. 

Wir reduzieren die Behauptung um einen weiteren Schritt, indem wir 
iiberlegen, daB es zum Beweis geniigt, aus der Giiltigkeit der Bedingung (1,) 
im Punkte « = * eine Abschitzung 


(6.3) (s2)k fr Se fro 


fiir alle { aus § und ein passendes, den Punkt p* im Innern enthaltendes 
techteck J zu folgern. (s*)+ sei dabei die positive Quadratwurzel von s*. Aus 
Symmetriegriinden ziehen dann die Bedingungen (1,), (2,), (2,) entsprechende 
Abschitzungen nach sich. Gilt also z. B. im Punkte ~* die Bedingung (1,), 
im Punkte 4* die Bedingung (1,), so hat man neben obiger Ungleichung noch 


(6.4) (t2)8 fi ~ c’ tr 


ebenfalls fiir ein passendes, p* enthaltendes J. Die Ungleichungen (6.3) und 
(6.4) gelten dann auch fiir jedes Rechteck J, das in dem urspriinglichen ent- 
halten ist, es ist daher méglich, sie mit einem J gleichzeitig zu erfiillen, welches 
auch noch p* im Innern enthalt. Es folgt durch Quadrieren und Addieren 


*) Vgl. die Anm. 4 auf 8, 270. 
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beider Abschaétzungen unter Beriicksichtigung von s? + @ = 1 und der Be- 
schrinktheit von (s*)} und (é)4 sofort, daB f,; = (s*) [(s)3 f;] + (@)% ((@)4 fy] 
in Sp, liegt und daB die Abschatzung |f;|, < ¢ (Z) ||f;|| mit c (J) ye + ce, 
also die Abschitzung (6.1) mit K = J gilt. Ist aber neben (1,) im Punkte ,»* 
die Bedingung (2,) fiir 2* erfiillt, so gilt statt (6.4) die Ungleichung 


(6.5) (s')3 frig Se” Wf, 
und es ist noch (s') f; aus $, fiir f aus 9. 

Wegen s+ # = 1 gilt l= C+ @s* + @s! (C = 8's? + #F), also f, = Cf; 
+ t*(s®)s [(s?)d f,] + €(s")d [(s")d f,]. Nun ist aber C f, fiir jedes beliebige f und / 
ein Element von 9,, denn es ist ja ||\C f;|§ < 2 (f7, Cfo = (fr. f,). Folglich ist 
wieder f; aus 9, und |/f;/\) < (| 2+¢+ 0”) \f;\, es gilt also auch hier die Un- 
gleichung (6.1). 

Fiir einen Vektor u des Raumes $, folgt nun offenbar lim ée u = u,j = 1,2 


e—0 
wobei der Limes im Sinne der Metrik ||u\|, zu nehmen ist. Denn es gilt z. B. 
eu—ulg=f[dr(y) f dr(wx) \u(z, y)/* 
a? 0<z: e 

{ d t*(y) f dat(x) ju (x, y)|? +0, e +0. 

a l—e<srsl 

Ersetzt man daher in den Gleichungen (4.11) des Hilfssatzes 3 jetzt f durch f, 
und laBt ¢ gegen Null streben, so konvergiert die rechte Seite in bezug auf 


u\g, denn es gilt Ap, o fy = Fy; Ap,.o f; und Ap..0 fy : F, Ap... fr, also sind 
A»,.of; und Ap, {, Elemente von 9,, wahrend s’, und t, in 9, beschrankte 
Operatoren sind. Andererseits gilt auch lim |e! f; — f;\) > ©. Da nun A’, in 
e—0 

A; S Ho abgeschlossen ist, so folgt daraus, daB f, in A; liegt und daB mit AK = J 
die Gleichungen (6.2) richtig sind. Satz 3 ist also bewiesen, wenn wir noch 
folgenden Hilfssatz herleiten: 

Hilfssatz 6: Gilt fiir « = «* die Bedingung (1,) von § 1, so gibt es Zahlen 
n,n” mit wn’ < w*< pn", so daB (s*)} f; in Hq liegt und so da gilt 


(6.3) (s?)? f;| Se If, 
fiir f; = (Ey — Ey) (E,, E, ) f bei beliebigem f aus $ und gleichmdfig fiir alle 


2’, 2" aus einem fest vorgegebenen, endlichen Intervall. 
Beweis des Hilfssatzes: Es sei fiir beliebiges f aus 9 und reelles 2’.4’’, 1 


erklart f= (E, E+) (Ey — Ey) f{. Man hat dann nach Formel (4.11), wenn 


man sie fiir py= {0,0}, 8 = 0 anwendet, Ate? f,,= ste? A f,+ fe? Af, oder 


7 
“ 


A! e? f, f ad (e? f.) = 8 er (A i, pe A f,)- 

uw? = (a) = e 
Man wende auf die Gleichung den Operator (s?)} an und integriere partiell. 
Es folgt dann, wenn man beriicksichtigt, daB f,,. = 0 gilt und daB | s"(s*)2 e2 fulle 

S |f,,|| ist, 

7 
|(A*— px) (82) 2 f, + f (8*)b Ff, d ally < cy If 

ue 


mit c,< Max {!ul, |u*|} + Max {|A’|, |A’’|}. 


“ 
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Sei Z1 die Spektralschar des Operators A! in 2. Mit E}= E).— El, 
a'< u*< a” gelte 
(6.6) |B, ut? < c, (EB, wl, s! EB}, w) 
fir ui aus Qf. 

E', kann als beschriinkter Operator des Raumes 9! auch fiir u aus 9, er- 
klirt werden, indem man, wie schon in einigen friiheren Fallen, definiert 

N N 

B.u= > (E£)u!) u2 fir u = ¥ u} u2 und den so definierten Operator abschlieBt. 
Y 1 v 1 
Verfaihrt man so fir alle A, so erhalt man eine Schar von Operatoren, die 
Orthogonalprojektionen beziiglich (wu, v), sind. Es zeigt sich insbesondere, daB 
E}, in 9, die Spektralschar von A! in A, ist. Auch die Bedingung (6.6) liefert 


eine entsprechende Ungleichung: 


(6.7) E', ul? < ¢, (EZ, u, s' EB’, u) 


fiir w aus ,. 
Daher sind fiir die Operatoren A! in Q, , s' und # in 9, die Voraussetzungen 
von Hilfssatz 1.2.7 aus [3] erfiillt. Man hat fiir ~ aus a’< « < «’’ mit zwei 


Konstanten a, b, die nur von ¢,, |a’’— u|, |\«’— «| abhingen, 


(6.8) Uo a |\(A! — ft) Ug + b (s!)3 U|\9 


fiir w aus Q,. 


Setzt man hierin ein u = (s*)}e; f,,, so folgt fiir u aus w* S uw S a*, woa*¥< a” 
gewahlt sei, die Abschaétzung 

(8*)$ eF fo Sa | (A! — ps) (8*)b e?F f,, + ff (8%) €? f, dag + 
a f (s?)s ert, da o + & |\(s*)s (s?)8 er fue 


(a co+ b) \f,,|| + @ |e pt m,, 


mit m,= sup ||(s?)be? f,||, und dabei sind a und b feste Konstante, solange 
e*sasu 
man a* festhalt. 
Insbesondere ergibt sich 
7 


m,, {acy + b) |f,|| + a |e “u*|m,. 
Dabei wurde benutzt, daB gilt |f,, | < |f,.|| fiir v* < 4, < w.. Wahlt man pp” 
so nahe an »*, daB gilt a |u’’— u*| < 4, so erhalt man 


ez (s?)3 o 0 M ,,'* 2(a C2 b) PS 


é 
Die Wahl von uv” ist dabei unabhingig von e und f méglich, daher darf man 
schlieBlich ¢ gegen Null streben lassen und erhalt 


(s*)3 flo S 2 (a cat b) If 


Entsprechend verfaihrt man fiir «’S 4 < #* und erhalt nach geeigneter 


Wahl von wv’ 
(s?)3 fio S2 (a C2+ b) hy 
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SchlieBlich sei {;= (£,,— Ey ) (BE, E, ) f gesetzt, dann ist f;= f,— f,,, und 


es folgt 


(9*)b fil, S 2 NOD fal, + 2 [CD fl? 
s (a Ce T b)? { Pa 24 Pa 7. 8 (a Ce U bP fr *. 


€ 


Daraus ergibt sich die Abschaitzung (6.3), und der Hilfssatz ist bewiesen. 
Gleichzeitig ist auch der Beweis von Satz 3 erbracht. 

Wir wollen fiir alles Folgende eine Summe K endlich vieler endlicher Be- 
reiche, die den Voraussetzungen von Satz 3 geniigt, als regulire Menge des 
Simultanspektrums bezeichnen. Die Geraden 4 = A, bzw. 4 = fo, fiir deren 
A, bzw. uy keine der Bedingungen (1,), (2,) bzw. keine der Bedingungen (1,), 
(2,) erfiillt sind, sollen irregulir genannt werden. Die Menge der auf den 
irreguliren Graden liegenden Punkte bezeichnen wir mit a’, ihre Komple- 
mentarmenge in bezug auf die A, u-Ebene mit a. 


$7. (A! — i)—! und (A? — 4)! sind Operatoren vom CarLemanschen Typus. 


Im folgenden sei $/,7 = 1, 2, dargestellt durch die Gesamtheit aller in 
} xj < + coerklirten, 


einem Gebiet g’ eines euklidischen Raumes — co < 2},..., 2, 
komplexwertigen Funktionen w(x’) = wu? ( Wesss; a,j) mit f u? (x’)|* 9? (x?)d x? < oc | 
g/ 
(o’ (x’) sei stetig und positiv fiir z’ aus g’). Den Wert der Funktion u 
an der Stelle x’ wollen wir gelegentlich mit w’|,; bezeichnen, falls die tibliche 
Argumentschreibweise nicht eindeutig verstandlich ist. Offenbar wird dann 
der Raum $, dargestellt durch alle in g = g' x g? erklirten, komplexwertigen 
Funktionen u (2'.2?), fiir die im Leseseueschen Sinne gilt 
Jf \u (21, 2?)|? of (x!) 0? (2?) da! dz? < oo. 
s 

Jedoch wollen wir im Gegensatz zu § 1 nicht verlangen, daB die Operatoren 
3’, # hinsichtlich obiger Darstellung in Multiplikationen mit Funktionen be- 
stehen. Daher ist iiber den Raum § nicht eine der fiir 5, entsprechende 
Aussage zu machen. 

Satz 4: Fiir zwei hypermaximale Operatoren A’ in W obiger Raiume seien 
die Voraussetzungen von Satz 1 und die des Zusatzes 1 von Satz 1 erfiillt, so dap 
die mit ihnen gebildeten Operatoren A in A und A in &% beide wesentlich selbst- 
adjungiert sind. Die Reziproken R’= (A’— i)-! seien Integraloperatoren vom 
CARLEMANSchen Typus, d.h. es gelte R’u’|,j = (rij, uw’) fiir w aus 9 und x 
aus g/— WW (n/ eine LEBESGUEsche Nullmenge) mit einem von u’ unabhingigen 
Vektor ry = rj (&) aus ¥. 

Behauptung: Zu jeder im Sinne des vorigen Paragraphen reguliren Menge kK 
des Simultanspektrums gibt es eine fiir x' aus g'— w', 2? aus g*— n? erklart 
Schar Px.» 2 = Pr: v2 (E, &) von Vektoren des Raumes Hoy, 80 dap gilt 


Z 


(7.1) Fx flip 2 (Px: 22? f) 


fiir z' aus g'— n', x? aus g?— n*. 
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Man hat Fy Ox: 9.2 = Pr’: v2 fir K' CK sowie 


(7.2) PR’: 2, 2 (€4, &) (Px: 2, 2% PR’: =, zs) 
fir z', & aus g!— n’, 2, & aus g?— n?. 

Beweis: Sei K eine regulire Menge des Simultanspektrums von A und A. 
Wir tiberlegen uns zunichst die Richtigkeit der folgenden Umformung fir f 
ius ¥): 

4) (At~ i) (AP i) Fe f= 88 (AP Pg f — 888 (A- (A+ Pref 3 

+ #@(A —i)(A —i) Fg f —t8*(A —i) (A +i) P gf. 
Insbesondere liegt also F’,f fiir jede regulire Menge K des Simultanspektrums 
im Definitionsbereich 4: _ );4:—;) des Produktes der Operatoren (A? — i) in 
4, und (A?— ¢) in A,. In der Tat erhellt zunichst unmittelbar die Existenz 
des auf der rechten Seite der Gleichung stehenden Ausdruckes. Unter Be- 
nutzung von Satz 3 folgt 
3 @(A — i)? Fx f —s's?(A —i)(A+i) Pf 

s' [# (A — i) — 8? (A + t)) Px (A — 1) Pg f = 8 (A*?— 1) Pg (A — i) Ff. 
Die Operatoren s! in $, und (A?— 7) in A, sind vertauschbar, das felgt durch 
eine triviale, hier nicht ausgefiihrte Uberlegung. Also liegt SF,(A —t) Pyf 
in 2, und es ist 

s'(A*— i) F(A —t) Pgf = (A*—i)s' Fg (A — i) Fg f = (A*—i)8'(A —1) Ff. 
In entsprechender Weise folgt, daB # (A - i) Fx f in A, liegt und das gilt 
bed —i)(A— i) Pgf—08 (4-1) A+ Pef - (42-1) OG - Pg f. 
Nach Satz 3 gilt 

(Al— i) Fg f = 8'(A — i) Pg f + O(A — i) Pg; 
also liegt (A!— i) Fgf in A, und es ergibt sich die Formel (7.3). 

Wir iiberlegen uns weiter, daB fiir jedes wu aus 9, 4:_ j)¢ 42; und fiir 2 
aus g/— w gilt 
(7.4) wu (al, 2%) = (rh, 2s, (A! — i) (A?— i) uy. 

. 

Fiiru = Yu! u? mit wu’ aus I ist dies evident. Zu beliebigem u aus D, 4: — jy, 4° 

v=1 

gibt es nun eine Folge uw, von Vektoren der letzteren Art, fiir die in bezug auf 
die Metrik |u|, gilt lim u,,= wu, lim (A'— ¢) (A?— i) u,= (A'— t) (A?— id) uw. 


nu—> x a> x 


‘) 


Nach dem Fiscuer-Rreszschen Satz folgt lim w,, (2', x?) = u (2,2) fiir fast 
n> x 

tlle z', 2? aus g. Daher liefert der Grenziibergang n + oo obige Forme! fiir fast 

alle z!,22 aus g. Da nun das Produkt (rlir2s,(.4!— i) (A?— i) w)q fiir x’ aus 

g/— wW erklart ist und da die Funktion u (2', x?) durch das Element u aus 2, 

ohnehin nur bis auf eine Nullmenge bestimmt ist, kénnen wir sagen, es galte 

die Formel (7.4) fiir alle x’ aus g’— n’. 
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Aus Formel (6.1) leiten wir die Abschatzung |F f\|, < ¢ (K) |f|| her. Fir 

u,U, aus Hp liegt (B)iu und (B)bu, in H und es gilt (uw, u,), = ((B)}u, (B)iu,). 

das wurde bereits in § 4 erwaihnt. Daher folgt 

(7.5) (B)i Fx fl) <¢ (RK) If fiir f aus . 

Also ist der Operator Dy = (B)i Fx im Raum § beschrinkt. 

Die Formeln (7.3), (7.4) und (7.5) zusammen ergeben endlich fiir 2’ aus 


g n’ die Beziehung 


Fx fle, = (rs rs, (A! —i) (A? - VFeo 


((B)t (vr: 7), 8! @ Dg (A — i) Fxf) 
— ((B)s ("as "a :), 8 8® Dg (A -i)(A+iFgf)+ 
((B)t (rr), OP Dg (A - i) (A — i) Fe f)— 
— ((B)t (rr), s* Dg (A — i) (A+ i) Pf) 
= (Px; 2,2) f) 


mit 
¢K:2,2 = (A+ iP Fx Dj (Bt (8 rh # rz) 
(A + i) (A — i) Fx Di (B)s (st rhs 8? rs) 4 
+ (A +i) (4+ i) Px D& (BYP rs rh) 
— (A +i) (A — i) Fg Dg (B)HO rp. #73). 


Damit ist die Formel (7.1) bewiesen. Offensichtlich gilt Fy px. n. 2= PRs 2,2 
fiir K’C K. Setzt man in (7.1) speziell f = gg. «; & aus g’— n’, so folgt 
(7.2) und Satz 4 ist bewiesen. 
(¥) ; , 

Satz 4a: Mit a vy =O sei eine beliebige, aber feste partielle Ableitung 
y-ter Ordnung nach den Variablen x’, ..., x)j bezeichnet. Im Punkte x= x} 
2) rja 
(2 x") 


a”) rp 


moge im Sinne der Konvergenz von 9 existieren, im Punkte x*= 25 





ebenso im Sinne der Metrik von $*. Dann existiert die Ableitung 


(ax2)"” 
ae + © MK: 2, x? A gj der K bie sand _~ = os 1 2 ° ] 
Bal Gatyr tm Sinne der Konvergenz des Raumes Hq fiir t= xp, 22 = zZun 
jedes reguliire K des Simultanspektrums und definiert hinsichtlich ihrer Ab- 
hiingigkeit von K eine additive Mengenfunktion, deren Wert ein Vektor in 9g ist. 
dessen Betrag innerhalb jeder reguliren Menge K, des Simultanspektrums be- 
schrénkt bleibt: 

au *) DK,: 2, x? 


A+”) MK; 2, 2? || | 
ea (ext) 


y 
| (x(a || 








(7.6) fir KC Kg. 
Die Ableitung ist fiir x’ = 2}, im Sinne der Metrik \u\\q stetig, wenn die vor- 
bezeichneten Ableitungen von ri in x) = x) hinsichtlich \\u’| beide stetig sind. 


(v + ¥” 


Fiir jedes f aus % existiert fq (a, x*) fiir x’ = x}, und es gilt 


mages ar + rv’) a vr’) 
(7.7) aa , 2) = Oe es me 





| a 
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aly + v*) , — . 
Gay Oar fx(x',2*) an der Stelle x'= x} definiert beziiglich 
seiner Abhiingigkeit von K eine komplexwertige additive Intervallfunktion, 

welche innerhalb jeden reguliiren Bereiches K, beschrénkt ist. 


Der Wert von 


italy a ; ar) rp 

Existiert in weiteren Punkten x! = &), 2*= & die Ableitung — —.- bzw. 
0 so (2 a) 

aw") rz ia —— 

Taye” dann existiert fiir beliebige regulire Bereiche K auch 


alr + v’ wy’? + y’/*) 


(2a!) (Gar®)” (2E1)9”” (a&2)*””’ YK zt, zt (§", &) 





im Punkte x), xg; &, & und definiert hinsichtlich ihrer Abhéngigkeit von K 
eine komplexwertige, additive Mengenfunktion, die im Innern jeder reguliiren 
Menge Ky des Simultanspektrums beschrinkt bleibt. 


, P , ; » iii ae — 
Diese Ableitung ist zudem im Punkte x}, x5; &), & beziiglich aller vier Va- 
riablen stetig, sofern nur die vier oben angegebenen Ableitungen von r'j in den 


betreffenden Punkten x}, bzw. &, stetig sind. 


Beweis: Wir iiberlegen uns, daB z. B. der fiir uw aus §’ durch z (u!,u?) 
(A + i)? Fy Dj (B)t (w'u®) definierte Vektor des Raumes $, stetig von w' 
und u? abhangt; es gilt lim |z (w),u2) — z (w',u?)|,= 0, sofern man nur 


n— x 


lim ||? — w’| = 0,7 = 1, 2, hat. (Mit D& sei der beim Beweis von Satz 4 ein- 


gefiihrte Operator bezeichnet.) Es folgt das aus der Beschranktheit des Ope- 


+ *\o . . ° ‘ 9 
rators F(A + i)? D& in § und aus |(B)}(ujuz — wu?) = jujuz — ula, : 
9 ° ¢ . = . o . , 
us| \u2— u®| + |u}— w|| |v!) sowie aus der fiir jeden reguliren Bereich K 


des Simultanspektrums giiltigen Ungleichung (6.1). Nun ist gx. ,: ,. Summe 
von vier Ausdriicken der obigen Form, in denen nur (A + 7)? durch ein an- 
deres Produkt, z. B. (A + i) (A — 7) usw. zu ersetzen ist und wo man uw!,u? 
durch die Vektoren sinh, tirhj; j - 1,2, zu ersetzen hat. Sind also z. B. r'. 
bei at'= a) und r=. bei x?= 2} stetig im Sinne der Metrik von $’, dann folgt 
die Stetigkeit von gx. ,: ,: als Element von §, im Punkte 2}, 2. 

Entsprechend erschlieBt man ggf. die Existenz und Stetigkeit der Ab- 
leitungen unter den dafiir aufgezihlten Voraussetzungen. Die spezielle Ge- 
stalt von ox. ,: erméglicht es, (7.6) zu schlieBen. (7.7) folgt unmittelbar 
aus (7.6) und der Stetigkeit des Skalarproduktes. Wendet man endlich die 
Formel (7.1) an, so folgt der Rest des Satzes 4a. 


§ 8. Der Spektralsatz fiir separierbare, partielle Differentialoperatoren zweiter 
Ordnung. 

Wir schranken uns in diesem Paragraphen weiter ein auf den bereits in [4] 

fiir das Punktspektrum behandelten partiellen Differentialoperator 
l é eu é eu 

8.1) Au= aa | | pt 2 + (gk? + q?k*) u 
\ ) A hk? + hi? kh | k ox res x ey u ey (q 7) 
im Hilbertraum § aller komplexwertigen Funktionen f(z, y) von zwei Va- 
riablen, die in einem méglicherweise unendlichen offenen Rechteck 1 < x< I! 
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2 <y<J* erklirt sind und fiir die im Sinne von LEBgEscueE gilt 
ff if? (e+ We) dxdy<co. Wie in [4] seien dabei p’, q’, h’, k in 


lL<a<ll, Ph <y<F. stetig und mégen fiir j = 1 nur von g, fiir j = 2 nur 
von y abhingen; es gelte p’+ 0, A'=> 0, > 0, hi’ + k > 0 und A’=0, kh’ = 0 
héchstens in einer Menge vom MaBe Null. 
Mit o'(x) = A(x) + (x), 0? (y) = A? (y) + B(y) erklare 9, als die Ge- 
i! 
samtheit aller u(x), 1 < x < I, mit f \u*(x)/? 0" (x) dx < co, §? ebenso als 
1! 12 
die Gesamtheit aller u?(y), 2 < y<F , mit f \u®(y)|? o*(y) dy < co; es sei 
= 
h* (2) k* (x) ‘ k*(y) 
kl 1 (> 2 ; 
erklart 3'(2) = Gi@aea@’ ©) — wetee’ © = BYTE): 
h*(y) 
h*(y) + k*(y) 
1. wu’ stetig, p'u!’ totalstetig im offenen Intervall <?_, V,); 


: l oF " 
1? {y) und endlich A/u/ = = [— (pu) + qu’) fiir uw’ aus W: 


2. u’, A/w’ liege in 9’; 

3. ggf. Randbedingungen bei /’, , die so gewahlt sein miissen, daB A? in’ 
hypermaximaler Operator des Raumes 9) ist (nach der Theorie der singularen 
Sturm-Liouville-Eigenwertprobleme gibt es immer mindestens ein System 
solcher Randbedingungen). 

Die Operatoren A’ in 2 geniigen dann zusammen mit den durch 


stul= si(x)ul(x) ... Pu®= #(y) u*(y) 


erklirten Operatoren s’, t/ den in §1 geforderten Bedingungen und der mit 
ihrer Hilfe definierte separierbare Operator ist mit dem zu Anfang dieses 
Paragraphen definierten Operator A identisch. Auch der oben erklarte 
Funktionenraum § entsteht nach den Regeln des §1 aus den Riéumen $' 
und ¥?. 

Wir bemerken vorweg, daB man ohne Heranziehung weiterer Hilfsmittel 
und auf véllig analogem Wege die Satze dieses Paragraphen iibertragen kann 
auf den Fall, daB A’ in 2’ hypermaximale gewoéhnliche Differentialoperatoren 
2 n-ter Ordnung sind, wie sie von K. Koparra und anderen behandelt worden 
sind. 

Man fordere nunmehr, daB fiir die Operatoren 4’ in A die Voraussetzungen 
des Satzes 1 und dessen Zusatzes | erfiillt seien. Dann sind alle in § 2 bis 6 
hergeleiteten Resultate in diesem speziellen Falle verwendbar. Aber auch die 
Saitze 4 und 4a aus $7 sind anwendbar. denn bekanntlich sind die Resol- 
venten (A/— i)-! Integraloperatoren vom CarRLEMANschen Typus. Die zuge- 
hérigen GreeNschen Funktionen r (&); r} (m) sind fiir jedes x, y aus 
lL <a2<l' bew.l? < y<F als Vektoren von 9/erklart;siesindzudem als Elemente 
von 9 in lL < 2< I bew. F< y< PF stetig nach x baw. y differenzierbar. 
Satz 4a liefert daher die Aussage, daB jedes Simultaneigenpaket Ff mit 
regulirem Bereich K inl < x<I. ,?_ <y<F stetig und stetig differenzierbar 
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ist und daB auch seine zweite gemischte partielle Ableitung dort stetig ist 
sowie daB gilt 


Fxf ry (Px:2z,y>f): ee Frfi\sy (= PR yet 


(8.2) a 

; : P) 92 a2 

ay PK! ley (+ Px:es: Ni see Px flev™ (gezy K;2,y>f) 
mit einem als Vektor des Raumes 9, inl) <x<l1,2 <y<F* stetigen 

f i C c a . - 
Yx:r,y, tir das auch dy PRit.u> Gy PRizy und ~~ y PRizy stetig sind. 
Wir bezeichnen mit w} (x; A, u), w% (y: A, #), vy = 1,2, die Lésungen von 

(8.3) (pi) wu’) + qu = (Ahi + uk’) wi, 


2 


fiir die fir x =, y=P,l <V<l’ gilt 


w} (V; A, w) l; p wy pg =0; wi (PV; 4,4) =0; p wi yp =1. 


(Mit w’’ sei die Ableitung von w’ nach x bzw. y gemeint.) Offenbar sind die 

w! fiir jedes feste x, y ganze Funktionen in jeder der Variablen 4 und uw. Fiir 

eine beliebige in einem Bereich K, der A, u-Ebene erklirte, beschrinkte 

Mengenfunktion y (K) erklare die Integrale J,, = [ wi (x: A, u) w? (y; A.u)dy(K) 
Ky 

genau analog zum gewdhnlichen Stieltjesintegral und zum zweidimen- 

sionalen Rremannschen Integral. 


fiir jede im Sinne von § 8 regulire Menge K des Simultanspektrums, so da gilt 


Hilfssatz 7: Es gibt vier Simultaneigenpakete vy.,,,v,% = 1,2, erklart 


(8.4) fx. (a, y)=Fefley= > fwi(xid, m) we (y: 4, wo) d ((ex:..x- Plz yl- 
v,x=1 Ky (R) 
Die vx., , sind eindeutig bestimmt. 
Beweis: Wenn wir in (8.4) speziell setzen x = l', y = P*, so folgt 


2 o OTK. 
fe (PLP) = (ug, f): p* a 


1 OF K 1,2” . 

(vg,.+1,f); pp fr, ln. = (Ux,:+:: f)- 
Durch Vergleich mit den vier Gleichungen (8.2) ergibt sich daher aus der 
tichtigkeit von (8.4): 


(UK,;»2, f) 
(8.5) 
P 


Cc 
ex Pe Ox dy 


UK.» = Px,-1ps UK,.»: = PP) ay PRKeily 
7: ’ g=— 
(8.6) oe 
‘ - pip — _ pli) »2(]2 
UK,» = P(E) =, PRine |S Vq,.»2 = P(E) p?(P) @aey PReiny | 
y=— 


Damit ist die Eindeutigkeit der v,., , nachgewiesen. 
Zur Vollendung des Beweises von Hilfssatz 7 haben wir zu zeigen, daB die 
Funktion 
C(Kyst.y)=fxley- SD ff wileiaw wily: 4d y,, (RK). 


4 vy 
v,.x=1 Ky (K) 


wo definiert sei 


¥1,1 (K) = fx |n.es Y1,2 (A) = p* (P) ‘ fx (2, Y) |p,p; 
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2 


v2.1 (K) = PP) = fx (2, y)\n,e3 Y22(K)= PO) PO) oe tx lz Wier, 


carcy 


identisch verschwindet. 
Fiir fx = Fx f gilt 
A fx. = f Adfx, Afx,= [udfg, 
~e K, wa K, 


wobei die Konvergenz der Integrale im Sinne von § zu verstehen ist; also 
2 


fiir fast alle x,y aus 1) <2<l',F <y<? gilt. Aus der Stetigkeit von 
A fx |, sowie der des Integrales { Ad (f,|, ,) in x und y folgt, daB auch gilt 


K, (RK) 
A fr, rey [Ad (fx r y)3 A fr, ru fy d (fx r y) 
K, (K) K, (K) 
fiir jedes x, y aus l' <2x<I',F < y</*.. Anwendung der Gleichungen (6.2) 


liefert daher, daB die Funktion ¢,(K,; x, y) = fx 
Gleichungssystems 


r.y eine Lésung ist des 


= (p! (x) =~ ¢,(K,; x,y)) q(x) 6, (Kg; x. y) =) (x) | Adl,(K;2,y) 


RK. (R) 
+. kl (a) | wd t,(K; 2x, y), 
RK. (RK) 
(8.7) , 
= { p?(y) . C1 (Kg; x y))+ Bly) & (Ko: & y) = h? (y) | Ad{,(K;2, y) 
cy cy K. (BR) 
k?(y) | udl,(K; 2, y). 
k (K) 


Bedenkt man, daB die Funktionen w! (x; 4, 4), wz (y; 4, u) Lésungen von 
(8.3) sind, so folgert man leicht die Beziehungen (8.7) auch fiir jedes der Inte- 
grale, die in € als weitere Summanden auftreten, also gelten sie auch fiir ¢ 
selbst. Wir diirfen uns nun ohne Verminderung der Allgemeinheit darauf be- 
schrinken ¢€(K; 2, y)=0 zu zeigen fiir alle reguliren K = K, ,, die die 
[A RAS Oe ESP S Me- 


folgende spezielle Rechtecksgestalt besitzen: K,. ,,. 
Fiir sie nehmen nach partieller Integration die Gleichungen (8.7) die nach- 


~H 


folgende Gestalt an: 


j 


é ac ‘ . ee ‘ 
ax p +f (VQ —A, hi — uyk)C h(x) | C(K,,.;2,y)da 
k(x) | C(K,,3;2,y) dp, 
(8.8) , " 
a > 4 9 - 9 2\ * 9 4 © , 4 
ay P Gy * (q? — Ag h? + wok) h? (y) | C(Ky,,,3 2%, y)da 


k? (y) | C(Ky 43%, y)du. 
B’ 

_ 
dy ~ 


Die Funktionen x, (x; 2, uw) = € (K,.,,; 2, 1?); #2 (x; A, w) 


(x oe y) y 2? 
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geniigen beide der ersten der Gleichungen (8.8) und iiberdies den Rand- 


a 
bedingungen x! (I'; A, «) = xg Me (%; A,u) | =0. Daher folgt 
z=l' 
Ae Ze 
%, (X93 Ag, Mo) = — f J G9 (Xo: ©; Ags Mo) %, (23 A, Mg) A(x) dx dA — 
v P 
Mo Ze 
— { [9 (xq, ©; Ag, Mo) %, (23 Ag, ) B(x) dx du 
w PB 
mit 


g (Xq, X; Ag, Mo) = WI (293 Ag» Mo) WE (TX; Ag, Mo) — W(X; Ag, Mo) WE (2%; Ags Mo) - 
Daraus folgt durch die iibliche Iteration x,(2;/4,u)=0, »=1,2. Fir 
£(K,,,3 x, y) gelten also bei festem x = 2, neben der zweiten Gleichung (8.8) 
die Randbedingungen 


a 
C(K 


: Ze, @) ay C(K, .3 2% Hilyor =O, 


woraus durch erneute Anwendung der oben durchgefiihrten SchluBweise 
folet, daB € = 0 gilt. Also ist Hilfssatz 7 bewiesen. 

Satz 5: Hs existieren héchstens abzihlbar viele simultane Punkteigenwerte 
p,= {A,, u,} der Operatoren A und A und zu jedem p, héchstens vier paarweise 
orthogonale und normierte simultane Eigenelemente w,, 4 =y. x. x’ yh « (z)ye.(y), 
x, x' = 1,2 in Produktform, fiir die gilt 


2 - I, 


AY, «7 =A, Seats 2KHiav@ hh Meads 

(Wy, x, xs Pry, 2,0 = Dy, », * Dae, * Dx’. 2,’3 (Ox, = Kroneckersymbol). 
Es existiert ferner eine 4x 4-Matrix P e ((Oy, x: ’,0 (K))) (y, # = vordere, 
",x' = hintere Indizes; y, y',x,x%'=0,1,) von homple xwertigen, additiven 
Me ngenfunktionen der A, u-Ebene, erklirt ps jede regulére Menge K des Simul- 
tanspektrums und als Matrix beschriinkt innerhalb jedes reguliren K,, stetig 
abhiingig von 2’, 2", uw’, uw’ im Falle, daB K, das Rechteck 2’ SAS 2" WSs" 
ist und so daB P (K) fiir jedes regulére K positiv semidefinit ist und dap endlich 
fiir willkiirliche, nicht notwendig im Sinne von § 6 reguliére Bereiche Ky und 
fiir f aus H gilt 


Wy x a 
(8.9) 


Fx, f rey Py (Wy, x, x eh Wy. x, x’ (2; y) i 


Py Ky 
(8.10) 2 
+ f SX wh (x; A, u) wk (y; 4, uw) da,, (K) 
K,:a y,x=1 (K) - 
mit 
A 
(8.11) a, ,(K)= f f wg.,,x y) f (a, y) (h(a) k2(y) + k(x) h? (y)) dx dy, 
le 


wobei fiir die (stetigen) Simultaneigenpakete wg... (x, y) im jeder reguliren 
Menge des Simultanspektrums gilt 


(8.12) Ogyn(ay=f J wi, (x; A, mw) we (ys A, mw) doy, x: 5,0 (R’), 
K y',x=1 
(8.13) Ov, x: y’,x (K) = (MK: v0 OR: y, x) 
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Die Integrale f{ w', (x; A, pw) wh (y; A, més, y.x(K) konvergieren dabei in bezug 
kK, 
auf x, y gleichméfig in Leseagm Teilrechteck ne <a<l! i <y<F des Recht. 


eckes TL <x<l,P <y<F—-, falls nur die Punktmenge K, im Sinne des § 6 
regulér ist. Enthalt K, irregulire Punkte, dann istz= { 3) ww? as, , (RK) 
A y,x=1 


als uneigentliches Integral im Sinne der Konvergenz in sabdiinin, d.h. z 
ist diejenige Funktion aus 9, fiir die gilt 


' : ag! aot ry) = 

lim |z— y w,w,da,, (K)| = 0"). 
K,’-—»> K,a J, v% 1 (RK) 
KR, C Kya Ke 


Fiir f aus gilt die Entwicklung 


f(x, y) -— a C7 x’? f) Wo, x, x’ + 
(8.14) ‘ _ 
+f XS wh (x; A, pw) wi (y; 4, w) da,,,, (K), 


ay,x=1 (RK) 
wobeit wiederum Summe und Integral im Sinne der Metrik von % konvergieren. 
Beweis: Wir ziehen zum Beweis die Saitze 9 und 10 der §§ 13 und 14 heran. 
Die Voraussetzungen dieser Sitze sind hier erfiillt. Insbesondere sind die 
Nullriume der Operatoren (A'— As'— yt’) und (A?— A+ ws?) fiir jedes 
4, u héchstens zweidimensional, da es sich um Differentialoperatoren zweiter 
onan handelt. Zu jedem simultanen Punkteigenwert p,= {A,,u,} von A 


und A gibt es daher héchstens vier paarweise orthogonale Eigenelemente 
Y,.».x in der Produktform y, y v= %y, x. Vi. «(%) py? w(y), *, x’ = 1, 2, (mit 
Normierungsfaktoren «, , ,-), welche den zugehérigen simultanen Eigenraum 
aufspannen. Fiir sie gilt y, , . €A- A. 

Nach Satz 9 gibt es keine Eigenpakete von A in Y, die gleichzeitig Eigen- 
elemente von A in a sind und umgekehrt keine Eigenpakete von A in 2, die 
Eigenelemente von A in er sind. Sind daher P, und P, die stetigen Anteile 
der Spektralscharen Z, und E, und ist P,,= lim P, P., = lim P,,, so folgt fir 


A— co p— Co 
einen beliebigen, nicht notwendig reguliren Bereich K, der A, u-Ebene 
Fx f= ps (Wy, x, x’> f) Yo, x, 0 
p, € Ky 
+ im FP. ?..f. 

K— K,a 

Kc K,a 
Aus Hilfssatz 7 folgen daher sofort die Formeln (8.10) und (8.11) mit w,.,, , 
= P,. P.. vx.,,,. Die wx., , sind wiederum stetige Simultaneigenpakete"). 

Nach Hilfssatz 7 gilt daher 


@g-y, xlz.y = y | w, (x; A, w) wie (y; A, v) S (ox; Yds Om: y, a): 
y,2w=1. 
K 
%) Zur Definition von G vgl. den SchluB von § 6. 
1) Unter einem stetigen Simultaneigenpaket verstehen wir ein Eigenpaket vg, welches 
stetig von J’, A”, ux’, wu” abhangt, im Falle, daB speziell K als das Rechteck 4’< A=”, 
# Sus wp” gewahlt wird. 





—_ 
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Setzt man speziell 0, ,.~ (K) = (Mx: ,. @x-y,,), 80 ergeben sich die Re- 
lationen (8.12) und (8.13). 

Aus (8.13) ergibt sich unmittelbar, daB die Matrix P(K) = ((@,, .. 4”, (K))) 
positiv semidefinit ist. Aus der Stetigkeit der Eigenpakete w,., , folgt die 
fiir die 9, ..,,, behauptete Stetigkeitseigenschaft. Auch folgert man un- 
mittelbar die gleichmaBige Beschrinktheit der Matrix P(K) fiir KCK, 
(K, eine beliebige regulire Menge des Simultanspektrums). LaBt man in (8.10) 
die Menge K, eine die Menge a ausschépfende Folge durchlaufen, so ergibt 
sich (8.14). Damit ist Satz 5 bewiesen. 

Wir fragen zuletzt nach Bedingungen fiir die gleichmaBige Konvergenz 
der Entwicklung (8.14) in bezug auf die Variablen x und y. Dazu sei ohne 
Beweis folgendes Resultat angegeben. 

Satz 5a: Wenn der Operator B = (s's*+ tt?) beschriinkt ist, so daB die 
beiden Metriken \\u\| und |\u\\, topologisch dquivalent sind — das ist z. B. der 
Fall, wenn (s')-! und (s?)- oder (s')-1 und (#)-1 beschriinkt sind — dann ist die 
Entwicklung (8.14) fiir jedes f aus dem Durchschnitt der Definitionsbereiche 
D4 — i: und DZ _ ip gleichméBig konvergent in jedem Rechteck 


RKs2skhk Esysh mitt Bc Kh ck ch AcE ck <k. 


Literatur. 


[1] CanLeman, T.: Sur les équations intégrales singuliéres a noyau réel et symétrique; 
Uppsala 1923. — [2] CarLeman, T.: Sur la théorie mathématique de l’équation de Schré- 
dinger; Arkiv fér Math. Astr. och Fysik, 24B, No 11. — [3] Corpss, H. O.: Separation 
der Variablen in Hitpertschen Raumen; Math. Ann. 125, 401—434 (1953). — [4] Cor- 
pes, H. O.: Der Entwicklungssatz nach Produkten bei singuléren Eigenwertproblemen 
partieller Differentialgleichungen, die durch Separation zerfallen; Nachr. Akad. Wiss. 
Gottingen 1954. — [5] Frrepricus, K. 0.: On the perturbation of continous spectra; 
Communicat. Appl. Math. 1, 361—406 (1948). — [6] Hetnz, E.: Beitrage zur Stérungs- 
theorie der Spektralzerlegung; Math. Ann. 128, 415—438 (1951). — [7] His, E.: Uber 
Integraldarstellungen willkiirlicher Funktionen; Math. Ann. 66, 1—66 (1909). — [8]Ko- 
parrA, K.: On Ordinary differential equations of any even order and the corresponding 
eigenfunction expansions; Amer. J. Math. 72, 502—544 (1950). — [9] Mossr, J.: Stérungs- 
theorie des kontinuierlichen Spektrums fiir gewéhnliche Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung; Math. Ann. 125, 366—393 (1953). — [10] Retiica, F.: Stérungstheorie der 
Spektralzerlegung, II. Mitteilung; Math. Ann. 118, 677—685 (1937); V. Mitteilung; Math. 
Ann. 118, 462—484 (1942). — [11] Retuicu, F.: Spectral theory of a second-order or- 
dinary differential operator; lectures delivered at New York University Fall 1950. — 
[12] Scuur, I.: Bemerkungen zur Theorie der beschrankten Bilinearformen mit unendlich 
vielen Veranderlichen; J. f. reine angew. Math. 140, 1—28 (1911). — [13] Srons, M. H.: 
Linear transformations in Hilbert space; Amer. Math. Soc. Coll. Publ. XV, New York 
1932. — [14] Trrcumarsu, E. C.: Eigenfunction expansions associated with second order 
differential equations; Oxford 1946. — [15] Wey, H.: Uber gewéhnliche Differential- 
gleichungen mit Singularitéten und die zugehérigen Entwicklungen willkiirlicher Funk- 
tionen. Math. Ann. 68, 220—269 (1910). — [16] Wsy1, H.: Uber gewdhnliche Diffe- 
rentialgleichungen mit singuliren Stellen und ihre Eigenfunktionen (2. Note); Nachr. 
Ges. Wiss. Giéttingen 1910, 442—467. — [17] Yourkawa, J.: Ein zweiparametriges 
Oszillationstheorem; Nachr. Ges. Wiss. Géttingen 1910, 586—594. 


( Eingegangen am 12. Mai 1954.) 
Math. Ann. 128. 20 











ZavuBeEK, O. 
Math. Annalen, Bd. 128. S. 290—304 (1954). 


Uber Zusammenhangseigenschaften von Grenzmengen. 
Von 


OruMAR ZAUBEK in Wien. 


Es sollen hier einige Entwicklungen iiber Zusammenhangseigenschaften 
von Grenzmengen gebracht werden, deren Ergebnisse iiber den bekannten 
Satz von Zorett1') und analoge bekannte Sitze hinausreichen und welche in 
der mir bekannten Literatur nicht auftreten. 

Der Satz von ZoRETTI wird gewohnlich fiir metrische Punktmengen aus- 
gesprochen und bewiesen, er gilt jedoch auch fiir gewisse topologische Raume. 
Wir wollen in den folgenden Entwicklungen unter einem topologischen Raum 
einen Raum verstehen, in welchem das zweite Trennungsaxiom (die zweite 
Trennungseigenschaft) gilt. Um etwaigen Mi®verstaéndnissen und Unklar- 
heiten vorzubeugen, verstehen wir also hier unter einem topologischen Raum, 
bzw. unter einer topologischen Menge genau jenen Raum, wie er bei H. Hany, 
Reelle Funktionen, 1932, S. 46, §9, 1°) erklirt wird. Ebenso werden alle 
anderen hier verwendeten Begriffe, soweit diese nicht naher erklirt werden 
wie offen, abgeschlossen, Haufungspunkt einer Punktmenge, Haufungspunkt 
einer Punktfolge usw., genau in dem Sinne verstanden, wie diese in dem ge- 
nannten Buche von H. Hau#w erklart sind. 

Um die Sitze sehr allgemein aussprechen zu kénnen, ist es zweckmaBig. 
einige, meines Wissens bisher nicht verwendete, den Problemen angepaBte 
Begriffe zu verwenden. Wir geben dazu folgende Erklirung: 

Definition 1. Die wunendliche Punktfolge ((a,)) eines topologischen 
Raumes hei8t kompakt, wenn jede unendliche Teilfolge derselben mindestens 
einen Hiufungspunkt hat. 

Ist ((A,)) eine unendliche Folge von Mengen desselben topologischen 
Raumes, ((a,,)) eine Punktfolge und gibt es zu jedem / ein n,, so daB n,.,> m, 
und a, € A, ist, so heiBt die Punktfolge ((a,)) der Mengenfolge ((A,,)) zuge- 
ordnet. 

((A,)) hei®t kompakt, wenn jede ((A,,)) zugeordnete Punktfolge kompakt 
ist. 

Eine topologische Menge heiBt fastzusammenhingend, wenn ihre abge- 
schlossene Hille zusammenhingend ist. 

Aus dieser Definition ergibt sich sogleich, daB jede Mengenfolge, deren 
Glieder Mengen eines kompakten Raumes sind, kompakt ist. Nennen wir ab- 
weichend von H. Haun die obere (untere) Naiherungsgrenze von ((A,)), wie 

1) L. Zonetti: J. d. Math. (6) 1 (1905), 8. Hausporrr: Mengenlehre, 1935, S. 163, 


Satz XIX. Dieses Werk wird im folgenden kurz als Hausporrr angefiihrt. 
*) Im folgenden kurz als Haun angefiihrt. 
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meist iiblich, den oberen (unteren) abgeschlossenen Limes von ((A,,)) und be- 
zeichnen wir in den folgenden Entwicklungen aligemein mit X° die abge- 
schlossene Hiille der Punktmenge X, so gilt folgender Satz: 

Satz*). Ist ((A,)) eine kompakte Mengenfolge eines topologischen Raumes 
R, A ihr oberer abgeschlossener Limes und U eine beliebige Umgebung von A, 
so ist A, © U und, wenn R ein normaler Raum ist, sogar A? C U fiir fast alle n. 
Ist R ein metrischer Raum, so ist A in sich kompakt. Ist R ein metrischer 
Raum und A der untere abgeschlossene Limes von ((A,)), @ > 0 und A, , die 
o-Umgebung von A,,, so ist A C A, , fiir fast alle n. 

Beweis. Angenommen, der erste Teil des Satzes wire nicht richtig, so 
giibe es unendlich viele n,, so daB Qn, & An, und an,~ € U ist. ((a,,,)) ist eine 
((A,,)) zugeordnete Punktfolge und hat, weil ((A,,)) kompakt ist, mindestens 
einen Haufungspunkt h. Es ist h ~ e U, wahrend anderseits he A ist. Dies 
ist ein Widerspruch. Der zweite Teil des Satzes ergibt sich aus dem ersten 
Teile mit Hilfe eines bekannten Satzes‘) iiber Umgebungen abgeschlossener 
Mengen in normalen Raiumen. 

Ist A eine unendliche Menge und B eine beliebige, abzihlbar unendliche 


Teilmenge {b,, b,,...6,,...} von A,so gibt es zu jedem natiirlichen / ein n,, 
so daB Ay, b, « Aye A ™ ist und n,,, > m, fiir jedes / ist. | a, )) ist eine ((A,,)) 


1 
l 
zugeordnete Folge, und da ((A,,)) kompakt ist, hat ((@,,)) mindestens einen 


® . 
; ist, ist h Haufungspunkt von B. Da A 
abgeschlossen ist, ist daher A in sich kompakt. 


Haiufungspunkt h, und da Ay, by ‘ 


Da nun A abgeschlossen und Teilmenge von A ist, ist A in sich kompakt. 
Nun folgt der letzte Teil des Satzes aus einem bekannten Satze iiber Mengen- 
folgen®). 

Beim Satze als auch beim Beweise sind, abweichend von H. Hann, auch 
gegebenenfalls Umgebungen der leeren Menge zu betrachten. 

Wir kénnen nun folgenden Satz aussprechen : 

Satz 1. Ist ((A,)) eine kompakte Mengenfolge eines normalen Raumes R, 
deren Mengen A,, fast alle fastzusammenhangend sind, und ist der untere ab- 
geschlossene Limes A der Folge nicht leer, so ist der obere abgeschlossene 
Limes A der Folge zusammenhingend. 

Beweis. Ist A nicht zusammenhiangend, so gibt es zwei nicht leere, abge- 
schlossene, fremde Mengen B, und B,, so daB 3,+ B,= A ist. Da R normal 
ist, gibt es zwei fremde offene Mengen U, und U,, so daB B, c U, und B,C U, 


ist. Da ((A,,)) kompakt, R normal und U = U,+ U, eine Umgebung von A 
ist, ist nach dem soeben bewiesenen Satze A® C U fiir fast alle n. Da nun nach 
Voraussetzung A® fiir fast alle n zusammenhiangend ist, gibt es ein n*, so daB 
fiir n > n*, A® entweder Teilmenge von U, oder Teilmenge von U, ist. Da 
B, und B, beide nicht leer sind, gibt es daher unendlich viele Glieder der 

*) Der Satz stellt eine Verallgemeinerung und Verschirfung der Satze 17.1.5] und 
17.1.61 im Buche von Haun dar. 

*) Hann, S. 87, Satz 14.2.21. 

5) Hann, 8. 108, Satz 17.1.61. 


20* 








292 OTHMAR ZAUBEK: 


Folge, welche Teilmenge von U,, und unendlich viele Glieder, welche Teil- 
menge von U, sind. Daraus folgert man sogleich, daB A leer ist. Dies gibt 
einen Widerspruch. 

Um nun zu allgemeineren Siatzen zu gelangen, verwenden wir folgende 
bekannte Beziehung*), welche auch direkt sehr leicht nachgewiesen werden 
kann. Bezeichnen wir generell mit A den oberen abgeschlossenen Limes von 
((A,)), so ist 


(1) A = 8° 8... 88..., wobei S,= A,+ Agiy+ Anigt "°° +4 


ist. Ist ((A,)) kompakt, so ist, wie man leicht sieht, auch ((S,,)) kompakt. 
Mit Hilfe dieser Darstellung beweisen wir nun folgenden Satz: 

Satz 2. Ist ((A,)) eine kompakte Mengenfolge eines normalen Raumes 
und ist S, = A, + Aguyt+*** + Ansimt, ---, 80 ist, damit ihr oberer abgeschlos- 
sener Limes A zusammenhingend ist, notwendig und hinreichend, daB fiir je 
zwei fremde offene Mengen U und J, fiir welche US, und VS, fiir jedes n 
nicht leer sind, fiir jedes n,-S? nicht Teilmenge von U + V ist. 

Beweis. Ist nimlich die Bedingung nicht erfiillt, so gibt es zwei fremde 
offene Mengen U und V, so da fiir unendlich viele n,, Sj,.¢U + V und 
nicht leer sind. Fiir jedes k gibt es ein a,e US 


sowohl S,,U als auch S,, V ny 


und ein b,¢ V S,,, und da ((A,)), also auch ((S,,)) kompakt und auBerdem ((S,,)) 
monoton abnehmend ist, besitzen die Folgen ((a,)) und ((,)) je mindestens 
einen Haufungspunkt, welcher zu jedem S} gehért. Es ist, wie man sogleich 
sieht, he U und h’eV. Da hk und h’ Punkte von A sind, sind AU und AV 
nicht leer, und da nach (1) A der Durchschnitt der Mengen S° ist, ist AC Sr,S 

U+V. Also ist A=AU+AV. Dies ist eine Zerlegung von A in zwei 
nicht leere, fremde, in A offene Summanden, A ist daher nicht zusammen- 
hangend. Die Bedingung des Satzes ist daher notwendig. Ist anderseits 
A nicht zusammenhiangend, so gibt es bei den Voraussetzungen iiber den zu 
Grunde gelegten Raum, wie beim Beweise des Satzes 1 naher gezeigt wurde, 
zwei fremde, offene Mengen U und V,so daB AC U+V und AU und AV 
nicht leer sind. Da die Folge ((A,)) kompakt, der Raum normal und U + V 
eine Umgebung von A ist, so ist nach dem eingangs bewiesenen Satze S® ¢ 
CU +V fiir fast alle n. Anderseits ist nach (1) US82A4U und VSS2 AV. 
Es sind daher fiir alle n, U S8 und V 8° nicht leer, und da U und V offen sind, 
sind nach einem bekannten Satze’) auch U S,, und V S,, fiir jedes n nicht leer. 
Damit ist der Satz auf indirektem Wege bewiesen. 

Der Satz 2 enthalt Satz 1 als Folgesatz. Sind nimlich U und V zwei be- 
liebige, den Bedingungen des Satzes 2 geniigende Mengen und ist Sc U +V 
und A,, fastzusammenhangend fiir fast alle n, so ist A® fiir fast alle n entweder 
Teilmenge von U oder von V. Also ist in diesem Falle der untere abgeschlossene 
Limes der Folge leer. 

Fiir die Praxis ist es offenbar bequemer, einen vom Satze 2 unabhangigen 
direkten Beweis des Satzes 1 zu haben. 


~*) Haun, S. 105, Satz 17.1.14. 
7) Hann, S. 58, Satz 10.5.411. 
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In metrischen Raiumen kann man mit spezifisch metrischen Begriffs- 
bildungen weitere Kriterien entwickeln. Diesen wollen wir uns jetzt zuwenden. 

Definition 2. Die obere Grenze der Distanzen*) je zweier Punkte einer 
mehrpunktigen, metrischen Menge heiBt die innere Distanz der Punktmenge. 
Die innere Distanz einer héchstens einpunktigen metrischen Punktmenge 
wird Null gesetzt. 

Es gilt dann der Satz: 


Satz 3. Ist i(A) die innere Distanz von A,i(B) diejenige von B und 
ist A Teilmenge der o-Umgebung B, von B und B Teilmenge der o-Umgebung 
A, von A, so ist entweder |i (A) — i (B)| S 2 max (0,0) oder es ist 7 (A) 

i (B) = + o. 

Beweis. Ist A mehrpunktig, d > 0 und sind a und b zwei beliebige Punkte 
von A und i(B)<+ ©, so gibt es zwei Punkte a’e B und b’e B, so daB 
aa’ < 9 und bb’ < 9 ist. a’ und b’ lassen sich in B durch eine (# + ¢ (B))-Kette *) 
verbinden. Es gibt also endlich viele Punkte a’= pj, p3,... p,= 6’ aus B, 
so daB p; p;,,<@+ i (B) ist. Da B Teilmenge von A, ist, gibt es zu jedem p; 
ein p,; aus A, so daB p;p; <a ist. Nach der Entfernungsungleichung fiir metri- 
sche Riume ist daherap,< aa’+ a’ p; + pop,.<@+0+0+ %(B) und analog 
ist firi < n — 2, pp pjiiy<20+0+ i(B) und p,_,b6<0+0+0+i(B). Dem- 
nach lassen sich je zwei Punkte von A durch eine i (B) + 0 + 2max(o, o)-Kette 
in A verbinden. Vdéllig analog verlaiuft der Beweis, wenn man von der Menge B 
ausgeht. Ist eine der Mengen einpunktig oder leer, so ergibt sich der Beweis 
des Satzes unmittelbar. Da @> 0 beliebig gewahlt werden kann, ist damit der 
Satz bewiesen. 

Nennen wir in iiblicher Weise die Mengenfolge ((A,,)) metrisch konvergent 
mit dem Limes A, wenn es eine abgeschlossene Menge A gibt, so daB fiir jedes 
o> 0, A,° A, und ACA, , fiir fast alle n gilt), so folgt aus dem Satze 3 
sogleich der wichtige Satz: 

Satz 4"). Ist die Folge ((A,,)) metrisch konvergent, A ihr Limes, so hat 
die Folge i (A,,) einen Grenzwert und es ist lim i(A,) = 7 (A). 

n-> + OO 

Aus dem letzten Satz ergibt sich mit Hilfe der Darstellung (1) und dem 
eingangs bewiesenen Satz, aus welchem folgt, daB im metrischen Raume 
monotone, kompakte Folgen metrisch konvergent sind, und dem leicht zu 
beweisenden Satze, wonach fiir die innere Distanz der Vereinigungsmenge V 
aller Glieder A,, einer monoton wachsenden Folge ((A,,)) die Beziehung gilt : 
i(V) < lim 7 (A,), sogleich die Beziehung: 


n—> co 





lim (A, + Agis'** + Anim) 24 (S,)- 


m-> + CO 





8) Hausporrr, 1935, 8. 158. 

®) Haun, 8. 100, 2. Etwas davon abweichend bei Hausporrr, 8. 158. 

10) Die hier verwendete Definition der metrischen Konvergenz stimmt mit dem Kon- 
vergenzbegriff von Hst-Pao-Lvu iiberein. Hsij-Pao-Lu: On the limit of a sequence of 
point sets. Bull. Amer. Math. Soc. 41, 502—504 (1935). 

11) Ein Teil dieses Satzes findet sich ‘iir monoton abnehmende Folgen bei ALEXAN- 
pRoFF-Hoprr: Topologie, 1935, S. 118, Satz III. 
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Ist nun ((A,,)) kompakt, so ist auch ((S,)) kompakt, also, worauf soeben hin- 
gewiesen wurde, ((S,,)) metrisch konvergent, so daB lim i (S,,) = i (A) ist, so 


n> 7+ x 


daB schlieBlich die Beziehung gilt: 
lim [ lim #(Ay+ Angus + Anse’ ** Antm)] 24 (A). 


a—-7ro mM a 





Aus dieser Beziehung ergeben sich sogleich nach einem bekannten Satze?2) 
hinreichende Bedingungen dafiir, daB der obere abgeschlossene Limes einer 
kompakten Mengenfolge zusammenhingend ist. Im kompakten Raume 
yelten gemaiB den vorhergehenden Uberlegungen in den beiden Beziehungen 
die Gleichheitszeichen, und die unteren Limiten kénnen einfach durch die 
Grenzwerte ersetzt werden. Denn dann sind die Folgen ((BY’)) mit BY”? 

A,+ Ans *** + Ans+m kompakt und monoton, also metrisch konvergent 
mit dem Limes S® und es ist i (S®) = 7 (S,,), da, wie man sehr leicht zeigt, 
fiir jede metrische Menge X, i (X) = i (X°) ist. Es bleibt also die Frage offen, 
ob die Gleichheitszeichen in diesen Beziehungen fiir kompakte Folgen auch 
in nicht kompakten Raéumen, bzw. in Raumen gelten, in welchen fiir alle n, 
S,, nicht kompakt ist. Ein sehr einfaches Beispiel fiir den letzten Fall erhalten 
wir, wenn wir als Raum die Menge aller rationalen Punkte des R, und fiir A,, 


, aan 
die Menge aller rationalen Punkte des Intervalls ( io )nehmen. ((A,,)) ist 


metrisch konvergent mit dem Limes {0}, und ((A,)) ist kompakt, ohne da 
ein A, kompakt ist, und es gelten trotzdem die Gleichheitszeichen. Um die 
Frage zu beantworten, erweist es sich als zweckmaBig, feinere Kompakt- 
eigenschaften zu verwenden. 

Definition 3. Die metrische Menge A heiBe A-kompakt, wenn es zu jedem 
d> 0 und jeder unendlichen Teilmenge B von A mindestens einen Punkt p 
des Raumes gibt, so daB der Durchschnitt von B mit der sphirischen Umgebung 
von p vom Radius 4 + @ unendlich viele Punkte enthilt. 

Die untere Grenze aller Zahlen /, fiir welche A A-kompakt ist, heiBt die 
Kompaktibilitat von A. Gibt es keine reelle Zahl z, fiir welche A x-kompakt 
ist, so wird die Kompaktibilitaét von A, + co gesetzt. 

Mit Hilfe dieses Begriffes haben wir nun die Méglichkeit, die nicht kom- 
pakten Mengen weiter zu unterscheiden, und wir kénnen damit einige der 
bisher aufgestellten Satze verschirfen, bzw. verallgemeinern. Wir wollen 
jedoch hier nur auf zwei Sitze hinweisen, welche wir zur Beantwortung un- 
serer Frage bendtigen. Ist ((A,,)) monoton wachsend, V ihre Vereinigungs- 
menge und ist V A-kompakt, so ist: 

i(V)< lim i(A,)< lim i(A,) < max [i(V),24] =m. 


a-> + co n-> + @ 





Der erste Teil der Behauptung wurde bereits vorhin beniitzt, so daB wir 
uns auf den Beweis des letzten Teiles der Behauptung beschriinken. Diesen 
beweisen wir indirekt. Wire die Behauptung nicht richtig, so giibe es ein 
d> 0 und eine unendliche Teilfolge ((A,,)) von ((A,,)), so daB i (A nm) =m+2 C) 


#2) Haun, 8. 101, Satz 16.2.21 und Havusporrr, 8. 159, Satz XIV. 
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wire. Es giibe dann fiir jedes k in An, mindestens zwei Punkte a, und b,, 
deren Distanz in A,, gréBer als m + @ wiire. ((a,)) und ((b,)) sind Punktfolgen 


aus V und da V A-kom. ist, gibt es ein «, so da8 fiir unendlich viele k, a, 
Punkt der spharischen Umgebung vom Radius A + @ Yon « ist, und es gibt 


einen Punkt # mit analogen Eigenschaften fiir die Folge ((b,))'*). « und £ sind 


, , — Oh ox : 
in V + {a, B} durch eine |max (4(V), A)+ 3 |-Kette verbunden, deren endlich 


viele Punkte « = p,, P2,..-, Py, = 8, mit Ausnahme héchstens von « und , 
Punkte von V und daher Punkte fast aller A,, sind. Daher ist die Kette a,, 
De» Ps -+ +> Pa—1» 0» eine jmax (t(V), 2 A) 4 3 | Kette fiir unendlich viele k in 
Ay,- Dies steht aber im Widerspruch damit, daB die Distanz von a,, b, in An, 
gréBer als m + @ fiir jedes k ist. Aus der soeben bewiesenen Beziehung ergibt 
sich der folgende Satz: 

Satz. Ist ((A,)) eine monoton wachsende Mengenfolge eines metrischen 
Xaumes, V ihre Vereinigungsmenge und K (V) die Kompaktibilitét von V, 
so besteht die Beziehung: 

i(V) lim 7(A,): lim i (A,,) S max [i (V), 2 K (V)]. 
nto n—> + « 

Der zweite Satz, welchen wir brauchen, besagt, daB, wenn A A-kompakt 
und B Teilmenge der o-Umgebung A, von 4A ist, B, (o + A)-kompakt ist. Der 
Beweis bietet keine Schwierigkeiten. ‘Wir kehren nun zur Ausgangsfrage zu- 
riick. Da ((S°)) gegen A metrisch konvergiert, wenn ((A,)) kompakt ist und 
A nach dem eingangs bewiesenen Satze in sich kompakt ist und daher die 
Kompaktibilitét von A Nullist, gibt es zu jedem @> 0 ein ny, so daB fiir 
n = n, die Kompaktibilitat von S° < @ ist. Da ((BY)) mit BY? = A,+A,4,4+ 
+ A,.,, monoton ist mit S,, als Vereinigungsmenge, ist also nach dem soeben 
hewiesenen Satze: 





i(S,)=7%(S2)< lim 7¢(BM): lim i (BY) s max [i (S,), 2 2] 


m+ x m—-> + x 
fiir n > n,. Da @ > 0 beliebig wahlbar ist, erhalten wir daher den ersten Teil 
des folgenden Satzes. 
Satz 5. Ist ((A,)) eine kompakte Mengenfolge eines metrischen Raumes, 
A ihr oberer abgeschlossener Limes, dann existieren stets die Doppellimiten 


lim [ lim i (A, + Ags1°** Ansm)] 


n > + x m >-+ x 
lim [ lim ¢(A, + Ani, +°°*+ Anim) = L 
n-> + OC nu-> + & 


und es ist L = i (A), auch ist stets i (A) endlich. A ist dann und nur dann 
zusammenhangend, wenn L = 0 ist. 
18) Genauer: Es gibt ein « und eine unendliche Teilfolge ((ak,)) aus ((ax)), 80 daB fiir 
; =” ie 
fast alle 1, ag, Punkt der spharischen Umgebung von a mit dem Radius / + ist und 


zu ((ak,)) gibt es eine Teilfolge ((bk,)) aus ((b,)) mit einem f# analoger Eigenschaften. 
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Der Beweis des letzten Teiles des Satzes ergibt sich aus einem bereits 
beniitzten Satze!?). 

Man kann schlieBlich noch nach weiteren Verallgemeinerungen fragen, 
und es scheint, daB man eben ohne weitere Voraussetzungen iiber die not- 
wendigen Bedingungen des Satzes 5 mit den hier verwendeten Begriffen nicht 
wesentlich hinauskommen kann. 

Man kann nun den Begriff der inneren Distanz auf Systeme von Mengen 
eines metrischen Raumes erweitern. Ist nimlich m ein Mengensystem, dann 
wollen wir die Mengen LZ und M aus m durch eine o-Kette in m verbunden 
nennen, wenn es endlich viele Mengen L = V,, Vz,..., V,= M aus m gibt, 
so daB die untere Entfernung von V,;V;,,, fir i= 1,2,...,.n—1, <<o> Oist. 
Die untere Grenze aller Zahlen 9, fiir welche L und M durch eine o-Kette in m 
verbunden sind, nennen wir die Distanz von L und M im Mengensystem m. 
Analog der Def. 2 wird nun die innere Distanz i (m) von m erklart. Ist nun 
((A,,)) eine unendliche Mengenfolge, dann betrachten wir das Mengensystem 


RN, = {A,y, Anis, ---» Ant m>-- +s} und bezeichnen den lim i (R,,) als die obere 
a + @ 
Grenzentfernung @((A,,)) von ((A,)) und nennen den lim 7 (X,,) die untere 
n-> + oc 


Grenzentfernung e ((A,,)) von ((A,)). Es gilt dann folgender Satz: 

Saiz 6. Ist ((A,)) eine kompakte Mengenfolge eines metrischen Raumes, 
dann gilt: 

@((A,)) Si(A) S max[e ((A,)), lim ¢(A,)]. 
n-—> + 

Beweis. Hat S,, die iibliche Bedeutung, ist i* die obere Grenze der inneren 
Distanzen aller Mengen von ((A,)), deren Index = ist und e, die innere 
Distanz des Mengensystems {A,, A,,,...}, so ist i (S,) < max(i%, e,). Ist 
nun ¢ die untere Grenzentfernung von ((A,,)), so gibt es eine unendliche Folge 
natiirlicher Zahlen m,, nq, ...m,,..-, 80 daB lim e, = @ ist. Ist a> 0 und 

k— + 00 
i, = 1%(A,), so ist fiir fast alle natiirlichen Zahlen k, in, <@ + lim i,. Es 
n— x 
ist daher i (S,,) <max(e+0,0+ lim i,) fiir fast alle k. Da ((A,)) kompakt 
n+ x 
ist, konvergiert ((S,,)) metrisch gegen A. Es ist daheri (A) = lim i(S,,). Demnach 
n-—> oO 
ist i (A) < max(e, lim i,). Anderseits gibt es eine unendliche Folge natiir- 
n-> + oO 
licher Zahlen ((n,)), so daB_ lim en, = 2 ist. Da nun fiir jedes d> 0, (S,,) 22 C] 
i+ os 
fiir fast alle 1 ist und wieder i (A) = lim i (S;,,) ist, ist daher i (A) > 2. Damit 
I> + 0 

ist der Satz bewiesen. Aus dem Satze 6 ergibt sich nun sogleich der folgende 
Satz: 

Satz 7. Ist ((A,)) eine kompakte Mengenfolge eines metrischen Raumes 
und ist lim i(A,) = 0, so ist e((A,)) = @((A,)), und es ist, damit der obere 

n> + @ 

abgeschlossene Limes A von ((A,,)) zusammenhangend ist, notwendig und 
hinreichend, daB e ((A,,)) = 0 ist. 
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Aus diesem Satze ergibt sich sogleich eine nicht unwesentliche Verscharfung 
des Satzes von ZoreEtTT!1 fiir metrische Punktmengenfolgen. Es gilt namlich 
der Zusatz: 

Zusatz. Damit der obere abgeschlossene Limes der kompakten Folge 
fastzusammenhiangender Mengen A,, eines metrischen Kaumes zusammen- 
hangend ist, ist notwendig und hinreichend, daB die untere Grenzentfernung 
der Folge Null ist. 

Fiir den unteren abgeschlossenen Limes A einer unendlichen Folge ((A,,)) 
gilt nur die schwachere, der Beziehung (1) entsprechende Beziehung: 


x 


(2) A2( 5 D,)°, wobei D, = A2 A8,;...A8,m--- 


n 1 


ist. Im allgemeinen Falle gilt nicht das Gleichheitszeichen, wie man am Bei- 
spiele einer konvergenten Punktfolge mit unendlich vielen verschiedenen 
Punkten sogleich erkennt. Wir wollen daher, um die bisher angewendeten 
Methoden auch hier anwenden zu kénnen, einen anderen Weg einschlagen. 

Ist ((A,,)) eine Mengenfolge eines metrischen Raumes und 9 > 0, so wollen 
wir unter dem unteren (oberen) o-Limes von ((A,)) die Menge aller und nur 
der Punkte des Raumes verstehen, zu welchen es eine sphirische Umgebung U,, 
vom Radius o gibt, so daB U,A,, fiir fast alle (unendlich viele) n nicht leer 
ist. Ist dann A, , die o-Umgebung von A, und Di) = A, ,A,,,,-..., 80 gilt 
fiir den unteren o-Limes A“? von ((A,)) die Beziehung: 


(3) A‘e) = S$” Dit’. 

n=1 
Der Beweis bietet keine Schwierigkeiten. Ist A der untere abgeschlossene 
Limes von ((A,,)), so zeigt man sogleich, daB folgende Beziehung gilt : 
(4) A= D A®. 

e>0o0 
Da nun, wie man leicht sieht, der Durchschnitt D aller A‘ gleich dem Durch- 
schnitt der Folge ((A°"’)) ist, wobei ((9,)) eine monoton abnehmende Folge 
positiver Zahlen mit ‘dem Grenzwert Null ist, kénnen wir, wie wir nun zeigen 
wollen, den Satz 4 wiederholt anwenden. Ist nimlich ((A,,,)) fiir ein 9 > 0 
kompakt, so ist die Folge ((Djf’)), weil Dc A, ,, ebenfalls kompakt. Da 
nun ((D}®’)) monoton wachsend ist, ist A Teilmenge des oberen abgeschlosse- 
nen Limes von ((D'?’)) und dieser ist nach dem eingangs bewiesenen Satze in 
sich kompakt. Demnach sind fast alle Glieder der Folge ((A'*’)) Teilmenge 
einer in sich kompakten Menge und daher ist diese Folge kompakt. Wir er- 
halten daher folgenden Satz: 

Satz 8. Ist ((A,)) eine Mengenfolge eines metrischen Raumes und ist 

((A,,,)) fiir ein @ > 0 kompakt, so existiert stets der iterierte Limes: 


lim lim mm 6(A4, . Aois,--- Aetna = [* 


eo 0+ n> +0 M+ a 
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und es ist L*=1i(A), auch ist L* stets endlich. A ist dann und nur dann 
zusammenhingend, wenn L* = 0 ist. 

Man kann die beiden auBeren Grenziiberginge des letzten Satzes im all- 
gemeinen nicht vertauschen, was man an einfachen Beispielen leicht nachweist. 

Wir wollen nun noch ganz kurz fiir allgemeine mengenwertige Funktionen, 
bzw. Abbildungen die abgeschlossenen Limiten behandeln. 

Definition 4. Ist A eine Punktmenge eines topologischen Raumes R und 
ist jedem Punkte p von A eine Menge f(p) eines topologischen Raumes W 
zugeordnet und ist a ein Haufungspunkt von A, dann heiBbt die Menge der 
Punkte zx aus W, fiir welche es zu jeder Umgebung V, in jeder reduzierten 
Umgebung Uj; von a ein b gibt, so daB f(b) V, nicht leer ist, der obere abge- 
schlossene Limes f(a) von f in a. 

Die Menge der Punkte y aus W, fiir welche es in jeder Umgebung V, eine 
reduzierte Umgebung Uj, von a gibt, so daB fiir jeden Punkt 6 aus AU) die 
Menge f(b) V, nicht leer ist, heiBt der untere abgeschlossene Limes f(a) von 
f(a). 

Aus dieser Definition ergibt sich sogleich, dab f(a) f(a), f(a) und f(a) 
fiir jedes zuliassige f und a abgeschlossen sind. Man findet sehr leicht eine 
der Beziehung (1) analoge Beziehung: 

(la) j (a) =D | S f(b) 


Uy \be vs, 


, 


wobei der Durchschnitt iiber alle reduzierten Umgebungen U/, von a zu bilden 
ist. Gibt es nun eine sich auf den Punkt a zusammenziehende Umgebungs- 
folge™). was z. B. der Fall ist, wenn R separabel oder ein metrischer Raum 
ist, oder ist W separabel, so kann der Durchschnitt in (la) durch den Durch- 
schnitt abzihlbar vieler Mengen ersetzt werden. Fiir diese Falle kann man 
nun die vorhin aufgezeigten Methoden in entsprechender Weise anwenden. 
Insbesondere wird man eine entsprechende Grenzentfernung fiir die Funktions- 
werte fiir feinere Kriterien heranziehen. Wir wollen uns jedoch mit der An- 
gabe des folgenden Analogons zum Satze von Zoretrti begniigen: 

Satz 9. Ist f(x) eine mengenwertige Punktfunktion auf A und ist der 
Wertraum ein kompakter metrischer Raum, ist ferner f(x) fiir jedes x aus 
einer in A reduzierten Umgebung von a fast zusammenhangend und ist f(a) 
nicht leer, so ist f(a) zusammenhiangend. : 

Wir wenden uns nun den Komponenten zu. Wir geben hierzu folgende Er- 
klarung: 

Definition 5. Ist A eine metrische Menge, dann heiBt jede umfassendste 
Teilmenge B von A, deren innere Distanz < Tt ist, eine t-Quasikomponente**) 
von A. 

Ist z eine natiirliche Zahl oder allgemeiner eine Kardinalzah! = 1, so heiBt 
die untere Grenze aller Zahlen 1, fiir welche die nicht leere Menge A aus 
héchstens z nicht leeren t-Quasikomponenten besteht, die innere z-Distanz 


44) Hann, 8. 79. 
5) Verwandte Begriffsbildungen finden sich bei ALEXANDROFF-HoprF: Topologie, 1935. 
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oder kurz die z-Distanz von A. Die z-Distanz der leeren Menge wird fiir jedes 
zulissige z Null gesetzt. 


Aus dieser Definition folgt sogleich, daB jede t-Quasikomponente von A 
fiir jedes t > 0 in A offen und fiir t > 0 abgeschlossen in A ist. Ferner gilt 
folgender wichtiger Satz: 

Satz 3a. Ist z(A) die z-Distanz von A, z(B) diejenige von B und ist A 
Teilmenge der o-Umgebung B, von B und B Teilmenge der o-Umgebung 
A, von A, so ist entweder |z (A) — z(B)| S 2 max (0, ¢) oder es ist z(A) 

z(B) +- 00. 

Beweis. Ist z (A) endlich, é> 0 und sind ki, kj, . . ., 4, +. .+,die héchstens z, 
[z(A) + @]-Quasikomponenten von A, k,,k,,...,k,,..., ihre c-Umgebungen, 
dann ist B Teilmenge der Vereinigungsmenge aller k,. Setzen wir Bk, = B,,s0 
ist B die Vereinigungsmenge aller B,. Setzen wir z (A) + 2 max(o, 0) + 0 = m,so 
zeigen wir, daB jede m-Quasikomponente von B mindestens ein B, als Teil- 
menge enthalt. Sind naimlich a und 6 zwei beliebige Punkte von B,, dann 
yibt es Punkte a’e k, und b’e k,, so daB aa’ <a, bb’ <a ist. a’ und b’ sind fiir 
jedes 9 > 0 durch eine [z (A) + 0]-Kette in k, verbunden. Sind a’ = p,, pg, .. .. 
p, = 6’ die Punkte dieser Kette, so gibt es fiir 7 = 1, 2,..., n Punkte p; in B, 
so daB p,= a, p,= b und p; p; S max(g, a) ist. Demnach ist nach der Ent- 
fernungsungleichung p; p;,,<m. Die beliebigen Punkte a und 6 von B, 
sind daher in B durch eine m-Kette verbunden. B, ist daher Teilmenge 
einer m-Quasikomponente von B. Da es héchstens z verschiedene, nicht 
leere Teilmengen B, gibt, ist daher z(B)< m. Vertauschen wir in der Be- 
weisfiihrung A und B, so erhalten wir schlieBlich die Behauptung des Satzes. 
Aus diesem Satze ergibt sich nun sogleich der zum Satze 4 entsprechende Satz. 
Aus diesem ergeben sich nun weiter die analogen allgemeineren Satze zu den 
Satzen 5 und 8. Man erhilt diese einfach, wenn man in diesen Satzen generell 
i (X) durch z (X) ersetzt. Zum Beweise dieser Behauptungen haben wir dann 
noch folgenden analogen Satz heranzuziehen: 


Satz. Ist ((A,)) eine monoton wachsende Mengenfolge eines metrischen 
Raumes, V ihre Vereinigungsmenge und K (V) die Kompaktibilitét von V, so 
besteht die Beziehung: 

z(V)< lim z(A,) < lim z(A,) < max[z(V), 2K (V)]. 


n-> + n-—> + co 


Zum Beweise dieses Satzes verwendet man im Falle, daB z eine unendliche 
Kardinalzah]"*) ist, die Ordnungszahlen. Den letzten Teil des Satzes beweist 
man mit Hilfe des entsprechenden Satzes fiir i (V) vor dem Satze 5 und dem 
folgenden, leicht zu beweisenden Uberdeckungssatze: Ist K (A) die Kom- 
paktibilitat von A, so ist A fiir jedes @ > 0 die Vereinigungsmenge endlich 
vieler Mengen A,, so daB i (A,) < 2 K (A) + @ und der Durchmesser 
d (A,) < 4 K(A) + 2 ist. 

Aus dem zum Satze 5 analogen, allgemeineren Satze ergibt sich dann noch 
folgender Satz als Korollar. 


16) Man beachte, daB die x,-Distanz jeder separablen metrischen Menge Null ist. 
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Satz 10. Damit der obere abgeschlossene Limes A der kompakten Mengen- 
folge ((A,)) eines metrischen Raumes endlich viele Komponenten hat, ist 
notwendig und hinreichend, daB es eine natiirliche Zahl z gibt, so daB 


lim | 
i > + x mt 


lim 2(A,, t Ant T o°° A, m)] ‘a 0 17) 


ist. A hat dann héchstens z-Komponenten. Ist z, die kleinste natiirliche Zahl| 
dieser Eigenschaft und ist A nicht leer, so hat A genau 2, Komponenten. 

Fiir monoton wachsende Folgen gilt der Satz: 

Satz 11. Ist ((A,)) eine monoton wachsende Mengenfolge in einem topo- 
logischen Raume, V ihre Vereinigungsmenge, z eine Kardinalzahl und hat 4,, 
fiir unendlich viele n héchstens z Komponenten, so hat V héchstens z Kom- 
ponenten. 

Beweis. V wird nicht geaindert, wenn wir in ((A,,)) alle Glieder streichen, 
welche mehr als z Komponenten haben. Wir kénnen daher beim Beweis 
voraussetzen, daB jedes A, héchstens z Komponenten hat. Mit y bezeichnen 
wir die Machtigkeit der Menge ® aller Komponenten von V. X wird nun in 
folgender Weise wohlgeordnet: Wir fassen zunachst alle Komponenten aus X 
ins Auge, welche mit A, Punkte gemein haben, und ordnen diese Teilmenge 
wohl, dann nehmen wir diejenigen Komponenten aus R—, , welche mit A, — A, 
Punkte gemein haben und ordnen diese Menge wohl und fiigen sie zur ersten 
Menge so, daB die Summe wieder wohlgeordnet ist, und fahren auf diese Weise 
fort, so daB schlieBlich R auf diese Weise wohlgeordnet ist. Ist dann P, eine 
Komponente aus ® und A, P, nicht leer, so ist fiir jede Ordnungszahl 6 < « 
A, P, nicht leer. Ware nun y> z, so gabe es eine Ordnungszahl y, deren 
Machtigkeit gréBer als z ist, so daB eine Komponente P, in R existiert. Ist 
dann A,, eine Menge, welche Punkte mit P,, gemeinsam hat, so ist, worauf 
vorhin hingewiesen wurde, fiir jedes 0 < y, A,,P, nicht leer. Da die Kom- 
ponenten P, abgeschlossen in V sind, sind die Durchschnitte A,, P,; abge- 
schlossen in A,,. Ist 2 die Machtigkeit der Ordnungszahl y, so ist x > z und 
es gibe daher mindestens x zu je zweien fremde und relativ zu A,, abge- 
schlossene Teilmengen von A,,. Dies steht aber im Widerspruch damit, dab 
A,, héchstens z Komponenten hat. 


c 


Fiir monoton abnehmende Folgen gilt folgender Satz: 

Satz 12. Ist ((A,)) eine monoton abnehmende und kompakte Folge ab- 
geschlossener Mengen eines normalen topologischen Raumes und gibt es eine 
natiirliche Zahl z, so daB A, fiir unendlich viele n héchstens z Komponenten 
hat, so hat der Durchschnitt D aller Mengen der Folge héchstens z Kompo- 
nenten!*), 

Beweis. Hitte D mehr als z Komponenten, so giibe es, da D abgeschlossen 
ist, z + 1 abgeschlossene, nicht leere und zu je zweien fremde Mengen D,. 
D,,..-, Dz4,, 30 daB D = D,+ D,+--+ D,,, ist. Da der Raum normal ist, 


17) Abkiirzende Schreibweise fiir den oberen oder unteren Limes. 
*) Man sieht sogleich, daB der Cantorsche Durchschnittssatz auch fiir eine kompakte 
‘olge nicht leerer abgeschlossener Mengen gilt. 
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gibt es z+ 1, zu je zweien fremde offene Mengen U,, U,,..., U,.,, so daB 
U, 2D, ist. Ist U = U,+ U,+---+ U,,4,, so ist U eine Umgeoung von D 
und nach dem eingangs bewiesenen Satze ist daher A, ¢ U fiir fast alle n. 
Es ist daher A, = A, U, + A,,U,+ +--+ A,U,4, fiir fast alle n. Da DC A, fiir 
jedes n ist, sind die Mengen A,, U, fiir i = 1, 2,..., z + 1 nicht leer. A,, hatte 
daher fiir fast alle n mindestens z + 1 Komponenten. Dies steht aber im Wider- 
spruche mit den Voraussetzungen. Damit ist der Satz bewiesen. 

Fiir metrische Mengen erhalt man einen scharferen und allgemeineren 
Satz unmittelbar aus Satz 101). 

Wir wenden uns nun ganz kurz den offenen Limiten®®) zu. Ist ((A,,)) eine 
Punktmengenfolge, A* ihr oberer, A, ihr unterer offener Limes, dann gilt: 


(5) A* D ' wobei S, = 0,, +- Ons nn Ontmt 
n 
und 0,, der offene Kern von A,, ist, und 
(6) A, = SK,,, wobei K,, der offene Kern von A, A,.,°** Anim’ ** 


n 
ist. Aus der letzten Beziehung ergibt sich nun mit Hilfe des Satzes 11 sogleich 
der Satz: 

Satz 13. Ist ((A,)) eine Mengenfolge eines topologischen Raumes, K,, der 
offene Kern des Durchschnittes A,A,.,..-Anism--- und gibt es eine Kar- 
dinalzah| z, so daB K, héchstens z Komponenten fiir unendlich viele n hat, 
so hat der untere offene Limes von ((A,)) héchstens z Komponenten. 

Um Kriterien fiir den oberen offenen Limes zu erhalten, verwenden wir 
den Begriff des o-Kerns 9 A einer Punktmenge A, worunter wir die Menge aller 
und nur der Punkte x aus A verstehen, fiir welche es eine sphirische Um- 
gebung U, , vom Radius o gibt, so daB U,, Teilmenge von A ist. Es ist 
dann, wie man leicht sieht: 

(7) A*= S DS S D(S'))°, wobei S = 9 A, + @ Ansys +°**@Anim’*’ 
e>On e>On 

ist. Ist nun ((A,)) kompakt, so ist, wie bereits oft verwendet, auch ((S,,)) 

kompakt, und da fiir jedes 9 > 0, De)= D(S®) Teilmenge eines jeden S,, 


n 
ist, ist fiir jede unendliche Folge ((0,)) positiver Zahlen ((D(¢n))) ebenfalls 
kompakt. Demnach gilt nach den vorhergehenden Entwicklungen fiir eine 
kompakte Folge ((A,,)) die Beziehung: 
(8)  2(A*)= lim { lim [ Tim 2z(0 A, + @Ayns,--- 0 Ansm)]}- 


e70+ n+ o M+ 
Aus (8) folgert man nun ziemlich jieicht den Satz: 

Satz 14. Ist fiir eine unendliche Folge ((0,)) positiver Zahlen, deren 
Limes Null ist, der o,-Kern von A, fastzusammenhangend fiir fast alle n, 
ist ferner ((A,)) kompakt und der untere offene Limes von ((A,,)) nicht leer, 
so ist der obere offene Limes von ((A,,)) zusammenhiangend. 





1*) Das Cantorsche Diskontinuum zeigt, daB der Satz in dieser Form fiir z = x, 
nicht mehr gilt. 
20) Havusporrr, 8. 146—147. 
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Die Boretschen Limiten kénnen analog und zum Teil auch mit den 
Satzen 11 und 12 behandelt werden. 

Wir wenden uns nun noch ganz kurz den mehrfach zusammenhangenden 
Punktmengen zu. Wir geben hierzu folgende Erklarung: 

Definition 6"). Ist R ein euklidischer Raum, dann heiBe die beschrankte 
Teilmenge A von R k-fach zusammenhingend, wobei k eine Kardinalzahl 
ist, wenn A zusammenhingend ist und das Komplement von 4A, R — 4, 
genau k Komponenten hat. 

Die nicht beschriankte Menge B aus R heiBe k-fach zusammenhingend, 
wenn k die kleinste Kardinalzahl ist, fiir welche B die Vereinigungsmenge einer 
monoton wachsenden Folge beschrankter, k-fach zusammenhangender Mengen 
ist. Die hier gegebene Erklirung des mehrfachen Zusammenhanges hat rela- 
tiven Charakter. 

Da das Komplement des oberen (unteren) abgeschlossenen Limes einer 
Mengenfolge ((A,,)) der untere (obere) offene Limes der Folge der Komple- 
mente ((R — A,,)) ist, lassen sich mit Hilfe der Sitze 10—14 sehr einfache 
Kriterien fiir den einfachen bzw. k-fachen Zusammenhang von Grenzmengen 
herleiten. Insbesondere erhalt man auf diese Weise folgenden, nicht unwich- 
tigen Satz: 

Satz 15. Ist ((A,,)) eine monoton abnehmende Folge abgeschlossener und 
beschrankter Mengen eines euklidischen Raumes und sind unendlich viele A,, 
héchstens k-fach zusammenhiangend, so ist der Durchschnitt aller A,, héchstens 
k-fach zusammenhangend. 

Beweis. Ist D der Durchschnitt der Folge und B, das Komplement von A,, 
so ist B, offen und hat fiir unendlich viele » héchstens k Komponenten. 
((B,,)) ist monoton wachsend und ihre Vereinigungsmenge V hat nach Satz 11 
héchstens k Komponenten. Nach Satz 12 ist D zusammenhiangend, und da V 
das Komplement von D ist und D beschriinkt ist, ist daher D héchstens 
k-fach zusammenhiangend. 

Die Aussage des Satzes 15 bleibt richtig, wenn man bloB verlangt, dab 
({(A,)) monoton abnehmend ist, mindestens ein A,, beschrinkt ist und wenn 
der Durchschnitt D zusammenhingend ist. 

Ein analoger Satz gilt bei endlichem & fiir monoton wachsende Folgen 
offener Mengen fiir den offenen Limes. 

Nun wollen wir noch ganz kurz einen Weg skizzieren, wie man die nicht 
kompakten Folgen behandeln kann. Man kann zu diesem Zwecke an die Defi- 
nition 3 ankniipfen und entsprechend A-kompakte Mengenfolgen betrachten 
und analog die Kompaktibilitaét einer Mengenfolge eines metrischen Raumes 
erkliren und mit Hilfe der bereits erklirten 9-Limiten Satze iiber die abge- 
schlossenen Limiten usw. gewinnen. Wir kénnen aber auch noch auf andere 
Weise die nicht kompakten Folgen behandeln. Zu diesem Zwecke verwenden 
wir folgende Erklarung: 

*%) Die hier gegebene Erklarung weicht von der in der Funktionentheorie fiir ebene 


Gebiete iiblichen Erklirung ab. Die spezifischen Erfordernisse sind in den verschiedenen 
Theorien eben manchmal verschieden. 
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Definition 7. Ist ((V,)) eine monoton wachsende Folge offener Mengen, 
dann heiBt die Mengenfolge ((A,,)), ((V,))-halbkompakt, wenn SV, 2(S A,)°® 
k n 


und fiir jedes feste k die Folge ((V,A,,)) kompakt ist. 


Man zeigt nun sehr leicht, daB die Folge ((A,)) der oberen abgeschlossenen 
Limiten von ((V,A,)) als abgeschlossenen Limes den oberen abgeschlossenen 
Limes von ((A)) hat. Da ((V,A,)) kompakt ist und ((4,)) monoton wachsend 
ist, kann man nun die bereits bewiesenen Satze iiber kompakte, bzw. monoton 
wachsende Folgen unmittelbar anwenden. Man erhalt auf diese Weise all- 
gemeinere Kriterien mit hinreichenden Bedingungen. Setzen wir i (V,A,) 

ix.nse((VA,n)) = e, 80 erhalten wir nach Satz 6i(A,) <max(e,, lim i, ,), 

n-—> + oC 


also schlieBlich i (A) < Tim [max (e,, lim é;,,)]. Nun kann man durch Zusatz- 


k > + oC a- + 
forderungen tiber die Doppelfolge ((i,,)) und tiber die Grenzentfernung ohne 
Schwierigkeiten auch fiir die direkte Anwendung in der Praxis Kriterien er- 
halten. Die Einzelheiten hierzu bieten keine Schwierigkeiten. 


AbschlieBend beriihren wir noch ganz kurz die mehrfachen Mengenfolgen. 
Wird jedem Komplexe (n,, v2,...,) aus genau k natiirlichen Zahlen eine 
Menge zugeordnet, so nennen wir diese Zuordnung eine mehrfache Mengen- 
folge, genauer eine k-fache Mengenfolge**). Die dem Komplexe (7, mg, . . . n,) 


zugeordnete Menge bezeichnen wir mit A, »,.. - np und nennen sie ein Glied, 


genauer das Glied mit den Indizes n,, ng, ...,, der Folge. Die Boretschen 
Limiten, sowie in Raiumen, die abgeschlossenen und offenen Limiten usw. 
werden analog wie fiir einfache Folgen erklirt. So wird z. B. der obere ab- 
geschlossene Limes A als die Menge aller und nur der Punkte z des Raumes 
erklart, fiir welche zu jeder Umgebung U von 2 und zu jeder natiirlichen 
Zahl n es k natiirliche Zahlen n, >, nz > n,...n, > ngibt,sodaB UA, ,... m 


nicht leer ist. Ist S, die Vereinigungsmenge aller Glieder der Folge, deren 


Indizes alle mindestens den Wert n haben, so ist wieder analog wie in (1) 
A = D 8°. Aus dieser Darstellung ergibt sich, daB der Satz von Zorertt, 


n 
bzw. die hier gegebenen Verallgemeinerungen sowie eine Reihe der anderen 
hier bewiesenen Satze auch fiir mehrfache Mengenfolgen in analoger Weise 
gelten. Die Einzelheiten der hier entwickelten Methoden fiir mehrfache 
Reihen bieten keine Schwierigkeiten. 


SchlieBlich kann man auch jeder Folge natiirlicher Zahlen ((n,)) eine Menge 
zuordnen, und wir wollen diese Zuordnung kurz eine Hyperfolge nennen. 
Auch fiir diese Hyperfolgen bilden wir die entsprechenden Limiten. So ver- 


stehen wir z. B. unter dem oberen abgeschlossenen Limes A der Hyperfolge 
((A(ny))) die Menge aller und nur der Punkte x des Raumes, fiir welche es 


zu jeder Umgebung U von z und zu jeder natiirlichen Zahl z mindestens eine 
Folge natiirlicher Zahlen ((n,)) gibt, so daB jedes Glied n, dieser Folge mindestens 

22) Es handelt sich hier natiirlich nur um eine Primar- oder Ausgangadefinition. Der 
allgemeine Begriff der mehrfachen Folge wird hier der Kiirze halber nicht gegeben. 
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den Wert z hat und der Durchschnitt der Menge A, welche dieser Folge 


(™))’ fe 
((m,)) zugeordnet ist, mit U nicht leer ist. Wieder finden wir, daB A = D S° 
n 


ist, wobei S, die Vereinigungsmenge aller und nur der Glieder der Hyperfolge 
ist, deren Folgen- oder Hyperindex ((n,)) eine Folge natiirlicher Zahlen ist, 
deren Glieder alle mindestens den Wert n haben. 

Man sieht hier sogleich wieder, daB das Analogon des Satzes von ZORETTI 
bzw. die hier gegebenen Verallgemeinerungen desselben in entsprechender 
Weise auch fiir Hyperfolgen gelten. Auf Einzelheiten wird hier nicht mehr 
eingeganger. 

SchlieBlich kann man allgemeiner Zuordnungen betrachten, bei welchen 
gewissen wohlgeordneten Ordinalzahlmengen Mengen zugeordnet werden. Auf 
diese Hyperfolgen héherer Art soll jedoch hier nicht mehr naher eingegangen 
werden. 


( Eingegangen am 10. April 1954.) 


RicuTer, H. 
Math. Annalen, Bd. 128, S. 305—339 (1954). 


Zur Grundlegung der Wahrscheinlichkeitstheorie. 
Von 
Hans Ricnter in Freiburg i. Br. 


Teil V. Indirekte Wahrscheinlichkeitstheorie. 
§ 19. Die Problemstellung der indirekten Theorie. 


Bei der Begriindung der direkten Theorie waren wir von den Begriffen 
Versuchsschema, Ereignis, Sicherheit des Eintretens und physikalische Ab- 
geschlossenheit ausgegangen, mit deren Hilfe eine Erfassung und Beschrei- 
bung der Erfahrungswelt geschehen sollte. Diese Begriffe dienten zur Moti- 
vierung unserer Axiome; doch wurden nur ihre Verkniipfungen durch diese 
wiedergegeben. Solange wir nur direkte Theorie treiben, kénnen wir die 
urspriingliche Bedeutung der Begriffe vergessen und dabei die Z|H als ab- 
strakte Gegenstinde ansehen, die durch das Axiomensystem implizit definiert 
sind. Des erkenntnistheoretischen Inhaltes unserer Termini miissen wir uns 
aber erinnern, sobald wir den W-Begriff tatsichlich auf die Erfahrungswelt 
anwenden wollen. Hierzu haben wir in jedem gegebenen Falle als Arbeits- 
hypothese anzusetzen : 

a) Gewisse empirische Situationen gelten als Versuchsschemata im Sinne 
der Axiomatik. 

b) Fiir gewisse dieser Versuchsschemata wird physikalische Abgeschlossen- 
heit postuliert. 

c) Jedes der betrachteten Z|H erhalt einen numerischen Wert fiir p unter 
Beachtung der Axiome und der Festsetzungen unter b). Die letzteren er- 
scheinen dabei nur in der schwicheren Gestalt von w-theoretischen Unab- 
hangigkeiten. 

Wenn wir uns nur fiir W.en interessieren, dann besteht die Arbeitshypo- 
these einfach darin, fiir die vorgegebenen Z|H aus der Menge J] aller denkbaren 
p-Systeme x ein bestimmtes auszuwihlen. Die Aufgabe der indirekten W- 
Theorie ist es, Aussagen iiber die Richtigkeit dieser Auswahl] zu machen. 
Allein auf Grund der Satze der W-Rechnung ist es nimlich noch nicht még- 
lich, iiber diese Richtigkeit zu entscheiden; denn jeder Satz der W-Rechnung 
liefert nur eine Aussage iiber W.en, die in jedem z gilt. Insoweit ist das An- 
wendungsproblem in der W-Theorie von anderer Art als das oft zum Ver- 
gleich herangezogene Anwendungsproblem der deterministischen Beschrei- 
bungsweisen. Um uns dies klarzulegen, stellen wir uns eine Welt vor, die 
exakt den Satzen der klassischen Mechanik einschlieBlich euklidischer Geo- 
metrie folgt. In dieser Welt hat ein Beobachter die Fahigkeit, iiber die Richtig- 
keit behaupteter Ungleichheiten zwischen Langen auf Grund der von ihm 
gelernten Siatze endgiiltig zu entscheiden. Im Gegensatz hierzu hat selbst 
ein Beobachter, der sicher wiiBte, daB ein bestimmter Miinzenwurf beliebig 
Math, Ann. 128. 21 
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oft mit festem Wert von p fiir das Eintreten von ,,Kopf* durchfiihrbar ist, 
keine Méglichkeit, aus den Sitzen der W-Rechnung eine endgiiltige Ent- 
scheidung dariiber zu treffen, ob die Behauptung p < 0,5 richtig ist, solange 
er auch den Versuch wiederholt; denn das Eintreten eines jeden Ereignisses 
ist bei jedem Werte der zugehérigen W nicht ausgeschlossen. Um nun doch 
eine Entscheidung zu treffen, mu8 der Beobachter weitere Prinzipien heran- 
ziehen, die nicht aus der direkten Theorie allein begriindbar sind. Solche Ent- 
scheidungsprinzipien fiir die Richtigkeit eines individuellen a sind dann 
gleichzeitig die Prinzipien fiir die Auswahl bestimmter 2 auf Grund der vor- 
liegenden experimentellen Erfahrung. Bei weiteren experimentellen Er- 
gebnissen ist diese Auswahl entsprechend zu aindern. Dabei sei vorliufig 
noch offengelassen, ob ,,Auswahl‘ als fortgesetzte Untermengenbildung in 
IT oder als eine Gewichtssetzung auf /7 zu verstehen ist. 

Bis hierher ist dem in Teil I dieser Arbeit ausgesprochenen Programm 
folgend noch keine Unterscheidung zwischen dem objektivistischen und dem 
subjektivistischen Standpunkt notwendig. Fiir beide Standpunkte gilt ja 
jede getroffene Auswahl als vorliufig und nur als unserem Wissensstande 
entsprechend; man sucht nach Prinzipien zur Anderung dieser Auswahl. Ver- 
schieden ist allerdings die erkenntniskritische Deutung dieses Prozesses: 

Der Objektivist sieht die vorgegebene Auswahl als eine mehr oder weniger 
gute Approximation an ein unbekanntes richtiges 7 an. Er fragt nach den 
Prinzipien der Verbesserung der Approximation. Der Subjektivist dagegen 
sieht /7 als eine Menge von W-Bewertungsméglichkeiten an, unter denen er 
rein subjektiv oder multisubjektiv eine Auswahl trifft, ohne nach einer Richtig- 
keit fragen zu diirfen. Er interessiert sich nur dafiir, inwieweit die Anderung 
der Auswahl bei Vorliegen weiterer Versuchsergebnisse allgemein verbindlich 
zu erfolgen hat. Gemeinsam ist beiden Standpunkten jedoch der Glaube an 
einen Erfolg in dem Sinne, daB man durch Anwendung der Anderungsvorschrift 
mit immer gréBerer Sicherheit Voraussagen machen kann. 

Fiir den Aufbau der indirekten W-Theorie wire eine Entscheidung zwischen 
den beiden erkenntniskritischen Standpunkten offenbar nur dann erforder- 
lich, wenn in ihnen verschiedene Anderungsvorschriften anzuwenden sind. 
Wir wollen daher jetzt zunichst das Anderungsprinzip betrachten, das der 
Objektivist anwendet, um es dann mit dem subjektivistischen Verfahren zu 
vergleichen. 

§ 20. Glaubwiirdigkeitsgrad und Chance. 
a) Anderungsprinzipien der objektivistischen Auffassung. 

Wir stellen uns zuniachst auf den objektivistischen Standpunkt, da8 in 
der Natur festliegt, welche numerischen Werte p(Z|H) fiir die W.en der E|H 
als das richtige MaB fiir die Sicherheit ihres Eintretens gelten. Es gibt also 
ein absolutes p-System 2, das wir zwar nicht kennen, nach dessen Vorschrift 
sich aber das indeterministische Naturgeschehen abspielt. Unsere Aufgabe 
ist es, auf % aus den Beobachtungen zu schlieBen, um mit Hilfe von 7 das 
Beobachtungsmaterial zu erkliren und fiir kiinftige Ereignisse Voraussagen 
machen zu kénnen. Eine solche Voraussage ist dabei nie von vélliger GewiSheit 





> 


a 
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wie etwa die Voraussagen in einer idealen Welt der klassischen Mechanik ; 
sondern die Voraussage auf das Eintreten eines Z|\H gilt eben nur mit der 
Sicherheit, die durch p(Z|H) angegeben ist. Sie wird entsprechend als um so 
sicherer betrachtet, als p(#|H) der Zahl 1, dem W-Werte fir die logische 
GewiBheit, nahekommt. Es ist daher nur eine andere Beschreibung dessen, 
was wir unter W verstehen, wenn wir die Vorschrift fiir die Voraussage als 
Cournotsches Prinzip folgendermaBen formulieren. 

Absolutes CourNnotsches Prinzip (a. C. Pr.): Liegt fiir ein E\H die absolute 
Wahrscheinlichkeit p(E\H) geniigend nahe bei 1, p(E\H) = 1 — e, so sollen wir 
so tun, als ob E\H sicher eintreten wird. Das Eintreten von E\H heiBt dann 
empirisch sicher. 

Das a.C.Pr. wire die Vorschrift des praktischen Handelns bei Kenntnis 
des absoluten Systems 7. Nun ist dieses aber gar nicht bekannt, sondern 
stattdessen besitzen wir nur eine Approximation. An die Stelle des a.C. Pr. 
tritt dann das folgende Prinzip. 

Praktisches Cournotsches Prinzip (pr.C.Pr.): Nehmen wir auf Grund von 
theoretischen Uberlegungen und von Erfahrungen an, daB p(E\H) = 1 — « ist, 
so sollen wir so tun, als ob E\H sicher eintreten wird. Das Eintreten von E\H 
heiBt dann praktisch sicher. 

Jede Handlung des tiglichen Lebens geschieht auf Grund der laufenden 
Anwendung dieses Prinzips. Es ist auch fiir den Subjektivisten giiltig, wenn 
unter p(Z|H) eine subjektivistische W-Belegung verstanden wird. 

Von dem praktischen Handeln gemé8B dem pr.C.Pr. unterscheiden wir 
nun ein theoretisches Handeln, worunter wir die Auffindung der Approxi- 
mationen an das unbekannte absolute 7 verstehen wollen. Die Anweisung 
des pr.C.Pr. nimmt dann zwar Bezug auf das gerade erhaltene Ergebnis des 
theoretischen Handelns, greift aber in das letztere nicht ein; es bedeutet im 
Gegenteil einen vorlaufigen Verzicht auf Fortsetzung desselben. 

Jede Anweisung zur Voraussage kann aber durch gedankliche zeitliche 
Riickverlegung des Betrachtungspunktes zur Grundlage einer Erklirung des 
Vergangenen gemacht werden. Es ist daher zu erwarten, daB eine geeignete, 
auf bereits eingetretene Ereignisse beziigliche Umkehrung des C.Pr. einen 
Hinweis darauf gibt, in welcher Weise die unbekannten p(Z|H) approximativ 
zu finden sind. Die nichstliegende Invertierung') des a.C.Pr. lautet in un- 
serer Terminologie folgendermaBen: Ist ein Ereignis Z|H eingetreten, so sind 
diejenigen 2 zu verwerfen, in denen E|H eine erdriickend kleine W. besaBe. 
Diese Umkehrung ist aber sicher nicht einwandfrei, wie das folgende Beispiel 
lehrt. 

Eine Miinze habe in n aufeinanderfolgenden Wiirfen die richtigen W.en 
p,(K) = 0, = fiir das Werfen von Kopf. Man médge die Ergebnisfolge 
KWWKW ... erhalten haben, fiir welche p = 2. ist. Wiirden wir nun die 
genannte Umkehrung des C. Pr. anwenden, so miiBten wir gerade das richtige % 

1) Zum Beispiel bei M. G. KENDALL: "‘he advanced theory of statistics, Teil I (1948). 
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verwerfen zugunsten der folgenden falschen Annahme 7: p,(K) ~ 1, p,(K)~90. 
p,(K) =~ 0, usw. in Ubereinstimmung mit der erhaltenen Ergebnisfolge. 

In der Tat folgt die genannte Umkehrung gar nicht aus dem C.Pr.. 
wenn wir uns zum Versuch einer Erklirung des Geschehenen auf den Stand- 
punkt vor Eintritt des Z|H zuriickversetzen. Haben wir nimlich ein W- 
System za, tiber dessen Richtigkeit wir entscheiden sollen, so miissen wir 
nach dem a.C.Pr. zunichst ein Z|H konstruieren, das gemiB 2 empirisch 
sicher eintreten wird. Tritt Z|H nicht ein, so ist a zu verwerfen. Hieraus 
ergibt sich die folgende Invertierung des a.C. Pr. : 

Vorgegeben sei das Experiment H, als unbekannt gilt das Beobachtungs- 
ergebnis x|H. Zu jedem x aus II wird ein Ereignis E(x) von H so gewihit, 
daB p,,(E(x)) => 1— « ist. Es sind dann alle x zu verwerfen, fiir die das beob- 
achtete x nicht in E(x) liegt. Jedes x soll dabei in wenigstens einem E(x) liegen. 





Der letzte Zusatz ist nétig, damit es nicht vorkommen kann, daB bei 
einem z jedes x aus /] verworfen wird. Damit sind wir zwangslaufig auf den 
bekannten KonfidenzschluB (KS) gefiihrt worden. Charakteristisch fiir den 
KS ist, daB er aus der Menge // je nach dem erhaltenen x eine bestimmte 
Untermenge //’(x) = {a mit 2x ¢ E(z)} auswahlt und dann behauptet, dab 
das wahre % in /7’ (x) liegt. Fir eine iterierbare Verbesserungsvorschrift wire 
eine solche endgiiltige Auswahl nicht statthaft: In J7 — //’(x) liegen ja 
Systeme, fiir die xz mit einer W.> 0 realisierbar ist, und es ist daher nicht 
ausgeschlossen, daB % doch zu JJ — JI'(x) gehért. Dies zeigt, daB der KS 
nicht iteriert anwendbar ist. Er ist jeweils ein einmalig gedachtes Verfahren, 
um iiber % eine vorliufige Aussage zu machen. Diese Aussage wird annulliert 
und der KS neu aufgestellt, sobald weitere experimentelle Ergebnisse vor- 
liegen. Damit erhalt auch der KS den Charakter eines jeweiligen Abschlusses 
des theoretischen Handelns. 

Unsere Aufgabe, ein laufendes Verbesserungsverfahren zu finden, ist daher 
durch den KS nicht gelést; im Gegenteil tritt das zusitzliche Problem auf, 
die Beziehungen zwischen dem fraglichen Verbesserungsverfahren und dem KS 
als einmaliger AbschluBmethode zu kliren. Hier kommen wir nun durch 
eine tiefere Analyse des KS weiter. 

Da wir von der Menge // aller x ausgegangen waren, ist es gleichgiiltig, 
ob wir die Behauptung des KS mit den Worten ,,2 liegt in /7’ (x) oder ,,z liegt 
nicht in J/7 — J7'(x)‘‘ formulieren. Ein Irrtum bei Anwendung des KS findet 
jedenfalls nur bei Eintreten von F(z) statt mit der objektiven W. p (E(z)) S e. 
Wir diirfen also ganz korrekt von der Irrtumswahrscheinlichkeit (IW) als 
einer W. im wahren System % sprechen und sind ohne Kenntnis desselben 
sicher, daB die IW < e ist. W-theoretisch ist damit alles in Ordnung unter 
Wahrung des objektivistischen Standpunktes. In Schwierigkeiten kommen 
wir aber, sobald wir den KS anwenden wollen. Dies wollen wir uns an einem 
typischen Beispiel klarlegen. 

Ein Experiment H mit den Ergebnisméglichkeiten z= 0 oder 1 werde 
n-mal wiederholt. Aus dem Ergebnis der » Wiederholungen wollen wir eine 
W-Aussage iiber das Ergebnis anschlieBend geplanter m Wiederholungen 
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machen. Hierzu sei fiir die n Wiederholungen ein KS aufgebaut mit der 
Schranke ¢> 0. Tritt nun das Ergebnis x = (2,, x2, ...2,) mit z,= 0 oder 1 
ein, so liegen bei jeder Wahl der H(z) jedenfalls alle x* in /7’ (x), fiir die gilt: 
p,+(x,) = 1 und p,.(%,) = 0 fir 1S »<sn und p,.(z,) beliebig fir u> n. 
Da wir nach dem KS nur behaupten kénnen, da8 Z in J7’ (x) liegt, kénnen wir 
also fiir weitere Wiederholungen gar nichts aussagen. Der iibliche Weg zur 
Vermeidung dieser Schwierigkeit ist der a priori-AusschluB solcher 2*; z. B. 
dadurch, da8 nur Systeme a zugelassen werden, fiir die die W.en von H ge- 
niigend genau konstant sind. Untersuchen wir diesen Ausweg. 

An die Stelle von /7'(x) tritt jetzt /7’ (x) -~\JI,, wo JT, IT die Menge der 
zugelassenen 2 bedeutet. Es bieten sich nun die beiden folgenden Konfidenz- 
behauptungen zur Wahl an: 

A = ,,% liegt in J7'(x) \ 77,“ oder B=,,% liegt nicht in J7,— JT’ (x) O/1,“. 
Aus B folgt nun sofort ,,7 liegt in (J7 — J7,) + JT’ (x) 0/7,“ und hieraus durch 
Multiplikation mit /7’ (x) + (/7 — IT’ (2)): ,,7% liegt in JT’ (x) + (77 — IT’ (2)) 

(17 — J1,)“*. Das ist jedenfalls nicht starker als ,,7 liegt in /7' (x); B ge- 
stattet also erst recht keine Voraussagen. Bei geeigneter Wahl von //, ist 
daher nur A fiir die Anwendungen brauchbar. Wir groB ist nun die IW fiir A ? 
Falls das wahre 2 in J], liegt, so ist die IW < ¢ nach Konstruktion; liegt 
aber 2 nicht in J7,, so ist A stets falsch, die IW ist 1. Solange wir streng im 
Rahmen der objektivistischen Annahme von der Existenz eines unbekannten 
wahren 2 bleiben, kénnen wir daher nicht mehr eine nichttriviale Schranke 
fiir die IW angeben. Es verbietet sich auch, den Satz ,,unter der Voraussetzung 
x € IT, ist die IW < e“ als Aussage iiber eine bedingte W aufzufassen; denn 
die Richtigkeit von % ¢//, ist in strenger objektivistischer Auffassung iiber- 
haupt keine W-Frage, sondern objektiv feststehend. Wir miissen daher zu- 
sammenfassend feststellen : 

Praktisch interessant ist nur die Gestalt A der Konfidenzbehauptung. A ist 
aber im streng objektivistischen Rahmen w-theoretisch nicht begriindbar. 


In der Tat kiimmern wir uns in den Anwendungen gar nicht darum, daB 
hier der objektivistische Standpunkt auf ein unauflésbares Dilemma fihrt. 
Wir rechtfertigen nimlich die Form A des KS einfach damit, daB wir die 
Voraussetzung % ¢€ J], fiir geniigend ,,glaubwiirdig“ halten. Wie wir soeben 
sahen, kénnen wir als Objektivisten diese ,,Glaubwiirdigkeit“ nicht als ob- 
jektive W deuten. Damit kommt in den KS ein subjektives Element hinein, 
nimlich eine Bewertung von /7, gegen // — //, auf Grund unserer friiheren 
Erfahrungen. Den SchluB A rechtfertigen wir dann mit der Auffassung, daB 
von der Glaubwiirdigkeit des J7, roh gesprochen der Anteil 1—e auf 
IT’ (x) IT, ibertragen wird. Diese Auffassung ist allerdings durch die voran- 
gehenden objektivistischen W-Uberlegungen noch nicht begriindet. Sie 
wiirde die Vermutung eines Satzes sein, der iiber die Gestalt A des KS in 
einer Theorie aussprechbar ist, die auBer von der Menge /7 und von % noch 
von Glaubwiirdigkeiten der J7, c /7 handelt. Unser Versuch, im Rahmen der 
objektivistischen Theorie ein praktisch anwendbares SchluBverfahren zu 
finden, hat damit zu der Erkenntnis gefiihrt, daB in die indirekte Theorie 
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noch ein subjektives Element, die Glaubwiirdigkeit, eingebaut werden muB, 
die als neuer Begriff anzusehen ist. Der Grund hierfiir liegt letztlich darin, 
daB in einer indeterministisch ablaufenden Welt keine nichttriviale Aussage 
iiber dieselbe im strengen Sinne verifizierbar ist. 

Was kénnen wir nun iiber ein laufendes Verbesserungsverfahren aussagen, 
wenn es ein solches neben dem KS gibt ? 

a) Wegen des Mangels an strenger Verifizierbarkeit darf kein 1 endgiiltig 
ausgeschlossen werden, in welchem das eingetretene Ereignis eine positive W 
besitzt. Es findet also fiir alle z aus // eine Gewichtung statt, die von dem 
eingetretenen Ereignis abhangt. 

b) Die Gewichte sind weder als objektive W.en aus dem richtigen 2, 
noch als W.en aus einem falschen p-System deutbar. Es handelt sich um 
einen neuen Begriff, fiir den wir den Namen ,,Glaubwiirdigkeitsgrad (G-Grad) 
g(x) eines x aus // einfihren. 

Eine weitere Aussage erhalten wir, wenn wir etwa an das S. 4 genannte Bei- 
spiel des Miinzenwerfens denken : Bei Eintreten der Wurffolge x = KWWKW... 
bleibt doch das dort genannte 7 mit p-(x) ~ 1 weiterhin sehr unglaubwiirdig, 
weil sein G-Grad vor dem Werfen ganz extrem klein, wenn natiirlich auch 
nicht Null, war. Dies weist uns auf die folgende Eigenschaft hin. 

c) Die nach Realisierung eines Experimentes H zu erteilenden G-Grade 
g* (x) hangen auch von den g(z) ab, die vor der Realisierung von H erteilt 
waren. Ist ein g(z,) geniigend klein im Vergleich zu den iibrigen g(z) an- 
genommen, so wird g*(z,) beliebig klein relativ zu den iibrigen g*(z). 

Endlich kommt noch die Bedeutung der W als eines MaBes fiir das Ein- 
treten eines E zum Ausdruck durch die CourNotsche Forderung 

d) Ist ein F eingetreten, so gilt fiir Systeme 2,, 22, ... mit Ausgangs-G- 
Graden in der gleichen GréBenordnung: g*(z,) ist beliebig klein, wenn p, (£) 
geniigend klein ist im Vergleich zu den iibrigen p,(£). 

Damit haben wir eine qualitative Beschreibung der Erweiterung gefunden, 
die die direkte W-Rechnung in der indirekten W-Theorie erfahrt. Um weiter- 
zukommen, miissen wir die G-Grade mathematisieren: Die (2) werden 
durch Zahlen ausgedriickt ; die Anderungsvorschrift wird durch eine Formel F 
geliefert, die fiir jedes 2, ¢ /7 den neuen G-Grad ¢*(z,) bestimmt als Funktion 
aller alten G-Grade g(z) und aller p,(Z#) fiir das eingetretene Ereignis EZ. 
Bevor man eine solche allgemeine Theorie aufbaut, wird man sich die fol- 
genden Fragen vorlegen: 

a) Ist die Voraussetzung scharf prizisierter g(z) sinnvoll ? 

B) Nach welchen Prinzipien sind die g(x) zu bestimmen, aus denen die 
y*(x) berechnet werden ? 

y) Was soll die Theorie der G-Grade leisten ? 

Zu «) bemerken wir, daB ein F fiir scharfe G-Grade automatisch auch 
Auskunft fiir den Fall unscharf gesetzter ¢ liefert. Dies ist wesentlich, weil 
wir zu (8) zugeben miissen, daB sich die Festlegung der Ausgangs-G-Grade 
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nicht mathematisieren laBt. Es kann sein, daB vorliegende G-Grade g, mit 
Hilfe von F aus ilteren m_, hervorgegangen sind, fiir die sich dann aber die 
gleiche Frage nach ihrer Herkunft ergibt. Die g_, kénnen nun aus G-Graden 
—, durch Verwertung der experimentellen Ergebnisse anderer Beobachter ent- 
standen sein. Diese geglaubten Ergebnisse wiren aber bereits nicht allgemein ge- 
maB F zu verrechnen, sondern zusammen mit der Erfahrung, die mit dem Ver- 
trauen an derartige Ergebnisiibernahmen gemacht wurde. Doch auch Tauschun- 
gen, Analogieschliisse usw. driicken sich in der Aufstellung der g, aus, so daB ein 
Vorgang entsteht, der etwa folgendermaBen schematisiert werden kénnte: 
Die Aufstellung der G-Grade geschieht intuitiv durch iiberschligige Anwen- 
dung von F zur Anderung einer Gleichgewichtung, die einem mehr oder 
weniger gut vorstellbaren Zustande vélligen Nichtwissens entspriche, unter 
Verwendung unserer gesamten, gerade im BewuBtsein befindlichen Erfahrung 
anstelle eines Versuchsergebnisses. Damit ist aber die Méglichkeit abgelehnt, 
die Setzung der g, zu mathematisieren. Die indirekte Theorie als mathe- 
mathische Theorie der G-Grade ist so in vélliger Analogie zur direkten Theorie: 

In der direkten Theorie wird nicht der inhaltliche W-Begriff, sondern seine 
Verkniipfung axiomatisiert; in der indirekten Theorie wird entsprechend nicht 
der Begriff der Glaubwiirdigkeit, sondern die auf ihn anzuwendende Anderungs- 
vorschrift axiomatisch prazisiert. 

Zu (y) kann man sich auf den Standpunkt stellen, daB unsere bereits 
erreichte qualitative Beschreibung der Anderung der G-Grade ausreicht, 
weil unser naturwissenschaftlicher common sense den gesuchten Verbesserungs- 
prozeB von allein richtig durchfiihrt. Die Theorie der G-Grade als Mathe- 
matisierung des Funktionierens dieses common sense soll priifen, inwieweit 
wir wenigstens in der Naturwissenschaft von einem common sense bei der 
W-Bestimmung sprechen kénnen. Wir werden sehen, daB diese Theorie den 
Giiltigkeitsanspruch der oben diskutierten Gestalt K des KS erkliren kann; 
sie wird auch fiir den bisher w-theoretisch unbegriindeten R. A. FisHerschen 
FiduzialschluB einen Giiltigkeitsbereich angeben kénnen. 

In welchem Sinne ist nunmehr das pr.C. Pr. anzuwenden ? Bei Anwendung 
unseres Anderungsverfahrens gilt ja nicht eine bestimmte Untermenge der 
denkbaren z als Approximation des richtigen 7, sondern fiir jedes 2 gibt sein 
G-Grad g(z) den Grad von Approximation an, den es nach den vorliegenden 
Erfahrungen besitzt. Damit ist die im pr.C.Pr. zitierte ,,Annahme, dab 
p(E\H) = 1 — e¢ ist‘, folgendermaBen zu prizisieren : 

Unter Verwendung der gerade erreichten Bewertung g(z) bilden wir einen 
Mittelwert iiber alle p,(#|H) als jeweils giiltigen Schatzwert fiir p(#|H) bei 
der Anwendung des pr.C. Pr. 

Dieser Schitzwert ist keine Wahrscheinlichkeit, obwohl auch er im tib- 
lichen Sprachgebrauch so genannt wird. Wir geben ihm den neuen Namen 
Chance“ fiir Z|H bei Vorliegen der Bewertung g(x). Immer dann, wenn wir 
im tiglichen Leben von ,,Wahrscheinlichkeiten“ zu prognostischen Zwecken 
sprechen, handelt es sich eigentlich um Chancen in unserem Sinne. Die Art 
der zur Chance fiihrenden Mittelwertbildung lassen wir zunichst offen. 
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b) Das Anderungsprinzip der subjektivistischen Theorie. 
Das Anderungsprinzip der subjektivistischen Theorie lautet nach Jer- 
FREYS?): 
P(q rw) = P(q\w) - P(r|qw). 


Dabei bedeuten bei Beschrankung auf einen einfachen Fall: w unseren Wissens- 
stand, g und r zwei unabhiangige Ereignisse, gw unseren Wissensstand nach 
dem Eintreten von g. P(a\b) ist allgemein die subjektivistische Wahrschein- 
lichkeit fiir das kiinftige Eintreten des Ereignisses a bei Vorliegen der Kennt- 
nis b 

Sei nun g das Ergebnis bei 100maligem Werfen einer Miinze, r das Er- 
gebnis bei weiterem 100maligem Werfen. Ware nun etwa das subjekti- 
vistische P zu deuten als W aus einem z in unserem Sinne, so miiBte bei 
Unterstellung der Giiitigkeit der physikalischen Abgeschlossenheit gelten: 
(*) P (qr\w) = P (q\w)- P (rw), 
und hieraus folgend 

P (r\w) = P (ri qw); 

d.h. die Beobachtung von q hatte unsere subjektive W-Bewertung zu- 
kiinftiger Ereignisse nicht verindert. Im vorliegenden Falle wird auch der 
Subjektivist die physikalische Abgeschlossenheit akzeptieren; (*) darf aber 
nicht gelten. Hieraus folgt: Wegen der Giiltigkeit des Additions- und des 
Multiplikationssatzes bilden zwar die subjektivistischen W.en formal ein z: 
aber aus physikalischer Abgeschlossenheit kann nicht mehr auf w-theoretische 
Unabhiangigkeit geschlossen werden. 

Wir werden spater sehen, daB auch die vom objektivistischen Standpunkt 
aus eingefiihrten Chancen diese Eigentiimlichkeit haben. Da weiter nach 
objektivistischer Auffassung die Chance der subjektiv gefarbte Schitzwert 
der unbekannten wahren W ist, liegt es daher nahe, iiberhaupt die W.en der 
Subjektivisten mit den Chancen der Objektivisten zu identifizieren. Alle 
Uberlegungen iiber das Anderungsprinzip fiir die G-Grade und iiber die Bil- 
dungsregel fiir die Chance wiirden damit gleichzeitig eine neue Begriindung 
des subjektivistischen Anderungsprinzips liefern, das in der subjektivistischen 
Theorie selbst durch eine Analogiebetrachtung eingefiihrt wird. Die vorge- 
schlagene Identifizierung wiirde verlangen, daB umgekehrt der Subjektivist 
seine W als Mittelbildung mit G-Graden als Gewichten iiber der Menge aller 
Systeme ansieht, die méglicherweise in Zukunft multisubjektiv objektiviert 
werden. Als Unterschied zwischen subjektivistischem und objektivistischem 
Standpunkt bleibt so schlieBlich nur, daB der Objektivist an die Existenz 
eines absoluten 7 glaubt, das auch ohne Bezugnahme auf uns fiir alle Zeiten 
objektiv giiltig ist, wihrend der Subjektivist das Postulat eines solchen 2 
nur im Sinne einer Objektivierbarkeit fiir uns und deshalb nur solange auf- 
rechterhalt, als wir den W-Begriff zur Ordnung der Natur verwenden. 
Dieser Unterschied zwischen den beiden Standpunkten liegt aber auBerhalb 


*) H. Jerrreys: Theory of probability. Oxford 1948, S. 25. 
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der Naturwissenschaft. Die vorgeschlagene Identifizierung der subjekti- 
vistischen W mit der Chance fiihrt so zur Vereinigung der beiden gegen- 
sitzlichen Auffassungen. 


§ 21. Die mathematische Problemstellung. 


Es sei wieder /] die Menge aller W-Systeme z. J], sei eine Untermenge 
von /]. In objektivistischer Sprechweise soll dann die reelle Zahl g(/7,) 
den G-Grad dafiir bedeuten, daB das unbekannte, wahre 7 in J], liegt. Un- 
abhaingig vom Standpunkt sei g(//,) das MaB dafiir, wie stark wir uns bei 
unserem Handeln auf die z aus //, stiitzen sollen. 


g(0) setzen wir gleich Null. Wir werden dann entsprechend der Bedeutung 
der G-Grade fordern, daB bei zwei fremden Untermengen //, und //, sich 
g(i7,+ 1T,) aus den Einzel-G-Graden durch eine stetige Funktion ® be- 
rechnen laBt: 


pil, + I1,) = B (g,, Pe) bei y,= ¢ (/I,) 


mit der Monotonieeigenschaft 
DP(9,, P2) > Y, bei Y.> Gy (0) = 90. 


Dann ist g(//,) = 0 fiir jedes //,. Da wir im iibrigen beziiglich der g-Werte 
vollig freie Hand haben, ist @ iiberall in 0 < g,< co definiert und monoton 
wachsend in jeder Variablen. Wegen der Korrespondenz zu den Mengen- 
operationen in J] ist ® symmetrisch, assoziativ, und es gilt Dig, 0) = ¢. 
Bis auf eine monotone, stetige Transformation ist also ® die Addition. 

g sei nun gleich als additive Mengenfunktion auf /] betrachtet. Bei Ein- 
treten eines Ereignisses E|H soll » durch die Anderungsvorschrift in ein g* 
iibergefiihrt werden. g* hangt dabei auBer von @ noch von der w-theoreti- 
schen Beschaffenheit des H\|H ab. Dagegen soll g* nicht durch die physikali- 
sche Bedeutung des Z|H beeinfluBt werden, die ihren Ausdruck ja bereits 
in m gefunden hat. Man kénnte nun versuchen, g* von allen W.en p (7; x,|H) 
abhangig anzusetzen, die den atomaren Ergebnissen 2, von H in allen x aus // 
zugeschrieben werden. Dies geht aber aus folgendem Grunde nicht: Jedes 
H k6énnen wir als Vergréberung eines Versuches auffassen, der aus H und 
einem beliebigen zeitlich darauf folgenden H’ mit Atomen 2, besteht. Es 
miiBten dann auch alle p(z; z,, x;,|H, H’) ins Spiel kommen; und zwar fiir 
alle tiberhaupt denkbaren H’. Soll g~* unabhingig von solchen willkiirlich 
wahlbaren H’ sein, so diirfen wir iiberhaupt nur die p (2; Z|H) als W-Argu- 
mente in g* zulassen. Dabei ist Z|H als festgewahlt anzusehen, so dab 
p(x; E\H) eine zu E\H gehérige Punktfunktion [(z) auf J] ist. Dies sei 
festgehalten in 

Definition 12: Bei festem E\H heiBt die Wahrscheinlichkeit von E\H in 
Abhiingigkeit von x die Likelihood I(x) von E\H. I(x) ist eine Punktfunktion 
auf IT. Soll E besonders angegeben werden, so schreiben wir ly(2)*). 


%) In der direkten Theorie dagegen wird in p(2; E\H) das 2 festgehalten, und man 
erhalt die W.en p,(Z) aller ZH im System 2. 
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Wir sehen, daB wir die Anderungsvorschrift als eine Funktion 
gy* = F (9, l) 


ansetzen miissen, die Paaren aus G-Bewertung g und Likelihood / auf J] 
eine neue G-Bewertung g* zuordnet. Um fiir F zu einer Formel zu gelangen, 
wird man annehmen miissen, daB g totaladditiv ist, und daB g-meBbare 
Mengen auch g*-meBbar sind. Weiter soll / ebenfalls m-meBbar sein. Die 
letzte Forderung ist eine sehr uniibersehbare Einschriankung fiir g, da die 
Menge der iiber // méglichen J unbekannt ist. Auf der anderen Seite ist auch 
der Begriff der Menge // aller méglichen W.-Systeme zu unbestimmt, um eine 
mathematische Theorie darauf aufzubauen. 

Diese Schwierigkeiten vermeiden wir dadurch, daB wir uns von vorn- 
herein in Ubereinstimmung mit den Anwendungen auf die Betrachtung endlich 
oder héchstens abzahibar unendlich vieler Versuchsschemata H, beschranken. 
Dabei sei zundichst noch zusitzlich angenommen, daB die H, in einer vor- 
gegebenen zeitlichen Aufeinanderfolge H,, H,,... realisiert werden sollen. 
Wir sprechen dann von einer Versuchskette*). Die H, kénnen dabei teilweise 
identisch sein ; so denken wir beim Miinzenwurf an die n-fachen Wiederholungen 
eines einzigen H fiir alle natiirlichen n => 1. Wir interessieren uns jetzt nur 
fiir die Aussagen, die von den Systemen z fiir eine gegebene Versuchskette K 
gemacht werden. Hat nun H, die Atome 2z\”, 2%”, ..., so ist a beziiglich K 


festgelegt durch die Angabe aller W.en p,(zx“'’) und aller bedingten W.en 


it 


P(x)”; ah) ee x‘’-)) fiir das Eintreten von 2” nach Realisierung von 
: v1 
H,,..., H,-, mit dem Ergebnis a) Peace x’) Das sind endlich oder héchstens 


y 


1 
abzahlbar unendlich viele Zahlen 6,, 6,,..., mit 0 < 6,< 1, die abzahlbar 
vielen Summenbedingungen unterliegen. Ein derartiger Vektor (4,, 9s, . . .) 
ist dann Repriisentant der Klasse aller 2, die in bezug auf die vorgegebene 
Kette iibereinstimmende W-Aussagen machen. Eine solche Klasse nennen 


wir eine einfache statistische Hypothese tiber K = H,, Hy, ... und bezeichnen 
sie mit m(K). Die Menge aller einfachen Hypothesen iiber K heiBt die zu K 
gehérige Hypothesenmenge und wird mit IM(K) = M(H,, Hy, ...) bezeichnet. 


Eine beliebige Untermenge N von M nennen wir entsprechend eine zusammen- 
gesetzte Hypothese, wenn N mehr als ein m enthilt. 

Bei vorgegebener Versuchskette K kinnen wir nun das zugehérige M 
anstelle von //] benutzen. Die totaladditive Mengenfunktion @ wird auf M 
iibertragen. Die Likelihood zu irgendeinem Ereignis F aus einem beliebigen 
endlichen Abschnitt H,,...,H,, von K definiert dann eine Punktfunktion, 
die Likelihood [,(m) auf M. Da jedes m aus M durch einen Vektor (6,, 4s, . . -) 
festgelegt ist, haben wir eine spezielle Darstellung von MN durch héchstens 
abzahlbar viele kontinuierlich variable Parameter 9,. Diese Parameter nennen 
wir Likelihood- Parameter, weil jede Likelihood auf M eine ganzrationale 
Funktion aus endlich vielen dieser 6, ist. Wir kénnen nun unbedenklich die 

‘) Eine Verallgemeinerung dieses Ansatzes auf den in der Theorie der Entscheidungs- 


funktionen betrachteten Fall von Ketten mit Verzweigung nach Wahrscheinlichkeit ist 
spater leicht méglich. Vgl. hierzu auch § 25. 
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Forderung formulieren, daB g so gewahlt sein soll, daB alle 1 g-meBbar sind; 
Beispiele solcher q lassen sich ja leicht bilden®). Unter den g-meBbaren 
Mengen aus QM interessieren uns nur diejenigen, die durch o- und 6-Prozesse 
aus den Zylindermengen 0 < [(m) <a fiir alle I(m) und 0Sa<1 erzeugt 
werden. Wir werden daher von vornherein g nur auf dem so erzeugten 
Mengenring als definiert ansehen. 

Die Voraussetzung g(IM) <oo wollen wir nicht einfiihren, um praktisch 
wichtige Falle nicht auszuscheiden, in denen wir in einer Untermenge von IN 
Gleichverteilung eines geeigneten Parameters T in © <T <+oco annehmen 
méchten. Dagegen legt unsere Parameterdarstellung nahe, von g wenigstens 
Normalitat zu verlangen ; d. h. wir fordern die Zerlegbarkeit von M in héchstens 
abzihlbar viele Summanden M, mit g(M,) < oo. Den trivialen Fall g(M) = 0 
scheiden wir aus. Damit kommen wir zu der folgenden 

Definition 13: Eine G-Bewertung gp auf M ist ein totaladditives normales 
MaB mit o(M)> 0, dessen MeBbarkeitsring durch alle Zylindermengen 0 < I(m) Sa 
erzeugt wird. 

Die Vereinfachung, die wir durch die Einfiihrung von M erreicht haben, 
fiihrt jetzt aber auf eine neue Schwierigkeit bei der Betrachtung der Ande- 
rungsvorschrift g*= F (g, 1). g war als totaladditives MaB auf M@ = M (H,, 
H,,.. .) erklart; ~* sollte denselben MeBbarkeitsring haben. Damit erscheint 
g* zunichst wieder als MaB auf M. Ist nun z. B. | die Likelihood zu 2,|H,, 
so interessiert aber nach Realisierung von H, gar nicht mehr IM, sondern die 
Hypothesenmenge IM’ = M (H,,...). Wir miissen uns daher nun iiberlegen, 
in welcher Weise g* von M auf M’ zu iibertragen ist. 

Hierzu benutzen wir die Darstellung der m aus QM durch Likelihood- 


Parameter, die wir in der folgenden Form schreiben: 6,, ..., 9,, 1,x- Dabei 
mégen die 0, die W.en der 2z,|H, angeben, waihrend »,, die bedingte W. eines 
Atoms von H,, mit u = 2 bedeutet, falls z,|H, in der Bedingung vorkommt. 
Ist nun 2,|H, eingetreten, so gibt m die Anweisung, den Ereignissen H der 
Restkette H,,... die bedingten W.en p (HZ; x,) zuzuschreiben, die allein aus 


den ,, gebildet sind. Damit wird m auf dasjenige m’ aus M’ abgebildet, das 
gerade die Parameter 7,, hat. Durchliuft m das ganze IM, so durchlauft m’ 
mehrfach ganz M’. Wegen der Additivitét der G-Belegungen ist bei dieser 
Abbildung von M auf M’ das MaB g* wie iiblich zu tibertragen: Fiir ein 
Ne CM’ ist p*(N’) das —~*-MaB aller m mit m>m’¢N’. Nehmen wir fiir N’ 
speziell eine Zylindermenge 0 < /;,(m’) S a, gebildet mit der Likelihood eines 
E der Restkette, so erhalten wir 





g*(0 < 1,(m’) < a) y*(0: lz, B(m) | a) 


lz, (m) 


~ 


r,,zll, ist als Quotient zweier Likelihood in M meBbar auBer in der Menge 
1,(m) = 0, wo der Quotient unbestimmt wird. Doch liefert unsere Formel 


5) So kénnte man z. B. M mit Hilfe der Likelihood-Parameter als endliches oder ab- 
zahlbar unendliches Produkt von endlich-dimensionalen Simplices darstellen, die den H, 
der Kette entsprechen und in denen Gleict verteilung angenommen wird. Durch Produkt- 
bildung findet man ein 9. 
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auch in diesem Falle dann einen eindeutigen Wert fiir alle g*(0 < /,(m’) <a), 
wenn g* (1, = 0) = 0 ist. Wir werden sehen, da dies fiir ein y* automatisch 
gilt. Daher kénnen wir nun bei der Definition der gesuchten Ubertragung auf 
die Verwendung der Likelihood-Parameter verzichten und statt dessen die 
gewonnene Formel zugrunde legen. 

Definition 14: Es sei p eine G-Bewertung auf M = M(H,, Hy...) mit 
der Likelihood m). x, seien die Atome von H,; E sei ein Ereignis von H,, H;,... . 
I'(m’) seien die Likelihood auf M’ = M(H,,...). Lat Pl, (m) = 0) = 0, so 
sei durch 
lz, E(m) 


a 
lx, (m) 


(0 < ly(m’) Sa) = pj9: 
gemiB Definition 13 eine G- Bewertung p, auf M’ erklirt. Dann heift p, die 
x,-Projektion von p auf M' und wird durch [gp], symbolisiert. Entsprechend 
bedeutet (d @)z, das Differential von [ ¢ ly: 

Unsere durch das Eintreten von x,|H, gewonnene Erfahrung driickt sich also 
in zwei Schritten aus : Zunachst wird miiber M verwandeltin y* = F( ¢ it, )- Dann 
wird die z,-Projektion von g* auf M’ gebildet, wozu jedoch g* (1, = 0) = 0 
erforderlich ist. Damit haben wir den ProzeB der Anderung der G-Grade 
in eine mathematische Gestalt gebracht. Die weitere Untersuchung hat sich 
nun mit der Frage zu beschiftigen, welche Funktion F(q, 1) wir verwenden 
wollen. Fiir die Beantwortung bieten sich zwei Wege an: 

a) Es wird ein bestimmtes F(¢, 1) axiomatisch gewahlt. Durch Studium 
der Anwendungen wird gezeigt, daB die Wahl ,,verniinftig“ ist. 

b) Es wird axiomatisch festgelegt, welche Eigenschaften ein F(q, l) 
haben soll, damit es als verniinftig gelten kann. AnschlieBend wird unter- 
sucht, welche F(¢, 1) diese Eigenschaften besitzen. 

In Ubereinstimmung mit unseren Uberlegungen im vorigen § 20 werden 
wir den zweiten Weg einschlagen. Vorher aber seien noch zwei Arten von 
G-Bewertungen angefiihrt, die praktisch besonderes Interesse haben. 

Bei der Diskussion des KS erwiahnten wir bereits, daB man in der An- 
wendung so tut, als ob nur eine geeignete Untermenge aus M zur Konkurrenz 
stiinde. So nimmt man etwa bei einem IN = M(H, H,...) als ,,Wahrschein- 
lichkeitsmodell“ an, daB H geniigend oft wiederholbar ist mit konstanten 
W.en; oder man betrachtet allgemeiner nur diejenigen Hypothesen, fiir die 
in einem H der Folge alle W.en nur von den Ergebnissen der k vorhergehenden 
Realisierungen abhingen. Solche Untermengen N aus M fallen unter den 
folgenden Typ. 

Definition 15: RoM (H,, He, ...) heiBt eine stetige, r-dimensionale H ypo- 
thesenmenge mit den Modellparametern t,, . . ., T,, wenn gilt: 

a) Uber X hiingen alle Likelihood stetig von den t, ab. 

b) Sind H,,...,H,, mit beliebigen Ergebnissen x,, y,,...,2, realisiert, 
so gibt es unter den dann giiltigen Likelihood fiir die E aus H,,.,,... noch r 
funktionell unabhingige. 
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Bemerkung: Die genannten Likelihood sind fiir ein n ¢ N gegeben durch 
die bedingten W.en p,(E; 2,, y,,---,2,). Der 2. Satz in Definition 15 stellt 
sicher, daB N auch nach Realisierung eines Anfanges der Versuchskette noch 
r-dimensional bleibt. 

Wenn wir in den Anwendungen nur mit N arbeiten, so heiSt dies, daB wir 
eine G-Belegung mit gm (M— N) = 0 als idealisierten Grenzfall dafiir 
benutzen, daB wir M — MN fiir extrem unglaubwiirdig halten. Wegen 
der S. 310 angefiihrten Eigenschaft (c) der Anderungsvorschrift wird dann auch 
g* (M—N) = Osein. Es bleibt so nur die G-Belegung aufN von Interesse. Fassen 
wir g und g* als MaBe im r-dimensionalen Raum der 1, auf, so wird auch die 
in Definition 14 eingefiihrte x,-Projektion von g* entbehrlich; denn wegen 
Definition 15b wird bei der Projektion jedes m aus N eineindeutig auf die- 
jenige Hypothese m’ aus M’= M (H,, ...) abgebildet, die dieselben 1, be- 
sitzt. Im 1,-Raum wird also die Projektion zur Erhaltung von g* bei der 
identischen Abbildung. 

Eine noch weitere Spezialisierung von g besteht darin, daB endlich oder 
abzihlbar unendlich viele m aus M endliche G-Grade erhalten, wihrend im 
iibrigen g =0 gesetzt wird. Wir sprechen dann von einer diskreten Hypo- 
thesenmenge D = {m,, m,,...}. Zu dieser Idealisierung gehért die bekannte 
Grundaufgabe der mathematischen Statistik, zwischen zwei einfachen Hypo- 
thesen eine Entscheidung zu treffen. 


§ 22. Die Festlegung der Anderungsvorschrift. 

Von der gesuchten Anderungsfunktion F(qg, 1) sei nun zunichst verlangt, 
da8B sie nicht von dem jeweiligen IR(K) abhingt; alle Vorkenntnisse tiber K 
sollen also bereits durch g ausgedriickt sein. Diese Forderung nach einer 
,Universalitat der Anderungsvorschrift“ driickt sich mathematisch folgender- 
maBen aus: 

Es seien M, und M, die Hypothesenmengen zu zwei verschiedenen Ver- 
suchsketten mit den G-Bewertungen g, und qg, sowie den Likelihood 1,(m,) 
und /,(m,). Gibt es nun eine eineindeutige Abbildung von M, auf M, so, 
daB dabei gy, in g, und J, in I, iibergeht, so soll dabei auch gf auf gt abge- 
bildet werden. Wegen der Eindeutigkeit der Funktion F(qg,1) kénnten wir 
lies auch so formmulieren: Zum Definitionsgebiet von F(g, 1) tiber M gehdren 
alle Paare (¢,,1,), die durch eineindeutige Abbildung eines IM, auf M ent- 
stehen. Wie die Darstellung durch die Likelihood-Parameter zeigt, ist nun 
jedes M von der Michtigkeit ¢ des Kontinuums. Es ist daher bequemer, 
unsere Forderung folgendermaBen als Definition der Anderungsvorschriften 
auszusprechen. 

Definition 16: a) Es sei M eine festgewiihlte Menge der Médchtigkeit ¢ des 
Kontinuums. Die Elemente von M heifen wu. M heift abstrakte Hypothesen- 
menge. 

b) Eine Funktion y* = F(y, A) fiir totaladditive Mae y, y* und Punkt- 
funktionen 2(u) auf M heifBt Anderungsvorschrift, wenn: 
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a) F(w, A) definiert ist fiir alle Paare (wy, A), die durch eineindeutige 
Abbildung einer G-Belegung py und Likelihood | eines M auf M entstehen. 
B) w* denselben MeBbarkeitsring wie w besitzt. 

c) wpund A(p) heiBen bzw. G-Belegung und Likelihood auf M. 

Von den gesuchten F(y, A) werden wir eine gewisse Stetigkeit verlangen, 
die wir jetzt definieren. 

Definition 17: Eine Anderungsvorschrift F(yw, 2) heipt stetig, wenn gilt: 
a) Sind wy = F(y,, A) definiert und konvergiert w,(N) gegen w(N) gleich- 
miipig fiir alle NC M mit y(N) <, so ist auch wy* = F(y, A) definiert, und 
es gilt lim w,(N) = wp*(N) fiir jedes p-meBbare NC M. 

b) Sind yX =F (y,A,), y*= Fly. A) definiert und konvergiert i,(u) 
gleichmépBig gegen A(u) bis auf eine Menge M, mii y(M,) = 0, so gilt lim p*(N) 
n—> x 

y* (N) fiir jedes NC M — Mg. 

Wie in der allgemeinen Integrationstheorie tiblich, haben wir in Defi- 
nition 17b die gleichmaBige Stetigkeit der Punktfunktionen A,,(u) nur ,,fast 
iiberall‘‘ verlangt. Damit ist gleichzeitig das itibliche Verfahren der mathe- 
matischen Statistik gerechtfertigt, sich auf eine Teilmenge M — M, von M 
dann zu beschrinken, wenn y(M,) praktisch als Null angesehen werden soll. 
Es wird ja von der Anderungsvorschrift damit verlangt, daB y* auf M — M, 
nicht von den Werten des 4 auf M, abhaingt. In der Tat folgt dies aus der 
Stetigkeit gemaB 

Hilfssatz d 1: Sind w*= F(y,/,) und y= F(y,A,) fiir ein stetiges F 
definiert und ist 4,= A, bis auf ein M, mit w(M,) = 0, dann ist yf = yF auf 
M — M,. 

Beweis: In Definition 17b setze man alle A,,= A, und A = A,. 

GemaiB den Vorbemerkungen zu Definition 13 haben wir auf die Nor- 
mierung y(M)=1 verzichtet. Wir werden daher einen positiven Faktor 
bei py beliebig zulassen. 

Definition 18: y, und y, heiBen dquivalent, wenn y,(N) = k- p,(N) ist fiir 
jedes N CM bei konstantem k > 0; symbolisch: y, aq y2.- 

Der Méglichkeit einer Aquivalenz der G-Bewertungen entspricht eine 
Eigenschaft von F(y, 4) gemaB 

Definition 19: F(w, 2) heiBt homogen, wenn aus y, aq we folgt F(y,, A) 
dig F (wo, A). 

Die Forderung, daB das gesuchte F(y, A) mit den bisher genannten Eigen- 
schaften gesetzt ist, wird nun ausgesprochen in 

Axiom D1: Auf M ist eine stetige, homogene Anderungsvorschrift F (yw, A) 
definiert. 

Wir kommen nun zu einer Eigenschaft von F(y, A), die anschaulich be- 
deutet, daB man Hypothesen mit iibereinstimmender Likelihood vor An- 
wendung von F(y, 4) unter Wahrung ihres Gesamt-G-Grades zusammen- 
fassen darf. Um dies einzusehen, betrachten wir eine Hypothesenmenge 
M, = M (H,, H,, ...) mit der G-Bewertung ¢— und der Likelihood J, = /,(m,). 
Bei Eintreten von EZ hatten wir dann gf = F(9,, /,) auf M, zu bilden. 
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Nehmen wir nun an, H,, H,, ...seieine endliche Versuchskette K = H,,...,H,. 
Dann kénnen wir XK fortsetzen durch ein willkiirlich gewahltes H,,,,,. Jedes 
m,¢€ IM, wird damit zu einer zusammengesetzten Hypothese 6, der Mach- 
tigkeit ¢ aus M,=— M(K,H,,.,). Dabei ist 1,=1,(m,) auf jedem bh, kon- 
stant mit dem Werte /,(m,). Wir haben so eine nicht umkehrbare Ab- 
bildung Cy, die M, mit G-Bewertung gy, und Likelihood /, abbildet auf M, 


mit G-Bewertung g, und Likelihood /,. Dabei gilt: 
(a) I,(m,) = 1,(Cygm,) und ,(R,) = ge(Cym,€ N,) 


fiir alle N,, wahrend g, im iibrigen auf M, beliebig sein kann. Anstelle von 
gi ware nunmehr g3= F(q,,1,) tiber M, zu bilden. Wegen der Willkiir 
in der Wahl des vielleicht spaiter gar nicht realisierten H,,,, darf nun die ge- 
nannte gedankliche Fortsetzung von K das Ergebnis der Anderung der G- 
Grade nicht beeinflussen, abgesehen von Aquivalenz. Haben wir also zwei 
Mengen %; und Nj’ von M,, denen die Mengen RY) = {Cym,¢ N'’} von M, 
entsprechen, so soll sein: 


(b) oT (Ri): GF (RY) = GF RW): oF RW). 


Unsere Forderung, daB aus (a) stets (b) folgen soll, ist nun nicht nur zu er- 
heben, wenn M, die Hypothesenmenge zu einem endlichen K ist. Jedes EZ 


gehért ja zu einem endlichen Abschnitt H,,...,H,, und unsere W-Schliisse 
zielen stets nur auf einen weiteren endlichen Abschnitt H,,,, . . ., H,, fiir den 
die Betrachtung von H,,..., H, dann geniigen muB, wenn unsere Ergebnisse 
nicht davon abhingen sollen, ob die weiteren H,,,,... tatsichlich einmal 
realisiert werden. I (H,,...,H,;) kann also in unseren Betrachtungen die 
Rolle des M, und M (H,,..., H,, H,,,,...) die Rolle von M, spielen, wobei 


wieder (a) gilt und (b) gefordert wird. 

Es seien nun M, vermége A, und M, vermdge A, eineindeutig auf M abge- 
bildet. Auf M haben wir dann die G-Bewertungen y, und y, sowie die Likeli- 
hoods A, und A,, die vermége der nicht umkehrbaren Abbildung C = A, C,Az' 
mit C M = M aufeinander gemaB 


(c) Ag(u) = A,(C pw) und y,(N) = y,(C uw € N) 
bezogen sind, wihrend (b) die Beziehung 
(d) yi (Ny): yf (Na) = yF (Cu €N,): ys (Cw € Ny) 


liefert. Da fiir F (y, A) auf M alle eineindeutigen Abbildungen gestattet sind, 
kann C dabei eine beliebige Abbildung sein mit der Einschriankung €, daB 
fiir jedes 4, die Menge {C u = u,} von der Michtigkeit ¢ ist. Wir tiberzeugen 
uns nun, da8 € unwesentlich ist. Haben wir namlich ein beliebiges C mit 
CM = M, und ist D eine weitere Abbildung von M auf sich, die € geniigt, 
so definieren wir ein y, und ein A, gemaB 


Ay(“4) = A,(D pw) und y,(D uw € N’) = y,(N’) fiir jedes N’, 
und damit wegen (c) und bei N’ = {C uw € N}: 
A,(u) = A,(C Dw) und y,(C Du €N) = y,(N) fir jedes N. 
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Die Abbildungen ('D und D geniigen €, so daB wir aus (d) erhalten: 
yt (N,) : yi (Na) = ys (C Du EN,): y3 (C Du €N,) 
und 
ys (C weN,): yt (C MEN.) = pS (C Du eEN,): y3 (C Du EN,), 

woraus wieder (d) fiir yf und wf folgt. Diese Betrachtung gilt unter der axio- 
matisch einzufiihrenden Voraussetzung, daB durch Abbildungen, die € ge- 
niigen, das Definitionsgebiet von F(q,A) nicht verlassen wird; dann fiihrt 
nach obiger Uberlegung auch ein beliebiges C nicht aus dem Definitionsgebiet 
heraus. Damit haben wir 

Axiom D 2: Auf M seien gegeben die G-Belegungen y, und w,, sowie zu 
jedem yw, eine w,-meBbare Funktion j,. C sei eine Abbildung von M auf sich 
mit den Eigenschaften: 


a) CM=M 
b) Ay(pw) = AE p) 
¢) vi(N) = y.(C wu €N). 


Dann gilt: x) Ist pT = F(w,, A,) definiert, so auch w= = F(y,, A.) und umgekehrt. 
B) Bei N,-N, = 0 gilt 
yi (N,): yr (Ng) yz (C,,€ N,): ys (C,' N,). 

Ist fir ein NC M mit y(N) > 0 iiberall A > 0, dann ware durch das Ein- 
treten von E mit der Likelihood 4 die Hypothese N teilweise gestiitzt, und es 
muB daher auch w*(N) > 0 gelten. Dies liefert 

Axiom D 3: Aus y(N) > 0 nebst 2 > 0 auf N folgt y*(N) > 0. 

Die weiteren Forderungen, die wir an F (y, A) stellen wollen, formulieren 
wir der Einfachheit halber nur fiir den Spezialfall diskreter Hypothesemengen. 
Es sei also aus M eine diskrete Menge A = py, + + -~-~- der Machtigkeit m, 
m endlich oder abzihlbar unendlich, ausgewahlt mit den Likelihood-Werten 
A,= A(u,). yp ist eine G-Belegung mit y(M — A) = 0, wahrend die y, = y(yu,) 
wegen der Normalitat von yp endlich sind. Die y, = 0 sind beliebig wahlbar 
mit 2 y, > 0. Nach Hilfssatz d 1 brauchen wir uns um die A (u) auf M — A 


’ 


nicht zu kiimmern. Umgekehrt kénnen wir zu A endlich oder abzahlbar un- 
endlich viele weitere «4 hinzunehmen, fiir die y = 0 ist. Es geniigt daher, 
sich mit abzahlbar unendlichen A zu beschiaftigen. 

Die yt, y, und /, fassen wir zu Vektoren y*, y und { zusammen; dann 
erhalt die Anderungsvorschrift im Spezialfall der diskreten Hypothesen- 
mengen die Gestalt 


(22.1) ye = Sy. 7) 
mit der Vektorfunktion §. Nach Axiom D 1 hangt jede Komponente von ye 


stetig von allen Komponenten der Vektoren ~ und 7 ab, wenn die letzteren 
gleichmaBig konvergieren. Weiter wissen wir wegen Definition 16 bereits, 
daB (22.1) invariant ist gegen jede simultane Permutation der Komponenten 


der Vektoren y*, y und j : Symmetrie von §. 
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Das Definitionsgebiet von F besteht aus allen Vektoren y mit 2 y, >0 
und allen Vektoren 7 : Fir y ist dies ja klar; fiir 7 folgt es daraus, daB iiber 
M (H,, H,,...) jede Likelihood zu Ereignissen aus H, alle Werte kontinuier- 
lich oft annimmt, so daB wir beliebige m, auswihlen und auf A abbilden 
kénnen mit zusatzlicher Abbildung von M — XY m, auf M — A. 


Sind speziell die Komponenten y, = rund y, = s ganzrational und ist A, = A,, 


so betrachten wir noch die diskrete Hypothesenmenge A’ = {yu}, yo, . . .} mit: 
(yi = Yo=" = Vrac= 1s Paste = Yorx bei k2>1 
| Ay = Ag = se = =A Maan = Anse 

Wegen der Symmetrie von § ist dann: y|* = --- = y;*_,. Es sei nun die Ab- 


bildung C definiert durch 

[Cui =- = Cue = ths C Mra = = OMe = Me’ 

\C wi os sk = Mose bei Kk2>1; C(M— A’) = M— A eineindeutig. 
Durch C wird auf M eine Bewertung y und eine Punktfunktion A definiert 
mit: y= y und i =A auf A; p(M — A) = p(M — A) = 0. Nach Hilfssatz d 1 
ist also 

Yl: Yo= Yr: yr. 
Andererseits haben wir nach Axiom D 2: 
yr: pr y* (C us = my): y* (C m= Me) = 728 = Yt Yo- 

Damit erhalten wir 
(22.2) bei A,= 2, ist yf: yr = Y.: Ye 
zunichst fiir ganzrationale y,, y,; dann aber wegen der Homogenitat und der 
Stetigkeit auch allgemein. Beachten wir noch Axiom D3, so kénnen wir 
zusammenfassen zu 

Hilfssatz d 2: Die Vektorfunktion ys = F (p> 1.) ist definiert fiir alle 7 und 
alle y mit Z p,>0. Sie ist stetig, symmetrisch, homogen; es gilt (22.2). Aus 
y,* A, >0 folgt yr > 0. 


Betrachtet sei nun eine diskrete Hypothesenmenge D = {m,, mg, . . .} aus 
M = M (H,, Hy, ...). x’ sei ein Ergebnis von H,, x” von H,. l= V' (m,) seien 


die Likelihood-Werte von 2’; l}’ sei definiert durch die bedingten Wahrschein- 
lichkeiten 1’ = Pm, (2""; x’). Die Likelihood-Werte zu dem Ereignis (2’, x’’) 
auf D sind also /, = 1} -1;’. Tritt nun 2’ ein, so ist p zu andern in g* = F( ?, rT). 
Tritt anschlieBend x’’ ein, so ist weiter zu andern in gee = Fg, I”). Be- 
trachten wir jedoch sofort das Eintreten von (z’, x’’) unter Zusammenfassung 
von H,, H,zueinem einzigen Versuch, so wiirden wir die Bewertung 7 = GF (¢ 1) 
erhalten haben. Soll nun das Endergebnis nicht davon abhingen, ob wir 
gleich das Eintreten von (z’, x’’) oder nacheinander erst x’ und dann 2”’ fest- 
stellen, dann muB ge iq x sein. Wir sprechen dann von einer Transitivitdt 
der Bewertungsinderung. Da wir aus I beliebige m, auswahlen konnten, 
sind die Vektoren /’ und i" beliebig; nur miissen wir beachten, daB 2 g¥ > 0 
Math. Ann. 128. 2 
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wird, damit wir das Definitionsgebiet von bei der Bildung von gre nicht 
verlassen. Formulieren wir nun unsere Forderung auf M, so ergibt sich 

Axiom D 4: Ist (wp, 7’) + 0, so gilt 

FF (py, 7), 2") iq Fp, VA") 
bei Vi = (A de’, ae de, .. .). 

Die auf 8.310 als Eigenschaft (d) ausgesprochene Cournotsche Forderung 
soll nun noch in die Axiomatik aufgenommen werden. Hierfiir geniigt der 
Spezialfall, daB [ iiberhaupt nur Komponenten mit den Werten 0 und 1 be- 
sitzt. In diesem Falle fiihrt die CourNotsche Forderung wegen der Stetigkeit 
von § zu 

Axiom D 5: Gestattet die diskrete Hypothesenmenge A eine Zerlegung 
A = A,+ A, mit l,= 1 auf A, und l,= 0 auf A,, und ist y* (A,) <~, 80 ist 
y* (4,) = 0. 

Mit diesen Forderungen haben wir § bereits weitgehend festgelegt. Es 
gilt nimlich der 

Hilfssatz d 3: Geniigt die Vektorfunktion § ( Y, 1) dem Hilfssatz d 2 wnd 
den Axiomen D 4 und D 5, so ist § (w, 2) aq py: A" mit einem n> 0. 

Es mége geniigen, die Schritte des an sich einfachen Beweises zu skizzieren : 

(a) Es ist y* aq yp, falls J,= 4,—---+0 ist. Dies folgt unmittelbar 
aus (22.2). 

(b) Bei k> 0 ist F p> i) iq § (y, k- 7). Dies folgt durch Anwendung 
von D4 mit dem Hilfsvektor (k,k...) und Benutzung der Homogenitit 
sowie der Aussage (a). 

(c) Bei 7 = (1, 1, 0,0, .. .) ist ye iq (y,, Ye, 0,0, ...). Unmittelbare Folge 
von (22.2) und D 5. 

(d) Aus y,- A,= 0 folgt yf = 0. Wegen der Stetigkeit kann beim Beweis 


dieser Relation vorausgesetzt werden: y,- A,> 0 sowie py, und A, nicht beide 
> ] 1 

Null. Im Falle y,= 0 benutzen wir den Hilfsvektor r = « - ( 7G, 9, 9,-. .) 
Ma 2 

mit passendem « so, daB alle r,< 1 sind. Wegen rA iq (1,1, 0,0,.. .) fiihrt 

D 4 auf (c) zuriick. Im Falle 4,= 0 wird D 4 und die Aussage (b) mit den 

Hilfsvektoren g = (1,1,0,0,...) und _ (0,1,0,0,...) unter Beachtung 

von aq iq r angewendet. Die letzte Aussage von d 2 sorgt bei diesem Beweis- 

teil dafiir, daB das Definitionsgebiet von F nicht verlassen wird. 
(e) Ist y, > 0, y,>0, 4,>0, A, >0, so hingt y3/yf nur von y,/y, und 
A,/4, ab, jedoch nicht von den y, und A, mit y > 3. Dies ergibt sich folgender- 


maBen: Ist g = (1, 1, 0, 0, . . .), so ist wegen (c) und D 4 


(yt, yf,0,0,...)aq F (py, 9) =—F(F(, A), g) da Fy, Aq) ba F (Gy, g), A): 
Aq enthalt nicht die A, mit v => 3; andererseits enthalt F (yp, q) nicht die y, 
mit » = 3 bis auf Aquivalenz. Also ist y3/yf unabhangig von den y, und A, 
mit vy > 3. Aus der Homogenitat und (b) folgt die Behauptung. 
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(f) Seien w,, We Ws, Ay, Ag, Ag alle von Null verschieden. Aus (e) und der 

Symmetrie folgt 
“ee < 
valyt = 9( 2". 3) 
fiir alle Paare u, v aus 1, 2,3. Dies liefert die Funktionalgleichung 
g(x, y)- 9 (&. n) = 9 (2 Fyn) 

fiir die stetige Funktion g; also ist g(x, y) = 2™- y". Wegen (22.2) ist m= 1, 
waihrend die Stetigkeit zusammen mit (d) zeigt, daB n> 0 sein muB. Der 
allgemeine Fall folgt aus der Stetigkeit. — Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Der Exponent » hat unmittelbar anschauliche Bedeutung: Bei n—0 ten- 
diert $ zur Erhaltung der Ausgangsbewertung y ohne Beachtung des experi- 
mentellen Ergebnisses. Das letztere wird mit wachsendem n starker benutzt. 
Bei n-—>oco entsteht die Methode des Maximum-i.‘kelihood, die die Vorbe- 
wertung y unberiicksichtigt laBt. Wir lassen den Wert von n zunichst offen. 

Die Ubertragung unseres Ergebnisses auf den Fall eines beliebigen y wird 
nun natiirlich auf die Vorschrift 
(22.3) dy* iq A"-dy 
fiihren. Um (22.3) streng zu rechtfertigen, zeigen wir den folgenden 

Hilfssatz d 4: Es sei w eine G-Belegung auf M; weiter M, eine Untermenge 
von M mit y(M,) = 0 und von der Mdchtigkeit «. Zu der Zerlegung M — My 

2M, in héchstens abzihlbar viele M, mit y(M,) < seien nicht notwendig 
verschiedene Zahlen x, mit 0 < x,< 1 vorgegeben. Dann gibt es eine Funktion x 
auf M mit der Eigenschaft: 

a) w*= F (y, x) ist definiert, 

b) x =x, auf M,. 
Es ist p*(M,): p*(M,) = y(M,) - x": y(M,) - x”. 

Beweis: Zu jedem M, wahlen wir ein Element yu, aus M; alle 4, verschieden. 
Wir betrachten die folgende Abbildung C: 


OM, = fe; C My= C, Mg, 


wobei C, eine beliebige eineindeutige Abbildung von M, auf M — 2 uy, ist. 
Es entsteht hierbei aus y das MaB y’ mit y’(u,) = y(M,), py’ (M— 2 w,)=9. 
Die 4, bilden auf M eine diskrete endliche Hypothesenmenge mit Bewertung y’. 
Es gibt daher eine Likelihood A auf M mit A(u,) = x,. Wir setzen x(u) = A(C yp). 
Axiom D 2 mit Hilfssatz d 3 liefern die Behauptung. 

Mit Hilfe von d 4 laéBt sich nun (22.3) folgendermaBen beweisen: Es seien 
die Untermengen N, und N, aus M so vorgegeben, daB gilt: N,- N, = 0; 
M — N, - N, ist von der Miachtigkeit ¢; p(N,)<0; {Ady > 0. Nach Vor- 

N, 
gabe einer natiirlichen Zahl m kénnen wir dann M zerlegen in 


M = M,+.5Ni,+5 Ne, +5 Ngt::* 


—_ 24 — 
mit den Eigenschaften: M, ist von der Machtigkeit ¢ mit y (My) = 0; Mg ist 
unabhingig von m gewihlt; 5’ N,,,= N, bei 9 = 1,2; y(N,,) <0; in N,,, 


O0* 
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: — 1} ‘ : 
gilt Om at = . Es sei x,, (4) gemaB Hilfssatz d 4 gewahlt mit x,, = & auf 
N,,,» Ne,,--- - Dann ist fir y% = F(y, x,,): 


= " —: ON fh 
(22.4) ym(N,) = kn y(N,,) ° { my mit einem k,, > 0; 9 = 1, 2. 
Kt = 


Weiter gibt es wegen { Ady > 0 eine feste Untermenge Nj = ¥ N,,, 
Ny, N* 
i 
y(Ni) > 0 und A> 0 auf Nj} sowie y* (Nj) < co wegen der Normalitat von y*. 


Es ist 


(22.5) ya(Ni) = kn y(Ni,) > (fe) - 
N; 


in N, mit 


Gehen wir nun zu moo iiber, so konvergieren auf M — M, die ~,, (mu) gleich- 
maBig gegen A(u). Wegen der Stetigkeit konvergieren y},(N,) und w},(N}) 
gegen y*(N,) und y*(Nj). GemaéB Axiom D 3 folgt aus (22.5) auf Grund 
der an Nj gestellten Bedingungen, daB dabei k,, gegen ein k mit 0 <<k<« 
strebt. (22.4) liefert also 
y*(N,) = k- f &*- dy mit k>0; 9 = 1,2. 
N 


e 


Da wir M, beliebig wahlen konnten, ist damit (22.3) bewiesen, sofern { 2" dy+0 
M 
ist. 


. ~4 * il “OMe, - l a 
Im Falle { A" dy = 0 wahlen wir ein yw. mit A (uo) = > . was bei einer 
E 2 


Likelihood ja stets méglich ist, und bilden y,, = y+ y,, mit w), (Mo) = und 


Wm(M — po) = 0. Fiir F(y,,, A) gilt dann (22.3); also auch fiir F(y, 4) wegen 
der Stetigkeit. 
§ 23. Die Festlegung der Chance. 

Die Chance hatten wir eingefiihrt als eine Mittelbildung iiber die Likelihood / 
auf M unter Verwendung von @ als Gewicht. Wie bei F(q,/) fordern wir 
die ,,Universalitaét‘‘ der Vorschrift zur Chancenbildung; d.h. die Chance ist 
auf M durch ein Funktional y(A| y) erklart, das invariant bei eineindeutigen 
Abbildungen von M auf sich und bei y>k- yp ist; k>0. x (A| p) soll weiter 
eine Stetigkeit analog zu Definition 17 besitzen. Damit ist bereits ausgedriickt, 
daB die Werte von A auf einem M, mit y(M,) = 0 das y nicht beeinflussen: 
dies entspricht auch der Bedeutung von y als Gewicht bei der Chancenbildung. 
Aus unseren Uberlegungen vor der Einfiihrung von Axiom D 2 folgt weiter 
analog, daB auch x (A| y) die Zusammenfassung von Hypothesen mit tiber- 
einstimmenden Werten von A gestatten muB. Von vornherein ist zu erwarten, 
daB y im Falle y(M) = co im allgemeinen nicht definierbar ist; y(M) = « 
sei daher zunichst ausgeschlossen. Im iibrigen soll das Definitionsgebiet 
von x mit dem von F iibereinstimmen. Damit kommen wir zu 

Axiom E 1: Es sei F(w, A) definiert und y(M) <co. Dann ist ein Funk- 
tional y = x (A|| p) festgelegt mit den Eigenschaften: 

a) Unter den Voraussetzungen von Axiom D 2 ist x (A,\| y,) = x (Ae|| Wo)- 
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b) x (Ally) = x (Al k- py) bet k> O. 
c) Ist w(M,) = 0, so ist inf A < y < sup A. 
M—M, M—M, 

d) xz ist stetig bei gleichmafiger Stetigkeit von wp und bei gleichmafiger 
Stetigkeit von A fast iiberall auf M. 

Ist Um) tiber M die Likelihood zu E, so heiBt yy (E\\ yp) = x (l\ yp) die Chance 
von E bei der G-Bewertung gp von M. 

Bevor wir x vollig festlegen, wollen wir noch eine Uberlegung definitorisch 
erfassen, die wir bei der Setzung von @ hiaufig anstellen. Wir méchten z. B. 
die G-Bewertung fiir das M, gehérig zu dem wiederholten Werfen H einer 
Miinze, davon abhangig machen, welches Ergebnis eine vorhergehende Schwer- 
punktbestimmung hat, ohne diese aber tatsachlich durchfiihren zu kénnen. Eine 
solche Uberlegung gehért zu den auf S. 311 genannten Analogiebetrachtungen 
zur Festlegung von g. Wir kénnen sie aber auch folgendermaBen auffassen : 

Wir haben eine G-Bewertung q, fiir die Hypothesenmenge M (H,, H,H,...) 
und fragen, welches g wir statt dessen auf M(H, H,...) nehmen wollen, 
wenn H, nicht realisiert wird. Allgemeiner sei ein M,= M(H, K) mit der 
Versuchskette K gegeben und dazu die G-Belegung qg . Wir fragen nach 
demjenigen gm auf M@ = M(K), welches bei Verzicht auf die Realisierung von H, 
zu setzen ist. Betrachten wir hierzu aus M, ein mo, fiir das g(m,)> 0 sei. 
Fiir die Atome x, zu H, und ein beliebiges Ereignis Z aus K seien p,= pm, (%,) 
und py»,(Z; x,) die absoluten und die bedingten W.en in my. mg, schreibt vor: 
Ist x, eingetreten, so hat E die W. p,, (Z; x,); d. h. my geht iiber in die Hypo- 
these m, aus M mit Pm, (2) = Pm,(H; x). Bei Verzicht auf H, werden wir 
daher m, ersetzen durch die aus ihm méglicherweise folgenden m, und dabei 
Po(M,) entsprechend den p,= pm,(x,) additiv auf die m, aufteilen, so daB 
m, den G-Grad h(p,) - Y(t) erhalt mit einer geeigneten monoton wachsenden 
Funktion h(p). Nun kénnen wir nach Axiom D 2 Hypothesen mit gleichen 
Likelihoodwerten beliebig vereinigen oder aufteilen. Soll D2 mit unserem 
VerzichtprozeB vereinbar bleiben, so miissen wir h(p)=p wahlen. Sind 
mehrere my gegeben, so brauchen die daraus entstehenden m, nicht alle ver- 
schieden zu sein. Wir miissen dann wieder gleiche unter ihnen zusammen- 
fassen und ihre G-Grade addieren. Fiir allgemeines gy, auf M, ist analog zu 
verfahren: Jedes m, aus M, wird auf m, abgebildet und dabei die G-Bewertung 
P, mit dy, = ly, - dg, iibertragen, was gemaB Definition 14 (1, , dgo)z, liefert. 
In M ist dann m die Summe dieser G-Bewertungen iiber alle 0: 

dy - z (7, (19) if 1 Po)z,: 
Die angegebenen Projektionen sind durchfiihrbar, da ja f{ 1, -dg = 0 ist. 
Wir fassen zusammen zu ‘x, 0° 

Definition 20: Es sei M,= M (Ho, Hy, ...) mit Pe gegeben, wobei Hy die 
Atome x, besitze. Der Ubergang von M, zu M= IM (Aj, H,,...) mit der 
G- Bewertung p gemaB 

d¢ = pm (le, r dG), 


e 


heift dann H,-Verzicht. 
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Es handelt sich hier nur um eine Definition und kein Axiom, da wir nicht 
fordern wollen, da8 man gem&8 Definition 20 verfaihrt, wenn die 2, nicht 
beobachtbar sind. Statt dessen kénnen wir ja auch H,, H, als einen einzigen 
Versuch betrachten, in welchem die Atome y, von H, eine Ereignisdisjunktion 
bilden. Bei Realisierung eines y, wird dann wie gewdhnlich erst F (qq, ly) 
auf M, angewendet und dann das Ergebnis gj auf M(H,, ...) projiziert. 
Beide Méglichkeiten, die Anwendung von Definition 20 oder die Ansehung 
von H,, H, als eines Experimentes, sind gleichermafen Ausdruck unseres 
w-theoretischen Denkens. Da wir aber jedes g als gemaB Definition 20 ent- 
standen ansehen kénnen, wobei ein solches H, vdllig willkiirlich ist, werden 
wir verlangen, daB die beiden genannten Mdglichkeiten wenigstens fiir die 
Berechnung der Chance dasselbe liefern. Auf die Chancen kommt es ja letzt 
lich allein an. Damit fordern wir 

Axiom E 2: Unter Ubernahme der Bezeichnungen von Definition 20 sei y 
ein Ereignis von H, und z ein Ereignis von H,. Bei Realisierung von y liefere gp, 
fiir M* = M (Hg, . . .) die G-Bewertung —,; dagegen das durch H,-Verzicht auf M 
entstehende p die Bewertung g,. Dann ist 


Xone (2 | Pi) = Zane (2 || Pa) 
falls diese Chancen existieren. 


Durch E 2 ist nun nicht nur 7 (Aj wy) festgelegt, sondern auch der in 
(22.3) offengebliebene Exponent n. Es gilt nimlich 


Satz 7 (Hauptsatz der indirekten Theorie): Geniigen w*= F (wy, A) und 
x = 7 (Al p) den Axiomen D 1—5 und E 1—2, s0 ist 
dy* dq 4-dw und x= { A-dy/y(M). 
M 


Beweis: Die Bezeichnungen von Definition 20 und von Axiom E 2 seien 
iibernommen. Vorgegeben seien die Zahlen £,, ,, ¢, mit §,2>0, 2é,= 1 


>e 
0S 9,51 und 0 <2, 1; alle &, verschieden, alle ¢, verschieden. Aus M, 
greifen wir diejenige Hypothese m, heraus, fiir welche gilt: 
Pm(%,) = €.3 Pm (Ys Xp) = Nei Pm, (2; Xe, y) Gee 
Po sei definiert durch g(m,) = 1, gy (M,— my) = 0. Bei Realisierung von y 
geht m, iiber in die Hypothese m* von M* mit pyy* (Zz) = Pm, (2; Y) = LE, oF o/ LE. No 
Es ist y, (m*) = 1, py, (M*— m*) = 0. Nach £ Ic ist also 
(23.1) Aane(2 || Pi) = Pme (2) = FE, 4,0 /ZE, Ne - 
Wenden wir Definition 20 an, so entsteht die folgende Bewertung ; fiir M 
Po = Y(m,) = &, bei m, mit Pm,(Y) = No; Pr, (2; y) =, 
gy =0 auf M— 2m,. 


Wird y realisiert, so ergibt hieraus (22.3) und anschlieBende Projektion auf M* 


pms) = &, 4% bei mF mit Pms(2) eis 
%2,= 0 im ibrigen auf M*. 
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Also ist nach E 1 bei Verwendung der Vektorschreibweise fiir diskrete Hypo- 
thesenmengen : 


(23.2) Zane(z||P2) = x(Z) y) mit y, = &,7" und dA, =¢,. 


Die Anwendung von E 2 im Spezialfall, daB alle »,= 1 sind, zeigt zunichst 
unter Beachtung von £ lb: 


(23.3) z(Ziy)= 2 y, 4,/X y, bei endlich-dimensionalen Vektoren. 


Die Gleichsetzung von (23.1) mit (23.2) ergibt dann aber 


Te» § TE Te QF (TE ye 
HF 5 Ne Sol Fo No = —Fo Ne So 2é, Ne» 


was bei beliebigen &,, ,, ¢, nur bei n = 1 erfiillt ist. 

Es bleibt also nur noch die Formel fiir y im Falle des allgemeinen yp zu 
zeigen, was aber wieder aus Hilfssatz d 4, Axiom E la und der Stetigkeit 
von x leicht folgt, wenn man beachtet, daB wegen y(M) <oco nur endliche 
diskrete Hypothesenmengen bei der Anwendung von £ la bendétigt werden. 

Die Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems ergibt sich nun daraus, daB 
tatsiichlich auch umgekehrt dy* = Ady mit x = { Ady/y(M) allen Axiomen 

M 


geniigt. Unmittelbar klar ist dies fiir D 1—5 und fiir E 1, wahrend wir E 2 
spiter verifizieren werden. 


§ 24. Eigenschaften der Anderungsvorschrift und der Chance. 

Formal hat die Anderungsvorschrift dg* = k-1dg mit dem Bayesschen 
Theorem der direkten W.-Rechnung eine groBe Ahnlichkeit, die vollkommen 
sichtbar wird, wenn wir uns auf die Fille beschrinken, wo g(2M) endlich ist. 
Es ist dann auch g*(M) = k- { ldg sk- ¢y(M) endlich, so daB wir g und g* 


nach Art der W.en normieren kénnen zu g(M) = g*(M) = 1. Mit einer 
solchen Normierung ergibt sich dann 
l-dg 


(2 * 
24.1) dq [l-dq 
IM 


was dem Bayesschen Theorem véllig entspricht. Diese formale Uberein- 
stimmung darf aber iiber den logischen Unterschied zwischen (24.1) und dem 
Bayesschen Theorem nicht tauschen: 

a) Das Bayessche Theorem ist ein Satz der W.-Rechnung und gilt inner- 
halb eines festgewahlten 2; (24.1) dagegen gibt die Bewertungsinderung fiir 
die Menge aller a an. 

b) Im Bayegsschen Theorem bedeuten alle GréBen W.en in einem 7; 
in (24.1) kommen G-Grade und die Punktfunktionen / (z) auf // vor. 

Die iibliche Interpretation des Bayesschen Theorems als Vorschrift fiir 
die Anderung der Bewertung verschiedener Méglichkeiten fiir ein p(Z|H) 
wird also zwar durch (24.1) gerechtfertigt; doch erforderte diese Recht- 
fertigung eben die neuen Axiome des induktiven w.-theoretischen SchlieBens. 
Die Notwendigkeit einer solchen neuen Begriindung ist wohl der Grund dafiir, 
daB die Zulassigkeit von (24.1) von den objektivistischen W.-Theoretikern be- 
stritten wurde. 
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Auch mathematisch liegt ein Unterschied zwischen Bayesschem Theorem 
und unserer Anderungsvorschrift darin, daB nur unter der Voraussetzung 
g(M) <co eine Gleichheit der Formel erreicht wird, wahrend es im Falle 
g(M) = co kein Bayessches Analogon zu dg* = k-ldq@ in der direkten 
W.-Rechnung gibt. Dies ist ein Mangel, der ebenfalls in der Literatur als 
Argument gegen die Verwendung der BayeEsschen Formel bekannt ist. 

Im Gegensatz zu (24.1) wollen wir nun gerade auf die Normierung ver- 
zichten und als Anderungsschrift 


(24.2) dg* =I|-dgq 


verwenden. Eine solche Festlegung des freien Faktors erlaubt naimlich einige 
Vereinfachungen. 


Gehen wir aus von I,= M (H,, H,,...), wo H, die Atome z, besitze, 
so ist bei Eintreten von x, zunachst (24.2) iber IM, anzuwenden und dann 
das erhaltene gf auf M,= M(H,, .. .) zu projizieren. Jedes m, aus M, wird 


dabei eindeutig auf ein m, aus M, abgebildet. Eine Ausnahme bilden jedoch 
die m, mit /, (m,) = 0, fir die m, unbestimmt ist ; fiir diese m, ist aber pt = 0, 
so da8 wir ihnen irgendein m, zuordnen kénnen. Damit haben wir eine Punkt- 
funktion m,(m,) auf M, erklirt, welche g~? auf das gesuchte gp, fiir M, ab- 
bildet. Tritt nun weiter y, von H, ein, so wire dg, zu andern inl, (mj) - d¢, 
iiber M,. Da aber (24.2) linear in ¢— ist, kénnen w‘r stattdessen auch ly (m,)d gt 
auf M, bilden und anschlieBend durch m,(m,) auf M, abbilden. Die weitere 
Abbildung auf M,= M (H;, ...) durch m,(m,) kann aber auch gleich durch 
m,(m,) = m,(m,(m,)) von IM, aus geschehen. Auf diese Weise erhalten wir 
die endgiiltige Bewertung dp,, auf %, aus der Bewertung /, (mj) dt 

Ly (img) 1, (m4) dg = Lz uit) dy auf M, durch Abbildung mit Hilfe von 
im,(m,). Allgemein haben wir so als Verallgemeinerung von Axiom D 4 iiber 
die Transitivitat der Bewertungsanderung 

Satz 8: Bei Realisierung von x = x a” |\H, werde auf M, 

M (H,, . . .) gebildet: 

a) Die Punktfunktion m‘');"**(m,), wo die Hypothese m{');"** aus M,.., 

M (H,.,,...) die bedingten W.en Pm, (2; x) von m, als W.en fiir die E aus 
H,.,,... vorschreibt. 

b) Die G- Bewertung dgy., ante = lal) - dg. 

Die Abbildung der G- Bewertung (b) von M, auf M,,, mit Hilfe der Punkt- 
funktion (a) liefert dieselbe G- Bewertung dy, ... .o, Auf M,,, wie ber schritt- 
weiser Durchfiihrung der Anderungsvorschrift. 

Ist nun J, auf M,., gegeben, so wird 


© F r Iz,E ») r 
(24.32) J Ep (m, +1) dq, .. 7 | a dG ...08, = | lL, 2(m,) dg. 
M M 


s+1 1 1 


Speziell fiir E = 2 (H, ,,) liefert dies wegen J,(m,,,) = 1: 


“8 


(24.3b) Po, ses (M,.,)= fL(m) dq. 


M, 
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Damit wird schlieBlich, wenn g(IM,) endlich ist: 
{lr gdp flzdp 
: . ®, Mm, . 
xm, , (2 Pe,. my i @(M,) (M;) zm, (@, Bp) / Xm, (XP) - 


Wir bezeichnen nun das in Satz 8 genannte Pes s--nly durch gp: 2, um 
gleichzeitig anzudeuten, daB (24.2) angewendet wurde und daB in g- zx die 
Vorkenntnis g mit der neuen Erkenntnis des Eintretens von z vereinigt wird. 
Dann haben wir 

Satz 9: Liefert, ausgehend von oy auf M,= M(H,, Hz, ...), das Hintreten 
von E, aus H,,..., H, die G-Bewertung p- E, auf M,.,=— M(H,,,,...), 30 


gilt fiir ein weiteres Ereignis E, von H,,,,...: 
xm, , (Be P° £,)= xm, (By £2) 9) / xm, (41! 9)- 


Die Indices M, und M,,, bei den Chancen kénnen wir dabei auch weg- 
lassen, da sie durch die Angabe von EH, und 2£, selbstverstindlich sind; alle 
H, hinter Z, beeinflussen ja den Wert der Chancen nicht. Anstelle von £,, 
E, kénnen wir natiirlich auch E,- EZ, schreiben. Sind umgekehrt 2, und Z£, 
beliebige Eveignisse in einem H, so kénnen wir H auffassen als die Aufeinander- 
folge von zwei Experimenten H,, H, folgendermaBen: H, bedeutet die Rea- 
lisierung von H mit der Registrierung von EZ, oder £,; H, ist die dann folgende 
Ablesung von £, oder Z,. Damit haben wir allgemein die einfache Formel 
(24.4) 4 (E, E,\~) = x (2,9) x22) pe: £,)- 

Das ist der Multiplikationssatz fiir die Chancen, der formal mit dem fiir 
die subjektivistischen W.en iibereinstimmt. Da fiir Chancen der Additions- 
satz trivialerweise gilt, besteht so in der Tat die in § 20b angekiindigte Még- 
lichkeit, die Chancen mit den subjektivistischen W.en zu identifizieren. 

Nach Satz 9 sind die Chancen nach beliebig vielen Beobachtungen bereits 
dureh die Chancen aller Ereignisse bei der Ausgangsbewertung festgelegt. 
Nun kann man tatsichlich verschiedene G-Bewertungen konstruieren, die 
beziiglich aller Chancen iibereinstimmen; dies geht selbst noch mit G-Be- 
wertungen, die auf einer stetigen Hypothesenmenge (vgi. Definition 15) durch 
y(t) dt mit stetigem y(t) definiert sind und auf M N verschwinden. Dies 
sei AnlaB zu folgender 

Definition 21: Die G-Bewertungen g, und gq, auf M = M1{HA,, Hy,...) 
heiBen von gleicher Art, wenn fiir alle E aus H,, Hz, . . . gilt 


tan (E|P1) = xm (Elp2)- 

Aus Satz 9 folgt dann unmittelbar 

Satz 10: Sind gp, und gp, auf M von gleicher Art, so sind auch die bei Ein- 
treten eines E getinderten Bewertungen yf und gy von gleicher Art. 

Anschaulich gewendet: Haben zwei Beobachter entsprechend ihren ver- 
schiedenen Vorkenntnissen verschiedene G-Bewertungen, stimmen sie jedoch 
beziiglich der Chancen iiberein, so bleiben sie bei gleichen Beobachtungen 
auch kiinftig in Ubereinstimmung beziiglich aller Chancen. 














330 Hans RIcHTER: 

Wir erbringen nun die noch offene 
Verifizierung von Axiom E 2: Unter Benutzung der in Axiom E 2 verwendeten 
Bezeichnungen ist nach (24.3): 


~me(z\|P1) - f Ly, 2d Qo f ly dq. 
mM, mM, 


Um @, zu finden, haben wir erst g auf M zu bilden. Hierzu wird die G-Be- 

wertung |, - dq, tiber M, abgebildet auf M mit Hilfe von m*e(m,), wo m’e 
@ 

die W.en pm,(£; x,) = pone ) fiir alle E aus H,, H,, ... vorschreibt. 


Pm, (Zo) 
AnschlieBend ist auf IR iiber alle 9 zu addieren. Wegen der Linearitaét kénnen 


wir diese Summation mit der anschlieBenden weiteren Bewertungsinderung 
bei Eintreten von y vertauschen. Dies liefert gemaiB Satz 8 die Bewertungen 
Ll, yd, auf M, mit den Abbildungen m‘e'"(m,) auf M*. Dann ist aber fiir 
e 
jedes z aus H,,...: 
em, “e Me 
Speziell fiir z = Q liefert dies 


P2(M*) [l, dq. 
mM, 


f L(m*) dq, = b f L(m7e " ’ l, »v (19) dq, y’ [ l, yz (1M) dg ” f l,. z dg . 
me e . * My 


so daB in der Tat 7o(z\|\Q2) = xmo(z\|\p,) wird. 


Wir wollen uns nun fiir einige typische Situationen davon iiberzeugen 
daB F(g,l) und z(l\q) gerade das mathematisch widerspiegeln, was wir als 
Naturwissenschaftler beim w.-theoretischen induktiven SchlieBen tun. 

Statistische Schliisse spielen sich nicht wie bei uns tiber ganz M(K) zu 
einer vorgegebenen Versuchskette K ab, sondern nur iiber einer Teilmenge XN. 
die meist eine diskrete oder eine stetige Hypothesenmenge ist. N heiBt Menge 
der ,,zugelassenen Hypothesen“ und wird deshalb ausgesondert, weil (N)/g(M) 
sehr nahe bei Eins liegt; (IM) ist dabei als endlich vorausgesetzt. Beim 
statistischen SchluB wird dann stillschweigend angenommen: 

a) Die Anderung von 9 auf % ist praktisch unbeeinfluBt von den Likeli- 
hoodwerten auf M@ — N. 

B) N darf auch nach Realisierung eines FE als die Menge der zugelassenen 
Hypothesen angesehen werden. 

y) Es geniigt, die Chancen iiber N zu berechnen. 

Untersuchen wir diese Annahmen (a—y). («) gilt bei dg* = 1 - dq iiberhaupt 
fiir jede Untermenge von M, ist also gerechtfertigt. (8) und (y) erweisen sich 
nun als gleichwertig; denn es ist 


ind 
om) gy ; 
p*(M) fie’ AM) xzmMEl¢) 


f le dglg(®) 
R 





Es gibt aber durchaus Fille, wo (f) nicht erfiillt ist. Haben wir z. B. aus einem 


Kartenspiel von 32 Karten 4 Stiick blind zu ziehen, so werden wir nach unserer 
Erfahrung derjenigen Teilmenge %, ein erdriickend groBes ~ zumessen, fiir 


deren Hypothesen allen Kombinationen von 4 aus 32 ungefaihr iiberein- 


stimmende W.en zugeschrieben werden. Dagegen ist o(%,) extrem klein fiir 
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die Menge N, der Hypothesen, die ein bestimmtes Ergebnis als besonders 
wahrscheinlich auszeichnen. Bei jedem Ergebnis des Experimentes bleibt 
dann durchaus 2, ausgezeichnet; in Ubereinstimmung mit unserer SchluB- 
folgerung in der Praxis. Tritt jedoch ein bestimmtes Ergebnis bei Wieder- 
holung des Ziehens sehr oft auf, so wird automatisch durch die Vorschrift 
dg*=I1-dg@ einmal XN, gegen MN, bevorzugt werden. In Ubereinstimmung 
mit dem common sense wird also in diesem Falle schlieBlich die Voraussetzung 
V fallengelassen, daB N, die Menge der zugelassenen Hypothesen ist. So 
qualitativ diese Bemerkung ist, so zeigt sie doch, daB das Fallenlassen von V 
darauf beruht, da8 wir trotz der praktisch vélligen Akzeptierung von %, den 
G-Grad o(M—MN,) nie als exakt Null ansehen. Ein védlliger Meinungs- 
umschlag beziiglich einer Untermenge N vom praktisch Sicheren zum praktisch 
Unméglichen kann dann aber stets eintreten. 

Von einem Experiment H mit den Ereignissen E und £ gelte als geniigend 
sicher, daB H beliebig wiederholbar ist mit gleichbleibender, aber unbekannter 
W. 6 fiir das Eintreten von Z. Wie andert sich die Chance von Z, wenn E 
einmal beobachtet wurde? Es sei % die in der Voraussetzung genannte stetige 
Hypothesenmenge mit dem Modellparameter 6. Angesetzt ist die G-Be- 
wertung g mit g(M — N) = 0, gy(N) <oo. Dann wird x(E£ | gy) = f Ode! y(N). 

R 


Ist nun £ eingetreten, so haben wir dg* = 6@dq und damit den neuen 
Chancenwert 7 (Z| g*) = { @ dg! { Odq. Also ist 
n R 


[Ode - f dp — (f dg)? _ 

Sdp-fédy 
nach der Scuwarzschen Ungleichheit. Dieses Ergebnis ist durchaus in Uber- 
einstimmung mit der SchluBfolgerung des common sense. Das Gleichheits- 
zeichen in (24.5) gilt nur, wenn es ein 9, gibt mit { (@—6,)* dp = 0. Das be- 
deutet aber, daB iiberhaupt nur 6, nach Glaubwiirdigkeit zugelassen wire. 
In diesem Falle kann man aber in der Tat aus dem Eintreten von £ keine 
neue Folgerung iiber die Chance von £ ziehen. 


V 


0 


I 


(24.5) KE | p*) — x(E\\ p) = 


Ist im angegebenen Beispiel H das Werfen einer Miinze, bei der wir damit 
rechnen wollen, daB sie nicht véllig einwandfrei ist, so werden wir beim zwei- 
maligen Werfen eher auf Doubletten als auf Nicht-Doubletten rechnen. Dies 
laBt sich ebenfalls verifizieren. Es ist ja bei der Normierung g(Q%) = 1: 


x(E, E\p) = x(B, E\ gy) = [ (1 — 0) dg, 
x(E, E\p) = [ @ dp und x(E, E\q) = f (l— 0) dg. 
Hieraus ergibt sich in der Tat 
(x(Z, BE) + x(B, E)) — (z(#, B) + z(B, B)) = f (l— 26% dp>0, 
auBer im trivialen Falle g(@=4)=1, 9(8++4)= 9; also bei a priori- 
GewiBheit einer w.-theoretisch einwandfreien Miinze. 


Wir sahen, da8 in (24.5) im allgemeinen das > gilt. Nach Satz 9 ist also 


y(E, E\p)> x(E\ gy): x(B\¢). 
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Entsprechend ist 


x(E, E\p) = x(B\y) — (B, E\ gp) <xz(E\¢)- z(E\9). 


Satz 9 die Werte der Chancen bei weiteren Beobachtungen. 


untermenge N, zu einer einzigen fiktiven Hypothese zusammen 


beantworten, miissen wir erst die N, genauer beschreiben. Zu einem 


beliebig gut von m,,, getrennt werden kann. Wir rechnen also zu 


alle m mit der Eigenschaft 


(24.6) [Le(m)/Lp(m5) —l1| <e 


die fiir den n-ten Wurf eine W. p, (Kopf) mit 
Ip, (Kopf) — 6] = (;*,)*" - max(6, 1 — 6) 


G-Bewertung ¢ auf der Vereinigung X aller N, durch Abbildung auf 


bildet direkt auf 0<6<=1. Aus dem gleichen Grunde haben 


Hypothesen %, gerechnet werden. 


§ 25. G-Grade zweiter Stufe 


Stattdessen méchten wir eine Menge von Beweriungen g,, Mo, . . . 


diirfen wir nun mit solchen ,,unscharfen‘‘ Hypothesen rechnen? U 


Obwohl wir in N die Wiederholungen von H als physikalisch unabhangig an- 
sahen, geniigen also die Chancen nicht dem Multiplikationssatz unabhingiger 
Ereignisse ; eine Eigenschaft, die wir in § 20b bereits bei den subjektivistischen 
W.en feststellten. Ja, gerade wegen dieser Eigenschaft andern sich gema8 


Wenn wir sagen, daB die W. fiir das Werfen von Kopf einer Miinze kon- 
stant gleich 6 bei allen Wiederholungen ist, so meinen wir eigentlich nur, 
daB diese W. mit geniigender Genauigkeit diese Eigenschaft besitzt. Damit 
fassen wir vor Anwendung der Anderungsvorschrift eine gewisse Hypothesen- 
. Warum 


m dies zu 
N, gehort 


jedenfalls die einfache Hypothese m,, fiir die 9 exakt die W. fiir das Werfen 
von Kopf angibt. Dagegen sll nicht zu N, auch die einfache Hypothese m, 
mit einem ¢+ 0 gehdrea, da es ein Ereignis gibt, bei dessen Eintreten m, 


e 


N, alle m 


aus I = M(H, H,...), die mit vorgegebener relativer Genauigkeit fiir alle 
Ereignisse dieselben Voraussagen machen wie m,. Das heiBt: zu N, gehdren 


bei fest vorgegebenem, kleinem e > 0. So gehéren z. B. zu N, alle Hypothesen, 


vorschreiben. Mit der Festsetzung (24.6) sind alle N, fremd zueinander; 
denn es gibt fiir jedes Paar 6,< 6, ein E mit beliebig groBem /,(mz, )/lp(my,). 
Das MaB y, das wir fiir die N, verwenden, entsteht nun einfach aus der 


0<6<1. 


Tritt ein EZ ein, so wire korrekt dp* = l,- dy auf N anzuwenden und an- 
schlieBend wieder auf 0 < 6 <1 abzubilden. Wegen (24.6) liefert das aber 
bis auf héchstens den relativen Fehler ¢ dasselbe wie dy* = l,(m,) dy, ge- 


alle iiber 


0 < 6 = 1 aus den Likelihood /,(m,) gebildeten Chancen héchstens den rela- 
tiven Fehler ¢; nach Satz 9 haben dann aber die nach Eintritt eines EF ge- 
tinderten Chancen héchstens den relativen Fehler 2¢. Sowohl beziiglich der 
G-Grade als auch der Chancen darf daher unbedenklich mit den unscharfen 


Bei der Erteilung der Bewertung g zu einer Hypothesenmenge 2% 
-M(H,, H,, ...) sind wir mitunter im Zweifel, welci.es ~ wir nehmen sollen. 


einfiihren, 


ge 
dc 
in 
be 


m 


Fi 


A 
we 


u) 


al 


W) 
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die ihrerseits wieder mit Gewichten «,= 0 als ,,G-Graden zweiter Stufe“ zu 
belegen waren. Die «, sollen dabei ausdriicken, daB uns gewisse Kenntnisse 
fehlen, die uns eines der g, als angemessen erscheinen lieBen. Solche Vor- 
kenntnisse beziehen sich, sobald wir sie prizisieren, auf das Ergebnis x, eines 
Vorversuches Ho, der aus einer groBen, aber stets nur endlichen Folge von 
Einzelexperimenten bestehen kann. Die Realisierung von H, ist aber nicht 
méglich. K = H,, H,,... erscheint so als Folgeteil der Kette H,, K. Zu 
M, = M (Hy, K) gehGrt irgendeine Belegung y. 

Waren nun H, und y gegeben, so kénnten wir direkt iiber M, arbeiten; 
wir kénnten aber auch gemaB Definition 20 auf die Realisierung von H, ver- 
zichten und damit ein m auf M gewinnen. Beide Méglichkeiten fiihren ja zu 
Bewertungen der gleichen Art fiir M(H,, H;, . . .), sobald H, realisiert ist. Die 
gegebenen q, sind weiter bis auf Faktoren k, die G-Bewertungen fiir M, zu 
denen wir bei Realisierung von z,|H, gelangen wiirden. Auch die «, lassen 
sich nun zwanglos deuten: Die «, sind bis auf einen gemeinsamen Faktor die 
Chancen der 2, iiber M, bei der Bewertung y. Ist w (M,) = oo, so werden wir 


allgemeiner die «, als proportional zu den f{ 1, (m,)dy ansehen. So natur- 
nm, ” 


gemaiB eine solche Deutung der G-Grade zweiter Stufe ist, so bedeutet sie 
doch ein Axiom, das die W.-Theorie mit den bisher eingefiihrten Begriffen 
insoweit abschlieBt, als wir nicht noch G-Grade zweiter und héherer Stufe zu 
betrachten brauchen. Wir formulieren daher 

Axiom F: Es seien fiir M = M (H,, He, . . .) die G-Bewertungen yp, gegeben 
mit den G-Graden zweiter Stufe «,. Dann sind die a, bis auf einen gemeinsamen 
Faktor von der Gestalt «,= f 1, (19) dy fiir eine geeignete G- Bewertung p auf 

M, 

einer Hypothesenmenge M,= M (Hy, H,, ...) mit der Eigenschaft: H, hat die 
Atome x,; bei Eintreten von x, wiirde y zu k,- p,auf M fiihren; k,>0. Die Ver- 
wendung der yp, mit den a, ist gleichbedeutend mit der Benutzung von wy auf M, 
und anschlieBendem Verzicht auf Realisierung von Hy. 

Durch Axiom F ist nun auch ohne Kenntnis von H, und y die Bewertung ¢ 
auf M vollig festgelegt. Es gilt nimlich 

Satz 11: Es seien fiir M = M (H,, Hy, .. .) die G-Bewertungen q, mit den 
G-Graden a, zweiter Stufe gegeben. Dann gilt auf M die G-Bewertung yp mit 


° 


" Po 
¢ “da a, ° p(M) . 


Beweis: Die Bezeichnungen von Axiom F seien verwendet. Bei Eintreten 
von x, erhalten wir auf Mdie Bewertung y,. Es ist dann nach Definition 20: 
y= > y,. Hierbei entsteht y, aus y* mit dyt = 1, (mM) dy auf M, durch 
Abbildung von M, auf M vermége eines m,(m,). Also ist 

y,(M) = pF (My) = f 1, (m9) dy. 
Me 
Dann haben wir gemaB Axiom F: py, (M) = k- «, mit k> 0. Damit wird schlieBlich 


oe ia ae whee Pri ky i i a i 
P= 2s Po Oy betty iy = Bs He omit, ~  %” gym)? 


, 


wie behauptet. 
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Aus dem Beweis folgt gleichzeitig, daB Axiom F die Endlichkeit der g, (MN) 
impliziert. Es ist dann die mit den «, gewogene Summe der zu g,(M) = 1 
normierten g, zu bilden. Auf nichtnormierbare q, ist dagegen Axiom F nicht 
anwendbar. Dies ist auch ganz naturgemaé8, da man dann keine Méglichkeit 
mehr hat, die Faktoren zu erkennen, mit denen die q, willkiirlich multipli- 
ziert vorgelegt wurden. 

Anstelle von Satz 11 kénnen wir natiirlich auch schreiben 


pig fy’ daly’), 
wo « ein MaB endlichen Ranges auf der Menge aller normierten G-Bewertungen 
gy zu M ist. Die Ausdehnung dieser Formel auf den Fall eines beliebigen 
totaladditiven MaBes a(g’) entspricht dann der Grenzvorstellung, daB H, 
aus abzahlbar unendlich vielen Einzelexperimenten besteht, so daB sein Merk- 
malsraum als Raum der Michtigkeit ¢ mit totaladditivem MaB anstelle der 
Chancen anzusehen ist. 


§ 26. Chancen objektivistischer Behauptungen. 

Haben wir eine Hypothesenmenge IM (H,, H,, .. .) mit der Bewertung 9, 
so ist jedem £ aus H,, H,, ... eine Chance x (Z|) zugeordnet als Ersatz 
fiir die unbekannte Wahrscheinlichkeit und damit als ein MaB fiir die Sicherheit 
des Eintretens von EZ. yy(#\q~) kénnen wir dann auch als Chance fiir die 
Richtigkeit der Behauptung ,,es wird E eintreten“ ansehen. Logisch von 
anderer Art sind dagegen objektivistische Behauptungen der folgenden beiden 
Typen: 

By: ,,das wahre m liegt in der Untermenge N von M*, 

By: E: ,,das wahre m liegt in N, und es wird £ eintreten“. 

Die Richtigkeit von By kann streng iiberhaupt nicht, und die von By: E 
nur teilweise durch das Eintreten eines Ereignisses gepriift werden. Mit 
welcher Begriindung kénnen wir trotzdem By und By: EF Chancen fir ihre 
Richtigkeit zuschreiben ? 

Wir sprechen als Objektivisten By aus in der Voraussetzung, daB die 
Entscheidung iiber die Richtigkeit von By immer genauer méglich wird, 
einen je langeren bereits realisierten Abschnitt H,, . . ., F,, der Versuchskette 
wir vor uns haben werden. Genauer postulieren wir die Existenz einer Folge 
von Testereignissen H, derart, daB bei Eintreten von £, fiir das dann erhaltene 
gy: = yp: E, der Quotient pF (N): pF (M— N) mit wv gegen oo, dagegen bei 
Nichteintreten fiir das entsprechende g,* der Quotient gp *(N) : g?*(M — N) 
gegen Null strebt. Dies fiihrt bei Einsetzen von g* und g** zu 

Definition 22: Fiir die G-Bewertung yp heiBt By entscheidbar, wenn es zu 
jedem M > 0 ein Ereignis Ey, gibt mit 


l 
ftey-4o| ftey dg =: fa, dy | ft, do Sy: 
RN mMm—N R m—N 


Fiir entscheidbare By ist auch fiir Subjektivisten By eine sinnvolle Aus- 
sage. Das objektivistische Postulat kénnen wir nun einfach folgendermaBen 








fo 


es 
m 


zu 


fii 


di 
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formulieren: Wir sollen so tun, als ob die betrachteten By bei den verwendeten 
g stets entscheidbar sind. 

Rein mathematisch kann man nimlich G-Belegungen so konstruieren, daB 
es iiberhaupt keine entscheidbaren By gibt. Bei den stetigen Hypothesen- 
mengen, die wir in den Anwendungen als W.-Modelle verwenden, ist es jedoch 
im allgemeinen so, daB im Raume der Modellparameter wenigstens die By 
zu den Intervallmengen entscheidbar sind. 

Ist nun By entscheidbar, dann kénnen wir die gesuchten Chancen ein- 
fiihren durch 


Definition 23: Fiir entscheidbares By heift 
4(Bn- E\\p) = lim x(E- Ey| ¢) 
M-—> x 
die Chance dafiir, daB die Behauptung By - E richtig ist. 
Wir zeigen nun 
Satz 12: Es ist 
x (Ba: E\ yp) = f ly dp| o(M). 


Beweis: Wegen Il, + lg= 1 und 0 ST, < 1 folgt aus den Abschitzungen von 
Definition 22 sofort 


:; l 
p(X) Mu p(M — N) s [ts M dy S oR) und OS ts, dps M AR) - 


M—N 
Es ist daher 
ly =i- 3 auf N bis auf ein N’ mit o(N’) s 4 * AM — N) 
Ey = 7 auf M — N bis auf ein N”’ mit gy(N’) < FF * AR). 


Auf — 2’ haben wir dann lz. < - und damit auch le-Byy < = = . Es folgt 
‘ } mA 


hieraus: 


1 
le = le. Ey = le —_ le-By = lz — yu 


, 


wahrend wir auf M@ — N — N”’ haben: 
l 
yM 


1 
[ teawde= [ tede + OTe ). 
ai) 


a) 





OSle.zy 5 a 


Damit wird 


Wegen 7(EZ- Ey|\y) = [ le.z,, 4/y (M) folgt hieraus bei M- co die Be- 
* ; 


hauptung. 
Speziell fiir Z = Q (H,) liefert Satz 12 die Formel 


x(Bal y) = P(R/y(M), 


was als naturgemaiBe Neu-Interpretation des normierten G-Grades anzusehen 
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ist. Unter o- By werden wir analog zu Definition 23 die Bewertung 


lim @- Ey verstehen; also 
M—> co 


{ p auf N 
10 auf M — N. 
Dies ist auch anschaulich die aus @ entstehende Bewertung, wenn zu @ die 


Zusicherung hinzukommt, daB m in N liege. Es gelten dann formal alle Regeln 
der Chancenrechnung: 


y* By 


% (Ba: (EB, + E,)\ 9) = ~(BnE,\ ) + ~ (Bu Ey) bei £, E,= 0 
% (Bn, E,) p) = 4 (Bn E2\ yp: B,)- x (Ei) 9) 
% (BaF p) = 4 (E\ p- Bu) ~ (Bal ¢) 
% (Ba, + 2,2\ 9) = % (Bu, E\ gy) + 1 (Ba, 2\p) bei N- N= 0 
% (Ba,n,2\ 9) = 1 (Bu, Bn,£\ 9) = 4 (Bn, £\ ¢ > Bu.) > 7 (Ba,|¢); 
wie leicht zu verifizieren ist. Besonders bemerkenswert ist der Spezialfall 
% (BnE\ p) = 4 (Bu\ yp: 2): x (B\¢). 
der aussagt, daB die Chance fiir die Richtigkeit von B,- E gleich ist der Chance 
fiir Z, multipliziert mit der Chance von By in der Bewertung, die bei Ein- 
treten von E aus ¢ entsteht. 


§ 27. Konfidenzschlu8 und FiduzialschluB. 

Als Anwendung wollen wir an zwei Schliissen der mathematischen Sta- 
tistik zeigen, wie ihr Giiltigkeitsanspruch mit Hilfe der Theorie der G-Grade 
geklart werden kann. Zuniachst betrachten wir den KonfidenzschluB (KS) 
bei dem die Diskussion der praktischen Anwendbarkeit uns in § 20a auf ein 
Dilemma fiihrte, das im streng objektivistischen Rahmen nicht auflésbar war. 
Sei nun M = M (H,, Hz, . . .) gegeben. Dabei kann z. B. H, bereits die n-malige 
Wiederholung eines H sein, von dem H,,... weitere Wiederholungen sind. 
In M ist eine Untermenge N als Menge der ,,zugelassenen Hypothesen* ausge- 
wahit. In den Anwendungen ist N eine stetige oder eine diskrete Hypothesen- 
menge. Uber diesem % wird der KS konstruiert : 

Fiir jedes n€N wird ein Ereignis E(n)|H, gewdhlt mit p,(E(n)) > 1 — «. 
Zu jedem Ergebnis x, von H, sei N, die Menge aller n mit x,¢ E(n); kein N, 
sei leer. Vorgeschrieben wird: Wenn x, eintritt, so behaupte man, da die richtige 
H ypothese mi in N, liegt. 

Wir berechnen die Chance ; fiir die Richtigkeit dieser Vorschrift. Es ist 
nach § 26: 


(27.1) x= 14(L 2° Bap) =D Sf le(n) dg/g(®). 
, 7 
Sei nun G (z,, n) definiert durch 


_ {li far x, € B(n), bzw.n eR, 
 -|0 far x, ¢ Bin), bzw. n ¢Q%,, 


(27.2) G (z,, n) 
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so ist f , (n) dg (1, (n)- G (x,, n) dy. Damit liefert (27.1): 
e “= 


‘ 


g(M) + x > 1, (n) + G (x,, n) dq 


, f . 
nN a 
oder nach (27.2): 


PIM) - ~ = f PalE (n)) dp = (1 — a) - G(®). 
nN 


Damit haben wir mit 7 (Ba|| y) = y(R)/gy(M) den 

Satz 13: Bei der Befolgung des Konfidenzschlusses mit der Signifikanz- 
schranke « auf der Menge N der zugelassenen Hypothesen hat man eine Chance 
y= (l—«)- x (Ba| ¢) fiir die Richtigkeit d-r Konfidenzbehauptung. 

Damit haben wir folgendes erreicht: 

a) Die fiir die Anwendungen des KS notwendige Beschrinkung auf ein N 
ist gerechtfertigt durch Angabe einer unteren Schranke fiir 7. Mehr brauchen 
wir nicht, da wir uns stets nur von den Chancen und nicht von den unbekannten 
wahren W.en leiten lassen. 

b) Der Einflu8 der subjektiven Setzung der Menge der zugelassenen Hypo- 
thesen ist jetzt sichtbar in dem Faktor y (Ba ¢). 

c) Der universelle Charakter des KS ist weiterhin gewahrt, da das indi- 
viduelle m nur pauschal als y (By y) eingeht. 

Wir wenden uns nun zur Betrachtung des Fiduzialschlusses (FS), dessen 
strenge Begriindung in der mathematischen Statistik bisher fehlt. Zunachst 
sei er beschrieben, um die Bezeichnungen festzulegen. 

Vorgegeben sei aus M (H,, Hy, ...) eine stetige Untermenge RN mit dem 
Modellparameter @ in 6’ < 6 < 6”; 6” endlich oder unendlich. Die Ergebnisse 
von H, seien idealisiert dargestellt durch eine aleatorische GréBe a, die alle 
Werte im Intervall «’< a < «” annehmen kann; «‘” endlich oder unendlich. 
Diese rein mathematische Idealisierung wollen wir iibernehmen, zumal sie in 
allen praktisch interessanten Fallen unbedenklich ist. Es sei dann F(a; 6) 
die Verteilungsfunktion von a unter der Hypothese 6; F(a; 6) = p,(a S a). 
F(«; 0) hange stetig von « und @ ab und falle bei festem « monoton von 
F(a; 0’) = 1 auf F(a; 6’) = 0. Dann wird vorgeschrieben: 

Nimmt bei Realisierung von H, das a den Wert « an, so sage man, @ sei 
verteilt wie eine aleatorische GréBe b mit der Verteilungsfunktion p(b < y) 

D(y; «) = 1 — Fla; y). 

Wenn wir fiir 9 iiberhaupt eine Verteilung angeben, so kann dies nur eine 
Verteilung sein, die unsere Unkenntnis iiber den zu benutzenden Wert von 6 
ausdriickt. Der FS gibt also eine Vorschrift, nach der eine bestimmte Be- 
wertung y, auf N zu setzen ist, sobald H, fir a den Wert « geliefert hat; 
namlich 


(27.3) y,(0,< 0 < 05) = F(a; 0,) — F(a; 6,). 


Diese Vorschrift ist dann gerechtfertigt, wenn y, mit derjenigen Bewertung 
y: « iibereinstimmt, die wir nach der Anderungsvorschrift zu benutzen hatten, 
wenn wir von einem g ausgehen. Es ist daher die Frage, welche mit (27.3) 


vertriglich sind und damit stillschweigend durch (27.3) akzeptiert werden. 
Math. Ann. 128. 23 
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Wir gehen nun von dem unbekannten gy aus. Im Falle des Eintretens von 
a<asa+e, e>0, erhalten wir hieraus gt, mit dg. = l,cag<aie' OG. 
Damit ist fiir ein 0-Intervall 6,< 0 < 0, 


6, 
Px, -(9,<6 < 6.) = f [F(a +e; 0) — F(a; 0)] dp (8). 


6, 


In (27.3) ist y, normiert, so da8 wir entsprechend zu bilden haben: 


0, 
J [F(a + €;0) — F(a«;0)] dp (0) 


o « al ° 6, 
(27.4) vel <0 5 OD) base h(a + €) — h(a) 


bei h(a) = { [F(a; 6) — F(ay; 0)] dp (6), 


WO & beliebig fest in [«’, «’’] gewahlt sei. Zu fordern ist also, daB gp, gemaiB 
(27.4) existiert und gleich (27.3) wird. Hier gilt nun 

Satz 15: Die Anweisung des Fiduzialschlusses ist dann und nur dann in 
Ubereinstimmung mit dem allgemeinen Anderungsprinzip bei geeigneter Aus- 
gangsbewertung , wenn sich Parameter @ und Statistik a monoton und stetig 
so in t = t(8) und t = t(a) transformieren lassen, da gilt: 

a) die Verteilungsfunktion hdngt nur von t — t ab; 

b) die Ausgangsverteilung fiir t ist die Gleichverteilung. 

Dies wire z. B. der Fall, wenn a einer Gaussverteilung mit fester Varianz 
und unbekanntem Zentralwert 6 geniigt, wobei @ iiber — co <9 < + ov gleich- 
verteilt ist. 

Beweis: a) Es sei die Bedingung des Satzes erfillt. Da der FS invariant 
gegen monotone, stetige Transformationen ist, kénnen wir von vornherein 
annehmen: 


F(a; 6) = L(a — 6); dp(6) = dé. 


Nach den Voraussetzungen des FS wiichst L(f) stetig in — 0 <{ <+ 0 
von L (— co) = 0 bis L (+ co) = 1. Wir benutzen nun die elementar zu veri- 
fizierende Umformung des Zihlers in (27.4): 


0, 


[{L(a+e-—-0)—-L(a-—O}d6=e-{L(a+e-—6,)—L(a+e-— 6,)} - 
—fC-dL(a-6,4+0)+ fC-dL(a—6,+). 
¢=0 f=0 


Bei 6,-> — co nebst 0,-> + co verschwinden die Integrale auf der rechten Seite, 
so daB sich fiir den Nenner in (27.4) ergibt: 


h(a + e) — A(a) = Ti Lia + °— 0)— Lin — #)} dO =e. 


Damit erhalten wir aus (27.4): 


* 


7,(9,< 6 < 6,) = lim ae +e—6,) —L(a+e— 9,) 
e-—>0 


~e,f 


l . 
7.2 fo-dL(a — 6,4 0)}. 
¢=0 


C-dL(a—0,+0)+ 
0 
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e 


Ts we - eae , ; : . 
Da nun lim — f £dG@(f) = 0 fiir jedes stetige G ist, wird endlich 


e>0* 6 
9(0,< 0 < 6,) = Lia — 6,) — D(a — 6,) = F(a; 6,) — F(a; 6,) 
in Ubereinstimmung mit (27.3). 
b) Es existiere umgekehrt , gemaB (27.4). Dann erhalten wir aus (27.4) 
die Beziehung 


x 0, 


f pl0,<0 < 04) - dh(x) = [ [F(ay; 0) — F(a; 0)) de). 
x a, 6 6, 
Hieraus ergibt sich, wenn wir gy, gemaB (27.3) einsetzen: 


a. 


x 2 
(27.5) [| (F(a; 6,) — F(a; 6,)] dh(a) = [ [LF (ay: 0) — F(a,; 6)] de(6) 
= 0 = 0, 
als Funktionalgleichung fiir F («; 6). 

h(x) und g(@) sind definitionsgemaiB monoton nicht-fallende Funktionen. 
Setzt man in (27.5) speziell 6,= 6 — 0, 0.= 6+ 0, so verschwindet die linke 
Seite; also kann @ keine Spriinge haben. Ware weiter (4,) = (6,) bei 
9, > 6,, so verschwiande die rechte Seite fiir alle «, < «,; also wire h(a) kon- 
stant. Dann wire aber auch dp=0. Also ist (6) stetig und monoton 
steigend. Aus (27.4) folgt dann dasselbe fiir h(«). 

Es sei nun 6, ein beliebiger Punkt in [6’, 6’’]. Wir transformieren # und « 
in t und 6 gemaB 

B=h(a)—A(a) und t= ¢(6)— 9(4,). 
t ist dann gleichverteilt in [g(6’) — (09), p(0’’) — p(O))). Aus F(a; 6) wird 
eine Funktion G(8;7) mit den gleichen Eigenschaften wie F. Aus (27.5) 
erhalten wir speziell bei «,= %; 6,= 99; B(a»_) = x; t(O.) = y: 


r u 


f [G(B; 0) — G(B, y))- dB = | (G(x; 1) — G0; t)] - dr. 
0 0 
Fiir die Funktion 


x y 
H(x,y)=f{ [{ G@(B;r)dpdz 
p=0r=0 

liefert dies eine Differentialgleichung vom Typus: 

oH oH 

-_ Vy = m(x) + n(y). 
Dabei sind H, m(x) und n(y) stetig differenziervar bis zur ersten Ordnung; 

ey ' ; 

weiter ist oz by G(x, y) stetig. Also ist 


H(x, y) = L(x — y) + M(x) + N(y) 
mit stetig bis zur zweiten Ordnung differenzierba:en Funktionen J, M, N. 
Es folgt G(x, y) L" (x — y). Damit ist der Satz bewiesen. 

Nach AbschluB der Arbeit méchte ich besonders den Herren B. L. VAN DER 
WAERDEN und Fr. WECKEN meinen besten Dank fiir die zahlreichen kritischen 
Bemerkungen und Anregungen aussprechen, die sowohl den Aufbau der 
Theorie als auch die Darstellung wesentlich beeinfluSt haben 
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Ein Ergodensatz fiir beschrinkte Gruppen 
im Hilbertschen Raum. 
Von 
Konrap Jacons in Miinchen. 


Es gibt gegenwirtig zwei verschiedene Theorien, welche die Existenz und 
Eindeutigkeit von Mittelwerten auf Gruppen oder auch Halbgruppen zum 
Gegenstande haben. Der allgemeinen Ergodentheorie (vgl. insbes. BrrKHorr [1] 
und Rresz [2]) steht die Mittelwerttheorie der fastperiodischen Funktionen 
gegeniiber (vgl. insbes. Maak [3]). Herr Maak hat in seiner Abhandlung iiber 
, Integralmittelwerte auf Gruppen und Halbgruppen“ [4] die Vermutung aus- 
gesprochen, daB es méglich sei, die Ergodentheorie (und damit auch Teile 
der GopEMENTschen Theorie der positiv-definiten Funktionen auf Gruppen [5]) 
in den Rahmen einer Mittelwerttheorie fiir verallgemeinerte fastperiodische 
Funktionen einzubeziehen. Dies ist fiir einen klassischen Fall der Ergoden- 
theorie richtig: die Vektoren eines Hilbertraumes, in welchem eine unitire 
Gruppe wirkt, sind in einem verallgemeinerten Sinne fastperiodisch (GopE- 
MENT [5], Maak [4]). Der von Goprement [5] fiir diese Tatsache gegebene 
Beweis ist recht kompliziert und bedient sich der Ergodentheorie von Brrx- 
HOFF. Es ist bisher aber nicht gelungen, die BrrkHorrsche Methode aus dem 
Beweis dieses Satzes wirklich zu eliminieren. 

Die eigentliche Absicht bei diesen Untersuchungen lag darin, diejenigen 
Ergebnisse, die im Falle unitaérer Gruppen im Hilbertraum mittels der Er- 
godentheorie gewonnen werden konnten (Existenz und Eindeutigkeit von 
Mittelwerten und einige andere Siatze), auch fiir beliebige beschriankte Gruppen 
im Hilbertraum herzuleiten. Ich habe nun untersucht, ob nicht gerade die 
BrrxHorrFsche Schlu8weise es gestattet, diesen der Ergodentheorie bisher 
nicht in voller Allgemeinheit zuginglichen Fall (vgl. z.B. Eservern [6], 
Day [7]) zu behandeln. Eine bejahende Antwort auf diese Frage konnte 
nicht von vornherein vermutet werden, da das BrrxHorrsche Verfahren seinem 
Wesen nach nur fiir Gruppen mit der Schranke | (das sind gerade die uni- 
tiren Gruppen) anwendbar ist. Es zeigt sich aber, daB man in einem Hilbert- 
raum, in welchem eine beschrinkte Gruppe wirkt, eine neue Norm einfiihren 
kann, welche die zur Anwendung der BrrkHorrschen Methode nétigen Eigen- 
schaften besitzt. Man gewinnt so die Existenz von Mittelwerten. Mittels einer 
neuartigen Methode gelingt auch der Nachweis der Eindeutigkeit der Mittel- 
werte. Alle gewonnenen Siitze sind auch fiir Riume L?(1 < p < oo) richtig. 

In einer weiteren Abhandlung werde ich zeigen, daB man auf ahnliche 
Weise auch einen ,,Aufspaltungssatz fiir beschrinkte Gruppen beweisen 


kann, der fiir unitare Gruppen in gewisser Hinsicht bereits von GoDEMENT 
hergeleitet wurde. Aus diesem Satz kann man z. B. folgern, daB in einem 
Hilbertraum, in welchem eine beschrinkte Gruppe wirkt, jeder Vektor in 
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einem verallgemeinerten Sinne fastperiodisch ist. Es bleibt offen, ob man 
diese Periodizitaétseigenschaft auch direkt aus dem Begriff des Hilbertraumes 
und der beschrinkten Gruppe herleiten kann. 


§ 1. Beschriinkte Gruppen linearer Transformation im Hilbertraum. 


Sei 9 = {f,g, h, ...} ein abstrakter Hilbertraum. Wir setzen, wie iiblich, 
h ) (h, h). 

In 9 wirke eine Gruppe © von linearen Transformationen 2, y,...,@,b,... . 

Definition 1. Eine Menge & linearer Transformationen in 9 heiBt be- 
schrinkt, wenn es eine Zahl J’> 0 gibt, derart, daB fiir jedes h € § und alle 
rez 

zhi) <I \h 

gilt. J” heiBt dann eine Schranke von Q. 

Ein Kriterium fiir Beschranktheit liefert der 

Satz 1. Eine Menge & linearer Transformationen in 9 ist dann und nur 
dann beschrankt, wenn fiir jede Wahl von f, g € 9 die fiir alle x € 2 erkliarte 
Funktion 


p (x) = (xf, 9) 
beschrankt ist. 
Fiir den Beweis vgl. z. B. Nacy [8], S. 9— 70. 
Vereinbarung. Von jetzt ab nehmen wir an, daB die in § wirkende 
Gruppe © beschréinkt sei mit der Schranke I’ > 0. 
Satz 2. Fiir jedes h € 9 und alle x € G gilt 


1 m 
rlh| <lxhl TAI. 
Es ist also stets "> 1. 


Beweis. VoraussetzungsgemaB gilt stets 
(1) xh| SI \h). 
Setzt man h = 2! f mit beliebigem f € 9, so ergibt sich 
f| s Ila fl. 
Da x! die ganze Gruppe © durchlauft, wenn x dies tut, so gilt fiir jedes f ¢ 5 
und alle x ¢G 


(2) rif slefl. 


(1) und (2) ergeben zusammen die Behauptung. 

Anmerkung. Die Abschitzung (2) der Gruppe G nach unten ist fiir unsere 
Untersuchung, insbesondere in § 3, entscheidend. Beim Beweis von Satz 2 
wurde die Existenz der Inversen in © beniitzt. Man kann den Beweis also 
nicht auf beliebige beschrinkte Halbgruppen iibertragen. Satz 2 ist fiir be- 
schrinkte Halbgruppen trivialerweise falsch. Man kann daher die in dieser 
Arbeit gewonnenen Ergebnisse nicht ohne weiteres auch fiir beschrinkte 
Halbgruppen beweisen. 
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Bekannte Beispiele beschrinkter Gruppen liefern die unitéren Gruppen. 
Genauer gilt der 


Satz 3. Die Gruppe G gestattet dann und nur dann die Schranke J" = | 
wenn sie unitar ist, d. h. wenn fiir jedes x ¢ G und beliebige f, g € 9 
(3) (xf, xg) = (f.9) 
gilt. 

Beweis. DaB jede unitire Gruppe G die Schranke J’ = 1 gestattet, folgt 
aus (3). DaB jede Gruppe G, welche die Schranke J" = 1 hat, unitiir ist, folgt 
aus der leicht nachzurechnenden Identitat 

4(fi.9)=(+9.f+9)-(f-9.f-9) 
+t(f+ig,f+tg)—i(f— ig, f — ig). 

DaB nicht jede beschrinkte Gruppe © die Schranke J’ = 1 hat, entnehmen 


wir aus folgendem 
Beispiel. In einem Hilbertraum von abzahlbarer Dimension sei 
oy Garth Ong Gg Gay Gey « « 
eine orthonormierte Basis. Eine beschrinkte lineare Transformation ¢ ist 
durch Angabe der Punkte 
te 


y (— 0 <¥< + 00) 


schon eindeutig bestimmt; freilich kann man diese Punkte nicht beliebig 

vorschreiben, wenn man t als Element einer beschrinkten Gruppe erhalten will 
Sei [’=1 beliebig gewahit. Man iiberzeugt sich leicht, daB durch die 

Vorschrift 

fev+a fir »+0 

te, = i 

* \Pe., far v=0 

eine nichtsingulire Transformation ¢ in § definiert ist, welche eine unendliche 

zyklische Gruppe G = {t"} mit der Schranke I" (und keiner kleineren) erzeugt. 


§ 2. Formulierung des Hauptsatzes. 


Wir fiihren zuniachst einige Bezeichnungen ein. 


Definition 2. R sei die Menge aller linearen Transformationen 


l n 
B=— }' 4,, 
v=1 
wobei » eine beliebige natiirliche Zahl und b,, . . ., b,,€ G ist. 


Satz 1. R ist eine die Gruppe G enthaltende Halbgruppe. Sie ist be- 
schrinkt: Die Schranke J" von G ist auch eine Schranke von &. 

Der Beweis ist trivial. 

Definition 3. Fiir jedes h € H sei R (h) die abgeschlossene Hiille der Menge 
{Bh, BER}. Wir legen dabei, wie immer im folgenden, die durch die Norm 
|h| in $ gegebene Topologie zugrunde. 
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Satz 2. Fiir jedes h € 9 ist R (h) eine abgeschlossene konvexe Menge in 9. 
Ferner ist R (h) invariant, d. h. es gilt fiir jedes f € R (h) 


xf €R (h) 
fiir jedes x € G, wofiir wir auch kurz 
xR (h) CR (h) 


schreiben wollen. Es ist R (f) ¢ R (h) fiir jedes f € R (A). 
Beweis. Wir beweisen nur die beiden letzten Aussagen. Sei f € R (h). Es 
gibt also zu jedem e > 0 ein B € R mit 
f— Bh 
Daraus folgt fiir beliebiges A € R 
Af-—ABh\<e. 
Denn R hat nach Satz 1 die Schranke J. Weil 8 Halbgruppe ist, so ist stets 
ABER. 

Somit ist A f € & (h) fiir jedes A € R. Wiahlt man speziell A € G, so folgt 
die Invarianz von R (h). 

LaiBt man A die ganze Halbgruppe R durchlaufen, so folgt aus der Abge- 
schlossenheit von R (h), daB 

R (f) CR (A) 
gilt. 

Definition 4. Der Punkt f ¢ § heiBt ein Fixpunkt (beziiglich einer Menge & 
von linearen Transformationen), wenn fiir alle x € 2 

af=f 
vilt. Ein Punkt f € 9 heiBt ein Fixpunkt des Punktes A € § (beziiglich der 
Gruppe ©), wenn f € R (h) gilt und wenn f Fixpunkt (beziiglich G) ist. Nahezu 
trivial ist der 

Satz 3. Die Fixpunkte in § bilden einen linearen Teilraum von §. Ist 
h < § Fixpunkt, so ist Bh = h fiir jedes BER urd R (hk) besteht aus dem 
einzigen Punkte A. 

Anmerkung. Beispielsweise ist 0 ¢ 9 Fixpunkt jeder Menge von linearen 
Tranformationen in §. Aber 0 braucht nicht Fixpunkt eines jeden Punktes 
h € Y zu sein: Wenn G z. B. nur die Identitat e enthilt, so ist jeder Punkt h € H 
Fixpunkt von © und hat sich selbst als einzigen Fixpunkt; insbesondere hat 
dann ein Punkt h + 0 den Punkt 0 nicht zum Fixpunkt. 

Nunmehr lautet unser Hauptsatz folgendermaBen : 

Hauptsatz. Jeder Punkt h € 9 besitzt genau einen Fixpunkt. 

Wir zerlegen den Hauptsatz in einen 

Existenzsatz. Jeder Punkt h € 9 besitzt mindestens einen Fixpunkt 
und einen 

Eindeutigkeitssatz. Jeder Punkt h € § besitzt héchstens einen Fixpunkt. 

In § 3 werden wir den Existenzsatz beweisen (§ 3, Satz 5). 

Zum Beweise des Eindeutigkeitssatzes sind einige Vorbereitungen und Um- 
formungen nétig. Wir fiihren hier den Eindeutigkeitssatz auf eine andere 
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Aussage zuriick, die wir dann in § 4 (unter Zuhilfenahme des in §3 zu be- , 

weisenden Existenzsatzes) beweisen werden (§ 4, Satz 1). 
Satz 4. Wenn h € § den Fixpunkt A, besitzt, so laBt sich h in der Form 

h = hth, A 

darstellen, wobei h, den Fixpunkt 0 hat, d. h. 0 € R (h,) gilt. y 
Beweis. Da h,€ 8 (kh) ist, so gibt es zu beliebig vorgegebenem « > 0 ein i 

B eR mit 

Bh—hy| <e. - 

Da h, Fixpunkt ist, so gilt nach Satz 3 

Bhy=h,. 
ps fo 
Es ist also 
B(h — hy)| <e. 

Daraus folgt 0 € R (h — ho). Setzt man h,= h — ho, so folgt die Behauptung. - 
Definition 5. Es sei N die Menge aller h € § mit 0 € R (A). D 
Satz 5. Enthalt N mit zwei Punkten f, g stets auch deren Differenz f — g, 

so hat jeder Punkt h ¢ 9 héchstens einen Fixpunkt. ™ 
Beweis. Aus f,g «QR folge f—gEQMN. Sei nun h€ H beliebig und seien 

ho, ho zwei Fixpunkte von h. Nach Satz 4 gibt es dann zwei Darstellungen rit 

h = ho+ hy, heEeR ra 
h = ho+hy, hyeR 

von h. Durch Subtraktion erhélt man “ 

hg — ho = hy — hy. lir 

ho— ho ist als Differenz zweier Fixpunkte nach Satz 3 wieder Fixpunkt. A 

h, — h, ist also auch Fixpunkt. Daher besteht nach Satz 3 die Menge R (h; — h,) 

aus dem einzigen Punkt h, —h,. Andererseits ist voraussetzungsgemaB de 

hi — h, eR, also 0 € R (hi — h,). Daraus folgt h; — h,= 0. Es ist also 

he= hy. ™ 

Damit ist der Eindeutigkeitssatz zuriickgefiihrt auf folgende 

Aussage &. N enthalt mit zwei Punkten f, g auch deren Differenz f — g. 

Wenn die Gruppe G abelsch ist, so kann man diese Aussage 2 ganz leicht 
folgendermaBen beweisen: 

Zunichst sieht man leicht, daB auch die Halbgruppe R abelsch ist. Sei = 
nun f,g€Q und sei e > 0 beliebig gewahit. Dann gibt es wegen 0 € R (f). Mi 
0 € R (g) Transformationen F, G ¢ R derart, daB : 

7 é ify I é 
Fil<gp IGgl<sep 
gilt. Nun erhalt man 
IFG(f—g) <\F@fi+\F Gg 
= |GFf| + |FGg| 
letzteres, weil R abelsch ist. Man beachte jetzt, daB R die Schranke J" hat 
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Es geht weiter: 
iF f+ |Gg\ <e. 
Also ist 0€ R (f — g), d.h. f —g EX. 

Ist G aber nicht-abelsch, so kann man dies Verfahren der ,,simultanen 
Mittelung** im allgemeinen nicht durchfiihren. Wir fiihren daher unsere Aus- 
sage 2 auf eine weitere Aussage zuriick. Diese lautet: 

Aussage 3. Es sei & eine beschrinkte Gruppe in einem Hilbertraum &, 
und es gebe eine Teilmenge M von R mit folgenden beiden Eigenschaften : 

a) ® ist die abgeschlossene, invariante, lineare Hiille von M. 

b) Es gilt 0 ¢ S (f) fiir jedes f € M, dabei ist G die Menge aller Trans- 
formationen 


R 
al 
" 
a 
~ 


Lvs eye 


und © (f) ist die abgeschlossene Hiille der Menge {S f, S € G}. 
Dann ist 0 € © (h) fiir jedes h CR. 

Satz 6. Aus der Aussage % folgt die Aussage 21 (und damit der Eindeutig- 
keitssatz). 

Beweis. Die Aussage B sei richtig. Sei nun RN die abgeschlossene, inva- 
riante, lineare Hiille von N. Dann ist R ein abgeschlossener invarianter Teil- 
raum von §). 

Die Gruppe © induziert in R die ebenfalls beschriankte Gruppe £. Setzt 
man noch M = N, so erfiillen RN, &, M die Voraussetzungen der Aussage G. 
Demnach ist 0 € © (h) = R (A) fiir jedes h ER, d.h. es ist N=NR. Da R ein 
linearer Teilraum von § ist, so liegt mit f, g auch f — gin RN. Also ist auch die 
Aussage 2 richtig. 

In § 4 werden wir die Aussage G3 beweisen (§ 4, Satz 1). Damit wird auch 
der Eindeutigkeitssatz bewiesen sein. 

Aus dem Hauptsatz folgert man leicht den 

Satz 7. Die Zuordnung hh , durch die jeder Punkt h in seinen eindeutig 
bestimmten Fixpunkt A, iibergeht, ist linear und stetig. 

Beim Beweis beniitze man Satz 2. 


§ 3. Existenz der Fixpunkte. 

Wir geben nun den Beweis des Existenzsatzes: Jeder Punkt h € 9 besitzt 
mindestens einen Fixpunkt hj. ho wird mittels eines der BrrkHorrschen 
Minimalmethode nachgebildeten Verfahrens gefunden. 

Definition 6. Fiir jedes h € 9 sei 

h\| = sup |x hl. 


reG 

Satz 1. Fiir beliebiges h € 9 gilt 

a) |A| < lA!) < I |A|, also insbesondere ||h|) < co. 
b) lah h fiir jedes x ¢ G. 


c) jah a|- || fiir jede komplexe Zahl «. 
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Der Beweis ist trivial. 

Satz 2. ||A\| ist als Funktion von h € § gleichmaBig-stetig auf jeder Kugel 
{\f| < A} (mit beliebigem A > 0). 

Beweis. Wir gehen aus von der bekannten Identitat 

If + gl?= If]? + 2Re (f, 9) + Io 
Setzen wir f + g = h, so kommt 
[Al [f+ 2Re (fh — f) + |h— flP 

[al? — {95 < | — f+ 2 If] [A — fl. 


Ersetzen wir h, f durch x h, z f, so kommt 
la hl? — |x fle] < T?|h — f? +27? |f| |b — fl. 


Zu beliebigem ¢ > 0 bestimmen wir 6 > 0 derart, 


dab fir lf — hl <4, |f| SA (A > 0 beliebig, fest) 
sowohl I? \h — flt< ; 
als auch 2T\f\|k—-fl< 7 


gilt. Dann haben wir 
la hl? xf 2| ~ 
fiir jedes x €G. Wahlen wir nun 
1. x derart, daB |x h\? — hil? < < , so ist 


» 


also gilt sicherlich 


' é ; 
2. x derart, daB || x f|? — |f\|?) <>, so ist 


|x hl? — Ifl*|<e, 
also gilt sicherlich 
|Al*= lf? —-e. 
Beides zusammen ergibt ||h\|? — ||f|?) < e. 
Also hingt ||A|| stetig von h € § ab, sogar gleichmaBig auf jeder Kugel 
{{h| < A}. 
Satz 3. Fiir beliebige f, g € gilt 
f+9\?_ Wir +lo? {/—9* 
2  s af 
Beweis. Wir gehen aus von der bekannten Identitit 
f+q\* j-@P_ wt 
4 *h i. 


Ersetzen wir f,g durch z f, x g, so entsteht 


je(2)P _jeit+jzg? jz —g)? 





2 4 
















Nach § 1, Satz 2 ist 


Daraus folgt 











f+g9\\? _ \lfl? + igi? { —¢gi* 
x( =I 2 ae 

ir9 _ f+ gi? | ed 

2 _ 2 4? 


Satz 4. Jede nichtleere konvexe abgeschlossene Menge € © § enthilt genau 


einen Punkt hy mit minimalem \h,||, d. h. mit 


Aol < fl 
fiir alle f € €. 
Beweis. Sei o)= inf |\f| und f,, f.,... eine Folge von Punkten aus € mit 
fee 
lim |f,|| = a. 
v—> co 


Dann gilt nach Satz 3 fiir beliebige y, » 








fu fol? Mfull® +- lif? fut hy 
— = Bos p wee 
Weil € konvex ist, ist fn ~ fe € €, also 
| + ’ ||2 9 
| eth og 





und somit 


hu — f,|* - Wha 2+ f||? 2 
4f - 2 — Oo. 


Nun bestimmen wir zu vorgegebenem e > 0 ein N > 0 derart, daB fiir » > 


2 
fl? < 03 + 7 
v 0 4 r 
gilt. Dann hat man fiir u,v > N auch 


If dl? + Hf, 2 o e 
- 06 ; 47 
und somit 
Ife -f,l<e. 
Die Folge f,, fg, . . . konvergiert also gegen ein Element h,¢ 9, das wegen der 


Abgeschlossenheit von € in € liegt. 
Weil |h| stetig von h € § abhiingt, ist |ho|| = op. 


Dann gilt nach Satz 3 
ho —W,\? _ Wael? +s l® — || ho + 7, 
4f° 2 2 


» . hg +hi, . , 
Da € konvex ist, so liegt auch as “in €, also ist 
hy + hi, \\2 9 
2 = 77) 
h, — hi,|* G5, + 9% ° 
ip Sy 4-9, 


also ho ho. 
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> 


hy ist also ein Element 
aus © mit minimalem |/h, od). Angenommen, hy ¢ € hat ebenfalls ||h4| 


|’ 
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Satz 5. (Existenzsatz.) Jedes h¢« 9 hat mindestens einen Fixpunkt hy. 
Der nach Satz 4 in R(h) vorhandene Punkt h, mit minimalem \h,\| ist nimlich 
ein Fixpunkt. 
Beweis. Sei hy der nach Satz 4 in R(h) vorhandene, eindeutig bestimmte 
Punkt mit minimalem |h,\|. Fiir jedes x ¢@ liegt auch xh, in R(h) (§ 2, 
Satz 2). Nach Satz 1 ist nun fiir jedes x 


x hy ho|| = inf ||f|| = a. 
f ERA) 
Da hy aber in R(A) der zinzige Punkt mit ||h\| = a, ist, so ist 
thy=h,y. 


hy ist also Fixpunkt. 


§ 4. Eindeutigkeit der Fixpunkte. 

Wir geben nun den Beweis der Aussage G (§ 2). Nach § 2, Satz 6 ist dann 
der Eindeutigkeitssatz bewiesen und damit der Beweis des Hauptsatzes voll- 
endet. 

Sei RN ein Hilbertraum und $ eine beschrinkte Gruppe linearer Trans- 
formationen in %. Bekanntlich gibt es zu jeder beschrankten linearen Trans- 
formation P in R genau eine Transformation P* derart, daB fiir beliebige 
gee 

(Pf, 9) = (f, P*9) 
gilt. P* ist beschrankt mit derselben Schranke wie P. Die Zuordnung P-- P* 
ist linear und iiberdies involutorisch: (P*)*= P. P* heiBt die zu P adjun- 
gierte Transformation. 

Durchlauft P die Gruppe J, so durchliuft P* eine beschrinkte Gruppe T* 
mit derselben Schranke wie %. Durchliuft P die Halbgruppe 

o-/p.! 5 egpl 
| n a Pos Par - + > Pn iy 


so durchlauft P* die Halbgruppe 
Q* = \@ J des ds <n EDI. 


Lemma. Sei M, eine Menge in R mit folgenden beiden Eigenschaften: 

a) R ist die abgeschlossene, lineare, invariante (beziiglich der Gruppe PD) 
Hiille von M,. 

b) 0€ Q (f) fiir jedes f <M. Dabei ist Q(f) die abgeschlossene Hille 
der Menge {Pf, P € Q}. 

Dann gibt es in R beziiglich der adjungierten Gruppe D* keinen von 0 
verschiedenen Fixpunkt. 

Beweis. Sei hoé R Fixpunkt beziiglich der Gruppe B*. Dann ist hy auch 
Fixpunkt beziiglich der Halbgruppe Q*. Es gilt also P*h,= h, fiir jedes 
P*¢ O*. 

Sei nun f € M, beliebig. Wegen 0 < Q (f) gibt es zu jedem ¢ > Oein P € Q mit 


|\Pfl<e. 












Ergodensatz fiir beschrankte Gruppen. 


Dann gilt 

\(fs ho)| = (fs P*2)| = \( Pf, h)| Se - Iho! 
Es ist also (f, hg) = 0 fiir jedes f € M,. Da fiir beliebiges p <P 

(pf, ho) = (f, p* ho) = (f, ho) 

gilt, so ist (pf, hy) = 0 fiir jedes f € M, und alle p¢Y. Die Linearkombina- 
tionen von je endlichvielen Punkten pf (f € M,, p €B) liegen aber dicht in R 
(wegen a)). Daher gilt (h, hy) = 0 fiir jedes h €R. Setzt man h = hy, so ergibt 
sich hy= 0. 

Satz 1 (Aussage G). Sei & eine beschrinkte Gruppe in einem Hilbert- 
raum RN und es gebe eine Teilmenge M@ von N mit folgenden beiden Eigen- 
schaften : 

a) R ist die abgeschlossene lineare invariante Hiille von M. 

b) 0 € G (f) fiir jedes f € M. Dabei ist 


fg_! 
S S = ae See 


€¥$ und G(h) 


n 


it 


die abgeschlossene Hiille der Menge {Sh, S¢@}. Dann ist 0¢ © (h) fiir 
jedes hh €R. 

Beweis. Wir wenden das Lemma zweimal an. 

I. Sei B=€. Dann ist Q (h) = S (h) fiir jedes h €R und wir kénnen 
M,= M setzen. Aus dem Lemma folgt nun: 0 ist der einzige Fixpunkt be- 
ziiglich F* in R. 

Sei G*= {S*, S¢G} und G*(h) die abgeschlossene Hiille der Menge 
{S*h, S* ¢ S*} fiir jedes h €R. Dann folgt aus dem Existenzsatz (§ 3, Satz 5): 
Fiir jedes h €R enthilt G*(h) mindestens einen Fixpunkt beziiglich [*. Also 
ist 0 € G* (h) fiir jedes h CR. 

II. Sei B = F*. Dann ist Q (h) = G* (A) fiir jedes Ah €R und wir kénnen 
R= M, setzen. Es ist P*=F. Aus dem Lemma folgt nun: 0 ist der einzige 
Fixpunkt beziiglich F in R. 

Nach dem Existenzsatz enthalt jedes © (h) mindestens einen Fixpunkt 
heziiglich . Also ist 0 € © (h) fiir jedes h €R. 
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Normal Families and Dimension Theory 
for Metric Spaces. 
By 
Kuri Morrra in Tokyo. 
§ 1. Introduction. 

As is well known the theory of normal families (Normalbereiche) which 
is due to W. Hurewicz [3] simplifies greatly the deduction of fundamental 
theorems of dimension theory for separable metric spaces. Although this 
theory seems to make full use of separability, yet it is possible to generalize 
the theory of normal families to the case of non-separable metric spaces so 
that it may be applied to dimension theory for metric spaces. 

We shall say that a family M of metric spaces is a normal family, if the 
following two conditions are satisfied : 

a) If Y is a subspace of a space X and X ¢ M, then ¥ ¢ M. 

b) If {A,} is a locally countable closed covering of a space X and each 
subspace A,¢€ M, then X ¢ M; 
where {A,} is called locally countable if for each point p of X there exists 
a neighbourhood V of p such that V intersects only a countable number of 
sets of {A,}. 

For any (normal) family I we shall define a new family M’ of metric 
spaces as follows: A space X is a member of M’ if for any pair of a closed 
subset F and an open subset G satisfying F CG there exists an open set U 
such that 

FcucG, BEV)EeM, 
where Z(U) means the boundary of a set U: B(U) = U — U. 

As is easily seen, these definitions are equivalent to the original definitions 
of Hurewicz so far as separable metric spaces are concerned. Our main 
theorems concerning normal families are as follows: (1) If M is a normal 
family, so is IM’ and (2) a space X belongs to M’ if and only if there exist 
two subspaces Y and Z such that X = YWUZ, Y «Mand dimZ <0. 

We proceed to the notion of dimension. We put ind dim X = — 1 if X 
is the empty set, and define inductively ind dim X < n for n = 0 by the re- 
quirement that for any pair of a closed subset F and an open subset G with 
F CG there exist an open set U such that 


FcUcG, ind dimS(U)sn-1. 


If we take as M the family consisting of the empty set alone, then we 
obtain the notion of the inductive dimension defined above as follows: 
ind dim X < n if X ¢ M**), where M**) = (M")’, k= 1, 2,... . Thus the 
theorems on normal families are applicable to this case and we have the sum 
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ard decomposition theorems of dimension theory for metric spaces as usual 
(§ 5). The notion of rational dimension may also be introduced (§ 6). 

There is another definition of dimension known as the LEBEsGuE dimen- 
sion. We write dim X < n if for any finite open covering of X there exists 
an open refinement of order < n+ 1. By extending the method previously 
developed by the author ([5], [6]) the equivalence of the LeBEsGur dimension 
and the inductive dimension is proved for metric spaces (§ 8). The decom- 
position theorem is obtained also by this method in a general form. However, 
to prove the product theorem it seems convenient to utilize the notion of 
inductive dimension (§ 7). 

In § 10 it will be shown that any zero-dimensional space can be imbedded 
in a generalized Barre’s zero-dimensional space which is homeomorphic to the 
topological product of a countable number of discrete spaces. 

Thus for the dimension of metric spaces we can establish an analogous 
theory as in the case of separable metric spaces. 

Finally it will be shown that the LzeBEsausr dimension and the inductive 
dimension due to MENGER-URYSOEN are equivalent for those metric spaces 
which can be expressed as a countable sum of closed subspaces with the 
star-finite property. 

All spaces considered in the present paper will be assumed to be metric 
spaces unless the contrary is explicitly stated. 


§ 2. A Fundamental Lemma. 

Lemma 2.1. The conditions a) and b) for M to be a normal family (cf. § 1) 
are equivalent to a) and b)’, b)’’: 

b)’ If {A,} is a countable closed covering of X and each A,¢ M, then 
XEM. 

b)”’ If {A,} is a locally finite closed covering of X and each A,¢ M, then 
X EM. 

Proof. Since it is obvious that b) implies b)’ and b)’’, we have only to 
prove that a), b)’ and b)” imply b). Let {A,} be a locally countable closed 
covering of a space X. Then for each point p of X there exists a neighbourhood 
V(p) of p such that V(p) intersects only a countable number of sets of {A,}. 
Therefore by a theorem of A. H. Stone [8] we can find a locally finite open 
covering {@,} such that each G, intersects a countable number of sets of {A,}. 
By a) and b)’ we see that each G’,¢ M. Hence we have X € M by b)”’. 

Lemma 2.2. Let X be a space and {l,} a countable collection of locally 
finite systems U, of open sets in X such that U= {U|U €U,,i = 1, 2,...} 
is a basis for open sets of X. Let M be a normal family (cf. §1). If S(U) 
belongs to M for each open set U of U, then X belongs to M’; that is, for 
any pair of a closed set F and an open set G with Fc G there exists an open 
set V such that 

FCVcG, B(V)EeM. 


Proof. Let F and G be as above. Then by the normality of X there exists 
an open set L such that FC L, LCG. Let U,= {U(i, «) | « € Q,}. For each 
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point p of X we can find an open set U of U such that U contains p and 
(1) UcG, in case p¢ L, 
(2) OAL =0, in case pé L, 
and we denote such U by U (i(p), «(p)). Let H,; be the union of those U (i(p), «(p)) 
for which i(p)=j and pé¢ JL, and K, the union of those U(i(p), «(p)) for 
which i(p) = j and p € L. Then H, and K;, are open sets and we have 
B(H;) {B(U (i(p), a(p))) | 1(p) = 7, p € L}, 
B(K,)c U{B(U (i(p), «(p))) | i(p) = 7, p € Th, 
since U, is locally finite. From the properties a) and b)’’ it follows that 
(3) BiH, EM, BK) eM. 


Now let us put 


Je “Ge 


P, = B,, Q,— K,— H,, 


‘-—1 i 
P,=H,—U K;, Q;= K,-—UA,;,, i= 2,3,. 
j=1 j=1 
P=U P,;,, Q=UQ,. 
i=l i=l 
Then we have 
(4) X =uUP, U@,), 
j=l j=1 
(5) PAQ=0, PcG, Q@nLl=0, 
(6) B(Pj) EM, Bl(Q) eM, Soh... . 
(5) follows from (1) and (2), and (6) follows from (3). Finally we put 
V=X-Q. 


Then, since Q7\ L = 0 by (5) and L is open, we have Q7\ L = 0 and hence 
FcLcV. On the other hand, since V= X — Qc X — U Q; UP, G, we 
have V Cc G and hence ae a, 
(7) FcVcG. 

Since P,;= P;B(P,), Q,= Q; UB(Q,), we have from (4) 
(8) X = PUQU(UB(P)) U(UB(Q,). 


i=1 
From (5) and the openness of P it follows that P ~\ Q = 0. Hence P \ (Q) = 0. 
Therefore we have 


B(Q)c UB(P,) U(UB(Q,)) 
i=1 i=1 


by considering the intersection of B(Q) with both sides of (8). From the 
properties a) and b)’ we obtein @(Q) € M and hence 

(9) B(V) EM. 

Thus the lemma is proved by (7) and (9). 
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§ 3. Zero-dimensional Spaces. 

If for any pair of a closed set F and an open set G with Fc G there exists 
an open set U such that Fc UCG, U = U, we have ind dim X < 0 by defi- 
nition. The following lemma is well known and is easily proved (e.g. cf. [4]). 

Lemma 3.1. The two statements dim X < 0 and ind dim X < 0 are equi- 
valent. 

Lemma 3.2. Let A be a subset of a space X. If dim A <0, then for any 
pair of a closed set F and an open set G with FC G there exists an open set V 
such that 

FcoVcG, B(V)nA=9. 


Proof. We take open sets L and M such.that Fc L, LCM, MCG. Since 
dim A <0 there exists an open and closed set U, of the subspace A such 
that L-\.ACU,C MAA. Then FUU, and (X — G)U(A — U,) are easily 
shown to be separated sets. Since X is completely normal, there exists an 
open set V of X such that FUU,C V, Va{(X — G)U(A — U,)} = 0, and 
consequentiy we have Fc VC G, (V — V) \ A = 0. This completes the proof. 

Applying Lemma 2.2 to the case in which I is the family consisting of the 
empty set alone, we obtain 

Lemma 3.3. Let {U,} be a countable collection of locally finite systems U, 
of open sets of a space X such that U= {0 | U €U,, i= 1, 2,...} is a basis 
for open sets of X and each set U of U is open and closed. Then we have 
dim X < 0. 

Lemma 3.4. Let A be a subset of a space X and dim A <0. Then there 
exists a countable collection of locally finite open coverings U, such that 
U={U|U €U,,i = 1, 2,...} isa basis of open sets of X and(U — U) \ A =0 
for each U € U. 

This is a special case of Lemma 7.1 in § 7. 

Theorem 3.5. The set M, of those spaces X for which dim X < 0 forms 
a normal family (cf. § 1). 

The conditions a), b)’ and b)’’ for M, are proved respectively in [2], [2] 
(cf. also [4], [5]) and [6]. But for our case a) follows immediately from 
Lemmas 3.3 and 3.4. To give another proof of b)’’ let {A,} be a locally finite 
closed covering of X and let dim A,< 0 for each a. Then by b)’ there exists 
a neighbourhood of dimension <0 for each point of X. By a theorem of 
A.H. Stone we see the existence of an open basis with the properties mentioned 
in Lemma 3.3 and hence we have dim X < 0. 


§ 4. Main Theorems on Normal Families. 

Let M be a normal family (cf. § 1). We shall first prove 

Lemma 4.1. If a space X belongs to M’ (as for the definition of M’ ef. § 1), 
then there exist two subspaces Y and Z such that X= YUZ, YeM, 
dim Z < 0. 

Proof. By a theorem of A. H. Stone [8] there exists a countable collection 
of locally finite open coverings G, of X such that {S(p,B,) |i = 1, 2,...} isa 
basis of neighbourhoods at each point p, where S(p,%,) denotes the union 
Math. Ann. 128. 24 
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of all the sets of U, containing p. Let U,= {V,,|« € 2,}. Then there exists 
a closed covering {C,, | « € 2,} such that C,,< V;,,. By the assumption that 


tai 


A € M’ there exist open sets U,, such that 
Cia UigC Via B(U,,)EM. 
Then each U,;= {U,,|a¢ 2,} is a locally finite open covering and 


{U|U€U,,i = 1, 2,...} is a basis of open sets of X. Let us put 


Y=U U S(U,,), Z2=X —- ¥. 


i=1 a€Q; 


Then by condition b) for M@ we have Y € M. Since W,= {U;, AZ| a € Q; 
is a locally finite open covering of Z and {W | W ¢Q,, i= 1,2,...} is an 


open basis of Z and 
B.(U,,.0Z) CB(U,,) \Z=0, 


where G3, (W) means the boundary of W in the subspace Z, we have dim Z < 0 
by Lemma 3.3. 

Lemma 4.2. If Y and Z are subspaces of a space X such that X = Y WZ, 
Y €M, dim Z < 0, then X € M’. 

Proof. For any pair of a closed set F and an open set @ satisfying F < G 
there exists, by Lemma 3.2, an open set V such that FC VC G,B(V) AZ =0. 
Hence we have G(V)C Y. By condition a) for M we see that B(V) « M. 
This shows that X ¢ M’. 

Thus we have proved the following theorem. 

Theorem 4.3. Let M be a normal family. Then a space X belongs to M’ 
if and only if there exist subspaces Y and Z such that 

X=YuZ, YeM, dimZ<s0. 

Theorem 4.4. If M is a normal family, then M’ is also a normal family. 

Proof. Let X € M’ and Yc X. By Lemma 4.1 there exist subsets A and C 
such that X = AUC, A € Mand dim C < 0. Then we have Y = (An Y) 

(Cr\ Y), A Y € Mand dim (Cr Y) < 0 from Theorem 3.5 and condition a) 
for M. This shows by Lemma 4.2 that Y ¢ M’. Thus condition a) is proved 
for M’. 

To prove condition b)’’ let {A, | « € 2} be a locally finite closed covering 
of a space X and let A,¢ M’ for each « ¢ 2. We shall assume that the set of 
indices « is well-ordered and put K,= A,—U A, for each a. Then K, is an 

B<a 
F,-set. We decompose K, into the sum of two sets L, and M, such that 
L,\M,=9, L,«M, dim M,<0 


a 


a 


and put 
L= UL,, M=UM,. 
a a 
Then we have L € Mand dim M <0. Because L,= L~\ K,andM,=MnokK, 
and hence L,, M, are F,-sets of L and M respectively, and consequently there 


M,, of L and M respectively such that L,= U L,;, 


i=1 


exist closed sets UL 


ai? 
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M,= UM,,. Then {L,,|«¢€ 2,i=1,2,...} and {M,,|«¢€2,i=1,2,...} 
i=l 


are locally countable closed coverings of Z and M respectively. Thus by 
Theorem 3.5 and condition b) for M@ we see that L€M and dim M <0. 
Therefore by Lemma 4.2 we have X € IM’. The condition b)’ is proved simi- 
larly. Thus we have proved the theorem by Lemma 2.1. 


are equivalent. 
Theorem 5. 
ind dim Y < n. 


§ 5. The Sum and Decomposition Theorems. 

Let 2 be the family consisting of the empty set alone. Then ind dim X <n 
if and only if X € W"*»), where QU*+) = (Q)’, k = 1,2,... . Hence we have 
the following theorems by Theorems 4.3 and 4.4 and Lemma 3.1. It is to be 
noted that as will be proved in § 8, the statements ind dim X < nanddim X <n 


1. If Y is a subspace of a space X and ind dim X < n, then 


Theorem 5.2. If {A,} is a locally countable closed covering of a space X 
and ind dim A,< n for each «, then we have ind dim X S n. 
Theorem 5.3. Let X be a space. Then ind dim X < a if and only if X is 
expressed as the sum of n + 1 subspaces of dimension < 0. 
Theorem 5.4. Let X = Y UZ. If ind dim Y < m and ind dim Z < n, then 
we have ind dim X s<m+n+l1. 


This follows immediately from Theorem 5.3. 
Let A be a subset of a space X. If ind dim A < n, then for 
any pair of a closed set F and an open set @ satisfying F C G there exists an 
open set V such that 


~~ 


Theorem 


Proof. For the case n = 0 the theorem is reduced to Lemma 3.2. 


v0.0. 


FcVcG, 


ind dimS(V)\AnAsn-l. 


Let 


n> 0. By Theorem 5.3 there exist subsets P and Q of A such that A = PU Q, 

ind dim P < n — 1, dim Q <0. From Lemma 3.2 it follows that there exists 
Vv 

ind dim G(V) \ A sn — 1, sinceS(V) NAACP. 

We shall now prove a generalization of TUMARKIN’s theorem. 

Theorem 5.6. Let A be a subset of a space X and let ind dim A = n. Then 

there exists a G;-set H such that 


ind dim A = ind dim H. 


an open set 


such that FC VcG,B(V)/nQ=0. 


ACH, 


Hence we have 


Proof. 1) In case n = 0 there exists by Lemma 3.4 a countable collection 


of locally finite open coverings U, such that U = {U 


Ueu, i=1 





9 pe ee 


is a basis for open sets of X and @(U) A =0 for each U € U. If we put 
H = X —U &(U), then H is a G,-set. If we put W = {UNH | U €U}, thenW 
veu 


is a basis of open sets of H and @,(U ~\ H)cZ(U)\H = 0. Hence we have 
dim H < 0 by Lemma 3.3. 
2) In case n > 0, by Theorem 5.3 there exist n + 1 subsets Ao, Aj, . . ., A, 


t 


such that A = U 


0 





A, and dim A,;< 0 for each i. By 1) there exist G,-sets H 
24* 
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such that A,;C H; dim H,;= 0. If we put H = UH,, then H is a G;-set of X 
i=0 


and we have A C H, ind dim H = n. 


§ 6. The Rational Dimension. 


A space is said to be locally countable if for each point of the space there 
exists a neighbourhood which consists of a countable number of points. Let 
us denote by R the family of all spaces X such that X is a countable sum of 
closed subspaces which are locally countable. 

Theorem 6.1. R is a normal family. 

Proof. Conditions a) and b)’ are obvious. To prove b)”’ let {A,} be a 
locally finite closed covering of X and let A,¢X for each «. Then there exist 


locally countable closed sets A, ; such that A,= U A,,. Clearly U A,,; is locally 
i=1 


a 

countable for each i. Thus we have X ¢R. This completes the proof by 
Lemma 2.1. 

We shall say that the rational dimension of a space X is at most n if 
X €R™, where n=O and R= NR. The theorems corresponding to those 
of § 5 except Theorems 5.6 and 5.3 are valid for rational dimension. Corre- 
sponding to Theorem 5.3 we have 

Theorem 6.2. The rational dimension of a space X is at most n if and 
only if X is the sum of n+ 1 sets of dimension < 0, at least one of which 
is a countable sum of its closed sets which are locally countable. 

If a separable space is locally countable, it is necessarily countable. There- 
fore our notion of rational dimension coincides with the original notion of 
MENGER for separable metric spaces. 


§ 7. The Product Theorem. 

Lemma 7.1. Let A be a subset of a space X and let ind dim A < n. Then 
there exists a countable collection of locally finite open coverings U, such 
that U={U|U€U,,i=1,2,...} is a basis for open sets of X and 
ind dimS(U)-\A sn — 1 for each U € U. 

Proof. By a theorem of A. H. Stone there exists a countable collection 
of locally finite open coverings G, such that {S(p,U,)|i+=1,2,...} is a 
basis of neighbourhoods at each point p of X. Then for every i there exists 
a closed covering {C;,, | a € 2;} such that C,;,c V,;,, where B,= {V,,| a € 25}. 

By Theorem 5.5 there exist open sets U,, such that 


C..7 U V ind dimS(U;,)\Asn- 1. 


ta 
Then the covering U,= {U;, | « € 2,} is clearly locally finite and U = {U | U € 
€U,,i = 1,2,...} is a basis of open sets of X, since U, is a refinement of B, 
and hence {S(p, U,) |i = 1, 2, . . .} is a basis of neighbourhoods at each point 
p of X. 
Theorem 7.2. Let X and Y be two spaces. Then we have 


ind dim (X x Y) s ind dim X + ind dim YF. 


ta ta? 





- —- ae a Ce 
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Proof. We shall carry out the proof by induction with respect to 


k = ind dim X + ind dim Y. In case k = — 1, we have either ind dim X = — lor 
ind dim Y = — 1 and the theorem clearly holds. Now we assume that the 


theorem holds for the case when ind dim X + inddim Y <k. Let 
ind dim X = m, ind dim Y = n and k = m+ n. Then by Lemma 7.1 there exist 
two countable collections of locally finite open coverings U,; and, of X and Y 
respectively such that U= {U|Uc¢cU,, i=1,2,...} and B= {V|VER,, 
i= 1,2,...} are bases for open sets of X and Y respectively, and 


ind dimS3(U) s<m—1, inddimS(V)sn- 1 


for each U € U and each VER. 
We put 
B,,={UxV|UEuU,,VEB,}. 

Then %,, is a locally finite open covering of the product space X x Y and 
W = {W|WeQD,,,i,7=1,2,...} isa basis of open sets of X x Y. Now we have 
B(U x V) =B(U) x VUT xBiv) 
and, since each summand is closed and has inductive dimension < m + n — 1 
by the assumption of induction, we see that ind dim%S(U x V) Sm+n-1. 
Since the family of all spaces Z for which ind dim Z< m+n -—1 forms 
a normal family (§5), we have ind dim(X x Y) < m+n by virtue of 

Lemma 2.2. This completes our proof. 

Remark. If Y is a locally finite polytope, the equality sign holds in Theo- 
rem 7.2 ([{7]). 

Theorem 7.3. The topological product of a countable number of spaces 
of dimension < 0 has dimension < 0. 


Proof may be carried out similarly as for the above theorem. 


§ 8. The Equivalence of the LEsesavur Dimension and the Inductive Dimension. 
In a previous paper [6] we have proved the following important theorem. 
Theorem 8.1. Let {@,|a € 2} be a locally finite system of open sets in 

a space X and {F,,|« € 2} a system of closed sets such that F,c G,, « € Q. 

If the LeBEsGvuE dimension of a closed subset A of X is not greater than n, 

then there exist two systems {U,|a« ¢ 2} and {V,| a € 2} of open sets of X 

such that 


1) F.C Va VC U,CG,, a2€Q, 


2) the order of {((U,—V,) \A|a€ Q}an. 


Remark. The theorem is proved for any normal spaces and the local- 
finiteness of {G,} may be replaced by the local-finiteness of {@,— F,|a € Q}. 
For the sake of convenience we shall introduce the following notation. 
We shall write D(X) < n if there exists a countable collection of locally finite 
open coverings 2; of X such that U = {U|U € U,, i = 1, 2,...} is a basis for 
open sets of X and the order of {0 — U | U € U} is not greater than n. 
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Lemma 8.2. Let D(X) <n and let U be an open basis of X having the 
property described in the definition of “D(X) <n”. Then we have D(U — 


<n-—r for 


— U)sn-—1 for each U €U or more generally, D | Nn B(U;) 


j=1 





each finite system « distinct sets U,,..., U, of U. 
Proof. Let A = NBO). Then 23,= {U’\ A | U’'€ U,} is a locally finite 


open covering of the aisle A where we exclude the empty set from %,, 

and 3 = {W | W ¢W,,i =1, 2, . . .} is an open basis of A. SinceB,(U’ Uv A) 

CBU") ANAC NB(U,) AB(U’), the order of {B,(W) | W € W} is not greater 
j=1 

than n — r. This proves that D(A) <n —r. 

Lemma 8.3. If dim X s n, then we have D (X) < n. 

Proof (cf. [6}). There exists a countable collection of locally finite open 
coverings %,= {W,,| a € 2;} such that {S(p, W,) |i = 1, 2,...} is a basis 
of neighbourhoods at each point p of X. Then for each i we can find a closed 
covering {C,, | « € 2,} such that C;,c W,,. 

Now apply Theorem 8.1 to {W,,, C;,} and we have open sets U},, V! 
(a € Q,) such that 


(10) C14 Ui.» Ui. C Vi a C Wie» 
(11) the order of {V}, — U}, |a€ Q}<n. 


z 


By an inductive process we can construct successively open sets Uj.,, Vj, 
E=1,2,.. 7 that 


a? 


(12) c Uj,, Uj, c Vig C Wie, a€ 2Q,, 
(13) Pr cUi., Vi.c Vi.c Vic's c€Q,, k=1,2,...,i-—1, 
(14) the order of {Vi,— Ui,|a¢€Q2,, k=1,2,...,i}an. 
If we put 
U,,.= U Uji. aé€ Q,, 
i=k 
then we see easily that 
(15) Cra OC Wra> 
(16) the order of {@(U,,)|a¢€ 2,, k=1,2,...}an. 


Thus we have D (X) <n. 
Lemma 8.4. If D (X) < n, then we have ind dim X < n. 
Proof. In case n = 0 our lemma is reduced to Lemma 3.3. Now we shall 
assumme that the lemma holds for n — 1. Let D(X) < n. Then there exists a count- 
able collection of locally finite open coverings U, of X such that U= {U | Uc U 
i = 1,2,...} is a basis of open sets of X and the order of {G(U) | U € U} is 
not greater than n. By Lemma 8.2 we have D(G(U)) < n — 1 for each U € U. 
From the assumption of induction it follows that ind dim%G(U) <n -— }. 
Since the family of all spaces Y for which ind dim Y <n — 1 is a normal 
family as was shown in § 5, we have ind dim X < n by Lemma 2.2. 
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Lemma 8.5. If ind dim X < n, then dim X < n. 


This lemma is well known and holds for any normal space X. However, 
so far as metric spaces are concerned Lemma 8.5 is proved by Theorem 5.3 
and Lemma 3.1 as usual (cf. [4]). 

Summarizing these results we obtain the following theorem. 

Theorem 8.6. The two statements dim X <n and ind dim X <n are 
equivalent. 

Thus we may write “dim” instead of “ind dim” 
and 7. At the same time we have proved 


in the theorems of §§ 5 


Theorem 8.7. Let X be a space. Then dim X < n if and only if D (X) < n. 


Remark. Since the family of those spaces for which dim X <n — 1 is 
shown to be a normal family (cf. [6]), we can prove Theorem 8.7 and hence 
Theorem 8.6 without using the results of § 5. 


§ 9. Generalizations of the Decomposition and Covering Theorems. 


Theorem 9.1. Let A;, i= 1,2 ... be a countable number of finite di- 
mensional closed sets of a space X. Let {@,,| y € I}, i= 1, 2, ... be a count- 
able number of locally finite systems of open sets and {F,,| y ¢ I’;},i = 1, 2, ... 
systems of closed sets such that F,,,c G,;,. Then there exsits a system of open 
sets H,,, y€I,,i = 1, 2,... such that 


1) F,,CA,,cG@,, ver, 6-3, 8,.443 

2) dim | N B(H,. »,) © A,;| < dim A,;— r for any system of r distinct pairs 
(6, Me). 9 = 1,3, .. 5% 

Proof. There exists a countable collection of locally finite open coverings 
W,= {W,,|« ¢€ 2} such that {S(p,W,) |i = 1, 2,...} is a basis of neigh- 
bourhoods at each point p of X. Then there is for each i a closed covering 
(C;,|% € 2,} such that C;,C W,,. By repeated applications of Theorem 8.1, 
we can construct successively those open sets H,,> Li, y? Un Ve(4=1,2,..-,85 
y € I, « € Q,) which satisfy the following conditions (17), (18), (19) as well 
as (12), (13) in § 8: 


(17) F,,cH;,, Hi, cli, cGy, veri, 
(18) A cA,» Bch, ch vel: = 1,2,....¢—1, 


(19) the order of {(Zi, - Hj.) \A;, (Vi -—Ui JOA; |\y eT a € Q 
k=1,2,...,4} sdim A, forj = 1,2,...,4. 


If we put 


= 


ead . 
H,,= U H,,; 
i=k 


i= 


os . 
ka~ U Une? 
i=k 


then each system {G(H,,) 7 A:, B(U;,) NA;|y € LD, a € 2,1 = 1,2, ...} has 
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order < dim A; for j = 1,2,.... Since {U,,|«¢€ 2,,i=1,2,...} is a basis 
for open sets of X, we have 


r 
\ BH; yA; <dim A,;-—r 


Lr=l 


D 





for r distinct pairs (i,, y,), vy = 1, 2,...,7. Therefore our theorem 9.1 is proved 
by Theorem 8.7. 

In the above proof the following theorem is included. 

Theorem 9.2. Let A,, i = 1, 2,... be a countable number of finite dimen- 
sional closed sets of a space X. Then there exists a countable collection of 
locally finite open coverings U, of X such that U= {U | U eu, i =1,2,...} 
is a basis for open sets of X and 


dim | \B(U;) A,| < dim A;—r 
j=1 J 


for r distinct sets U,,..., U, of U. 
Now let us put, by using the open basis 21 with the property in Theorem 9.2, 


Ro Z,- £..,., £= 1 (nao), rpo@1,...; Ko X, 
i=l 


where the sum is taken over all systems of r distinct sets U,,..., U, of U. 
r 
Then we have D|  S3(U,) — K,, ' < 0 and hence dim P,< 0 by Lemma 3.3 
\i=1 
and Theorem 3.5. Thus we obtain the following theorem which is a generali- 
zation of the decomposition theorem 5.3. 


Theorem 9.3. Let A,;, i = 1, 2,..., be a countable number of finite dimen- 


a? 


sional closed sets of a space X. Then there exist a countable number of sets 
P,,i=0,1,2,..., of dimension < 0 and a set P.,, such that 
1) X=UP, UP, 
i=0 
™ 
2) A;=U(A;7P;,), where n; = dim A, 
i=0 


the set P.. is not necessarily zero-dimensional. 

From Theorem 9.1 we obtain also the following theorem. 

Theorem 9.4. Let A;, i = 1, 2,... be a countable number of finite dimen- 
sional closed sets of a space X and {G,| « € 2} a locally finite open covering 
of X. Then there exists a closed covering {7/, | « €¢ 2} which consists of the 
closures of open sets H, and satisfies the conditions: 


1) A, cG,, 2€Q, 


2) dim 





r 
nN H,, A, < dim A,— r for any r + 1 distinct indices a», . . ., «, of Q. 
i=0 
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$ 10. An Imbedding Theorem for Zero-dimensional Spaces. 
Let 22 be a non-empty abstract set. For any two sequences of elements 
from 92: % = (a, %,.--.), B= (B,, By,---), a, By€ 2, we define p(a, B) as 


follows. 
Res , 
p(a, B) = E if a, = 6, fori <kand a, + B,; p(a,a)=0. 


Then the set of all sequences of elements from 2 turns out to be a metric 
space which shall be denoted by N (2). We shall call N (Q) a generalized 
Barrz’s zero-dimensional space, since N (2) is known as Barre’s zero-dimen- 
sional space in case {2 is the set of all natural numbers. 

Lemma 10.1. N (2) is a complete metric space of dimension zero. 

Proof. It follows from Theorem 7.3 that dim N (2) <0, since N (Q) is 
homeomorphic to the product of a countable number of spaces each of which 
is a discrete space whose points are elements of 2. The completeness is easily 
verified. 

Theorem 10.2. Let X be a space of dimension zero. If Q is a set whose 
cardinal number is not less than the cardinal number of a basis of open sets 
of X, then X is homeomorphic to a subset of N (2). 

Proof. Let dim X = 0. Then there exists a countable collection of open 
coverings U, of X such that U= {U|U €U,,i = 1, 2,...} is a basis of open 
sets of X and 


(20) U,={U (a,...,a,)|a,€ 2,4=1,2,..., n}, 
(21) U(a,..., a) U0 (8,,..., B,) = 0 for (a, ..., ay) + (B,,.- +» Ba), 
(22) U (ay, «- +5 Qua) = U TO (ay, . . .» Qa—as 8) 

BER 


where it is not assumed that U (a,,..., «,) are not empty. 

For every point p of X and any n there exists only one non-empty set 
U (a,,..., %) of U,, which contains p. Hence we can define a mapping of X 
into N (22) by 

f(p) = (a, a, - - -) 

where p€ U(a,,...,a,) for m= 1,2,.... It is easily shown that f is a 
topological mapping of X onto a subset of N(Q2). Thus we have the theorem. 

Theorem 10.2 is a corollary to the following theorem; its proof is left to 
the reader. 

Theorem 10.3. A space with the star-finite property is homeomorphic to 
a subset of the product space N(Q) x I®, where I® denotes the fundamental 
parallelotope in HiLBErt space and 22 is a set having the same property as in 
Theorem 10.2. 


§ 11. The Inductive Dimension Due to Meneer and Urysonn. 
MENGER’s original definition of dimension is as follows. Ind dim* X = — 1 
if X is empty; for n > 0 ind dim* X < n — 1 is inductively defined by the 
requirement that for any point p of X and its any neighbourhood U there 
exist a neighbourhood V such thai pc V CU, ind dim*S(V)<n—1. We 
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shall say that a space X is an S,-space if X is expressed as a countable sum 
of closed subspaces with the star-finite property. Then we have 

Theorem 11.1. Let X be an S,-space. Then the three statements: 
dim X < n, ind dim X < n and ind dim* X < n are equivalent. 

Proof. By assumption there exists a countable closed covering {A,} of X 
such that each A, has the star-finite property. Let ind dim* X <n. Then 
we have ind dim* A,< n and hence dim A,< n by a theorem in [6]. Therefore 
by the sum theorem we see that dim X < n. This proves the theorem. 

The minimal normal family which includes separable spaces is shown to be 
composed of all spaces X such that X is a countable sum of closed sets which 
are locally separable (cf. the proof of Theorem 6.1). A space of this type is 
called K-separable by G.H.Butcuer{[l]. Any K-separable space is an 
S,-space but not conversely; indeed N (22) defined in § 10 is an S,-space 
without being K-separable in case the cardinal number of 2 is not countable. 
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Uber die Einfiihrung einer absoluten Polaritat in die 
projektive und affine Geometrie des Raumes. 


Von 
HAnFRIED LENZ in Miinchen. 


Finleitung. 

In zwei vorangegangenen Arbeiten') *) wurden in die auf Grund einfacher 
Inzidenz- und Parallelenaxiome definierten projektiven und affinen Raiume 
beliebiger Dimensionszahl n > 2 nach bekannten Vorbildern (s. die in BAG 
angegebene Literatur) Koordinaten eingefiihrt. Weitere Postulate iiber Po- 
laritat und Orthogonalitat fiihrten in Raumen endlicher Dimensionszahl (kurz 
Dimension) zur Einfiihrung einer absoluten Polaritaét als wesentlichem Be- 
standteil der verschiedenen metrischen Geometrien. Dabei ist der klassische 
Begriff der Polaritaét im Sinne des grundlegenden Buches von REINHOLD BAER 
zu verallgemeinern®). Der Gedanke, Orthogonalitatsaxiome zur Begriindung 
der Metrik zu nehmen, wurde von Pri'Frer‘*) ibernommen. 

In der vorliegenden Arbeit wird die axiomatische Polarentheorie auf Riume 
beliebiger Dimensionszahl erweitert. Mit Hilfe des Begriffs der konjugierten 
Punkte laBt sich im projektiven Raum bzw. in der uneigentlichen Hyperebene 
des affinen Raumes auf einfache Weise eine noch etwas verallgemeinerte Po- 
laritét (,,Quasipolaritét“) einfihren. Will man bei nichteuklidischer Metrik 
vom Begriff senkrechter Geraden ausgehen, so wird der Aufbau schon in 
dem Fall, daB isotrope Geraden ausgeschlossen sind, etwas weniger einfach. 


§ 1. Zusammenstellung benétigter Vorkenntnisse') ?) *). 

Die projektive analytische Geometrie des Raumes von mindestens drei 
Dimensionen iiber einem beliebigen, nicht notwendig kommutativen Kérper 
laBt sich auf Grund folgender vier Axiome begriinden (vgl. etwa BAG): 

G,I: Je zwei Punkte A, B haben eine eindeutig bestimmte Verbindungs- 
gerade AB. 

G, Il: Haben die Geraden AB und CD einen Punkt gemein, so auch AC und BD. 

G, III: Jede Gerade enthilt mindestens drei Punkte. 

G, IV: Es gibt zwei punktfremde Gerade. 


1) H. Lenz: Herleitung von Dimensionsformeln der projektiven Geometrie aus ein- 
geschrinkten Verkniipfungsaxiomen. Sitzgber. Bayer. Akad. Wiss., math.-naturw. K]. 1953, 
S. 81—87. [In der Folge mit (D) zitiert.] 

*) H. Lenz: Zur Begriindung der analytischen Geometrie. Ebenda 1954, 8. 17—72. 
(In der Folge mit BAG zitiert.) 

*) R. Barr: Linear algebra and projective geometry. New York 1952. 

*) H. Pritver: Projektive Geometrie. Leipzig 1935, Verl. R. Noske oder Leipzig 1939, 
Akad. Verl.-Ges. 
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Entsprechend laBt sich die affine analytische Geometrie wie folgt be- 
griinden: 
Die Menge der Geraden wird in paarweise elementefremde Teilmengen 
eingeteilt, die sog. Parallelbiindel. Gerade heiBen parallel, wenn und nur wenn 
sie demselben Parallelbiindel angehéren. Dabei sollen folgende Axiome gelten: 
G,Ia: Je zwei Punkte A, B haben eine eindeutig bestimmte Verbindungs- 
gerade AB. 

G, Ib: Zu jedem Punkt A und jeder Geraden a gibt es genau eine Parallele zu a, 
die A enthiilt. 

G, Ila (Trapezaxiom): Ist AB CD und P ¢ AC, 80 ist entweder P ¢ CD oder 
AB und PD haben einen Punkt gemein. 

G, 1b (Parallelogrammaxiom): Hat keine Gerade mehr als zwei Punkte und 
ist C ¢ AB, 80 schneiden sich die Parallelen zu AB durch C und zu AC 
durch B. 

G, U1: Jede Gerade enthilt mindestens zwei Punkte. 

G, IV: Es gibt zwei punktfremde und nicht parallele Gerade. 

Alle diese Axiome, sowie die meisten in dieser Arbeit vorkommenden Be- 
weise, lassen sich leicht durch einfache Figuren veranschaulichen. 

Jeder affine Raum &%,, der den Ax ‘omen G, Ia bis G, IV geniigt, laBt sich 
als Linksvektorraum D iiber einem Korper K darstellen. Die Punkte sind ein- 
fach die Elemente von 3. G und damit auch &, ist bis auf Isomorphie ein- 
deutig bestimmt durch K und die Dimension n, die eine beliebige Kardinal- 
zahl > 2 sein kann. Die Elemente von % werden am einfachsten durch n 
inhomogene Koordinaten aus K (etwa in wohlgeordneter Folge) dargestellt, 
von denen jeweils nur endlich viele von Null verschieden sind. 

Jeder projektive Raum R, der Dimension n, der den Axiomen G,I bis 
G, IV geniigt, laBt sich ebenfalls durch einen Linksvektorraum D darstellen, 
dessen Dimension 1 + n ist und dessen ein-, zwei-, k-gliedrige Linksmoduln 
die Punkte, Geraden, (k — 1)-dimensionalen Unterraiume sind. 

Eine Abbildung einer Menge 2 in eine Menge 2’ heiBe umkehrbar eindeu- 
tig, wenn zu jedem Punkt A € 2 genau ein Bildpunkt A’ ¢ Ql’ gehért und wenn 
jeder Punkt A’¢ 2’ Bildpunkt Aéchstens eines Punktes A € 2 ist. Eine Ab- 
bildung der Menge 2 in die Menge 2’ heiBe Abbildung auf die Menge 2’, wenn 
jeder Punkt von 2’ Bildpunkt mindestens eines Punktes aus Y ist. 

Die Parallelkollineationen, d.h. die umkehrbar eindeutigen, umkehrbar 
geradentreuen und die Parallelenbeziehungen erhaltenden Abbildungen eines 
affinen Raumes in einen anderen lassen sich darstellen durch Gleichungen 


(l) &§=J (&,) a’ +b, (j=1,2,...; tiber die — etwa wohlgeordnete — 
Menge der i ist zu summieren) 


zwischen den inhomogenen Koordinaten £,, £; des gegebenen Raumes und des 
Bildraumes. Dabei sind nur endlich viele 6; und fiir jedes i nur endlich viele 
a} von Null verschieden. J ist ein Isomorphismus des Koordinatenkérpers K des ge- 
gebenen Raumes in den Koordinatenkérper K’ des Bildraumes. Die Matrix a; ist 
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von rechts nichtsingular iiber J (K), d. h. aus c,a; = 0 fiir alle j mit c,¢ J (K), 
wobei nur endlich viele c; nicht verschwinden diirfen, folgt c,= 0 fir alle i. 
Die Kollineationen, d.h. die umkehrbar eindeutigen und umkehrbar 
geradentreuen Abbildungen eines projektiven Raumes in einen anderen, 
lassen sich darstellen durch Isomorphismen der zugehérigen Vektorriume, 
d. h. durch Gleichungen 
(2) aj=J (x,) a; (j= 0,1,...) 
fiir die homogenen Koordinaten x, des gegebenen Raumes und z; des Bild- 
raumes. Uber die Matrix a’ und J gilt dasselbe wie bei den Gleichungen (1). 
Wird eine Gerade des Raumes auf eine Gerade des Bildraumes abgebildet, 
so ist J ein Isomorphismus auf K’ und umgekehrt. 
Die Gleichung einer allgemeinen Hyperebene ist 
(3) xr,u' 0, 
wobei nicht alle wu‘ verschwinden. Von den Hyperebenenkoordinaten wv‘ 
diirfen im Gegensatz zu den Punktkoordinaten x; mehr als endlich viele von 
Null verschieden sein. Die Folgen der Hyperebenenkoordinaten bilden, wenn 
man die Folge (0, 0,0, ...) hinzufiigt, einen Rechtsvektorraum G, dessen Di- 
mension nur fiir endliches n gleich der Dimension 1 + n von D ist [vgl. Barr’) 


~ 


S. 25ff.]. G stellt analytisch den dualen Raum dar, dessen ,,Punkte“ die 
Hyperebenen und dessen ,,Geraden‘‘ die Hyperebenenbiischel des gegebenen 
taumes sind. 

Unter Korrelationen verstehen wir, abweichend von BAG, Kollineationen 
des Raumes in den dualen Raum. Eine Korrelation fiihrt eine Basis des Raumes 
iiber in eine Basis des Bildbereichs im dualen Raum und laBt sich daher dar- 
stellen durch Gleichungen 
(4) w= gi J (x,), 
wobei J ein Antiisomorphismus des Koordinatenkérpers K in sich ist. Die 
Matrix g‘’ ist von links nichtsingular iiber dem K6rper J (K), d. h. aus g*/ y,= 0 
fiir alle i, y;¢ J (K), y;+ 0 nur fiir endlich viele j folgt y;= 0 fir alle j. Die 
g’ brauchen nicht J (K), sondern nur K anzugehéren. 


§ 2. Die Polarititspostulate. 
Definition: Eine Abbildung eines projektiven Raumes in seinen dualen 
Raum heiBe eine Quasipolaritét, wenn sie den folgenden Forderungen geniigt : 
PI: Zu jedem Punkt A gibt es genau eine Polarhyperebene x (A) = a. Statt 
Polarhyperebene sagen wir auch kurz ,,Polare“. 

PIl: Zu jeder Hyperebene b gibt es héchstens einen Pol, d. h. einen Punkt, 
dessen Polare b ist. 

PIII: Liegt A auf b = 2(B), so liegt B auf a = 2 (A). 
Ersetzt man P II durch 

P Il’: Zu jeder Hyperebene gibt es genau einen Pol, 
so heiBe die Quasipolaritaét eine Polaritdt (vgl. BAG § 8). 

Satz1: Jede Quasipolaritéit ist eine Korrelation, die sich durch Gleichungen 


(5) at = gi* A (x,) = g'* %, 
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darstellen lift. Dabei ist A ein involutorischer Antiautomorphismus des K oordi- 
natenkirpers K, d.h. A® ist die Identitét. Die Matrix g** ist von links nicht- 


singular. 


Ferner ist fiir alle Punkte x;, y; 


(6) ry = yx 
und entweder 

(7) =" 
oder K ist kommutativ, A die Identitét und 
(8) ¢* g**. 


Die Bedingung x;y‘ = 0 ist notwendig und hinreichend dafiir, daB der Punkt 
mit den Koordinaten x, auf der Polaren des Punktes mit den Koordinaten y, 
liegt. 

Der Beweis verliuft in enger Anlehnung an den des entsprecherden Satzes 
iiber Polaritaiten [Barr*), BAG S. 49ff.], laBt sich aber doch nicht so wértlich 
iibernehmen, daB er hier entbehrlich ware. 

I. Hilfssatz 1: Liegen die Punkte A, B,C in einer Geraden, so liegen ihre 
Polaren in einem Biischel. 

Beweis: Es sei C ¢ AB und D ein beliebiger Punkt aus a7 b. Nach P III 
ist 2 (D) = d>AB3C, also Déc=2(C). Weil D in arb ganz beliebig 
gewahlt war, folgt c 2>a/7\ 6b, w.z.b.w. 

Hilfssatz 2: Sind a und b Polaren zweier. Punkte A und B und ist c eine 
Hyperebene durch den Durchschnitt a-\ b, so ist c Polare eines Punktes C ¢ AB. 

Beweis: Es sei c>ar\b und P€c, P¢ar\b. Die Polare p von P enthilt 
die Gerade AB nicht, denn sonst wire P ¢a/\b. Es sei Q der Schnittpunkt 
von p und AB. [Seine Existenz folgt z. B. aus den in (D) bewiesenen Dimen- 
sionsbeziehungen.| Die Polare g von Q enthilt nach Hilfssatz 1 den Durch- 
schnitt a\ 6 und nach P III den Punkt P. Daher ist g = c, w.z.b.w. 

II. Die Quasipolaritaét bildet also den Raum geradentreu und umkehrbar 
eindeutig in den dualen Raum ab. Jede Gerade wird auf eine ,,Gerade“ 
des dualen Raumes, d.h. auf ein Hyperebenenbiischel abgebildet. Die Ab- 
bildung ist also eine Korrelation im Sinne des § 1 und laBt sich daher durch 
Gleichungen (5) darstellen, wobei A ein Antiisomorphismus von K auf sich, 
also ein Antiautomorphismus ist. Die Matrix g‘* ist von links nichtsingulir. 
(Der Zusatz ,,iiber A (K) = K“ ist hier iiberfliissig.) Denn sonst hatte man 
sofort einen Widerspruch gegen PII. Aus z,y‘= x,g‘* A (y,) = 0 folgt nach 


P III y,2* = 0 oder (nach Anwendung von A~-') 
x,A-} (g**) A-* (y,) = 0. 
Daraus folgt, wenn man den Punkt (z,;) die Polare des festen Punktes (y,) 
durchlaufen la8t, daB fiir ein geeignetes « + 0 
g** A (y,) = A-* (g**) A-* (y,) A+ (a) 
oder 
(9) a yxg*!= A*(y,) A (g**) 


sein muB. 
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III. « hangt scheinbar von dem Vektor » = (y,) aus dem Vektorraum G 
ab. Wahlen wir fiir » speziell die Grundvektoren ) mit den Koordinaten 


_ {0 fir 7+k 
*|1 fiir j=k 


er. 


. ; = } . . . . 
und schreiben « fiir « (p), so wird aus (9), wenn wir den Index j wieder durch 
k ersetzen, 


k > : 
(10) a gti= A (gi*), 


Dabei ist auf der linken Seite nicht iiber k zu summieren. Setzt man (10) in (9) 
ein, so wird 


k = - - 
a (pn) y, a! A (g**) = A®(y,) A (g**). 


Weil die Matrix g‘* von links, die Matrix A (g**) also von rechts nichtsingular 
ist, folgt koordinatenweise 


7 k 

%(D) Yp= A? (yy) @. 
Fiir je zwei Vektoren », »’, die in der k-ten von Null verschiedenen Koordinate 
iibereinstimmen, wird daher a(y) = « (y’). Das ist nur méglich, wenn « 
allgemein von » unabhiangig ist. A? ist also ein innerer Automorphismus und 


(11) A (x;y) = ay, 2. 


IV. Wenn es einen Punkt z, gibt, der nicht auf seiner Polaren liegt, so ist 
es keine Beschrinkung der Allgemeinheit, den willkiirlichen Rechtsfaktor 
von 2* in (5) so zu wahlen, daB z;z'= 1 wird. Dann wird nach (11) (fiir 2; 

y;= z,) « = 1 und die Formeln (6), (7) sind bewiesen. Liegt aber jeder 
Punkt auf seiner Polaren, so gilt identisch 

O = (x, + ys) (z+ y') = a+ yr, 
d.h. es ist « = — 1 und A die Identitat, was nur in kommutativen Kérpern 
moglich ist. Damit ist Satz 1 bewiesen. 

In Raéumen endlicher Dimension ist jede Quasipolaritaét eine Polaritat, 
weil das Biindel der Polarhyperebenen dieselbe Dimension hat wie der ge- 
gebene Raum und daher mit dem ganzen dualen Raum iibereinstimmt. Es 
hatte also in BAG geniigt, an Stelle der dort aufgestellten Forderung P II 
(hier mit PII’ bezeichnet), die hier aufgestellte abgeschwichte Forderung 
PII zu verlangen. Umgekehrt sind Polaritiéten nur in Raumen endlicher 
Dimension méglich, weil nur dann der duale Raum dieselbe Dimension hat 
wie der. gegebene [vgl. Barr’), 8. 95ff.]. 

Man sieht leicht, daB umgekehrt eine Abbildung des Raumes in den dualen 
Raum, die sich analytisch durch die in Satz 1 angegebenen Gleichungen darstellen 
laBt, die Forderungen P I bis P III befriedigt und daher eine Quasipolaritat ist. 


§ 3. Konjugierte Punkte. 


Zwei Punkte heiBen in der klassischen Polarentheorie bekanntlich kon- 
jugiert, wenn der eine auf der Polaren des anderen liegt. Diese Definition 
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iibertragen wir auf die Quasipolarititen des vorigen Paragraphen. Die Be- 

ziehung ,,A isi konjugiert zu B“ sei mit A \ B bezeichnet. Wir erhalten aus 

PI bis P III unmittelbar die folgenden Eigenschaften konjugierter Punkte: 

K I: Ist AA B, soist BA A. 

KII: Aus AAB,AAC, Dé BC folgt AA D. 

K III: Sind A, B,C beliebige Punkte, so liegt auf BC ein zu A konjugierter 
Punkt. 

K IV: Kein Punkt ist zu allen Punkten konjugiert. 

Sonderfille von K III sind 

K IIIa: Ist A nicht zu sich selbst konjugiert, so liegt auf jeder A enthaltenden 
Geraden ein zu A konjugierter Punkt. 

K IIIb: Ist A zu sich selbst konjugiert, so liegt auf jeder A nicht enthaltenden 
Geraden ein zu A konjugierter Punkt. 

Umgekehrt gilt 

Satz 2: Sind in einem projektiven Raum konjugierte Punkte so definiert, 
daB die Forderungen K I, K Il, K Illa, K IIIb, K IV gelten, so gibt es eine 
Quasipolaritat von der Eigenschaft, daB der Ort aller zu einem beliebigen Punkt A 
konjugierten Punkte die Polare a von A ist. 

Beweis: 

I. Die Menge R, der zu A konjugierten Punkte ist nach K II ein Unter- 
raum, und zwar nach K IV ein echter. Nach K Illa (falls A nicht zu sich 
selbst konjugiert ist) bzw. nach K IIIb (falls A ( A) ist Ry eine Hyperebene, 
die wir mit 2 (A) bezeichnen. Aus B ¢€ x (A) folgt nach K I, daB auch A € a (B) 
ist. Also gelten die Polaritaétspostulate P I und PIII und die verschirfte 
Forderung K III. 

II. Waren A, B zwei Punkte mit derselben Polaren a (A) = 2(B) = a, so 
ware nach Forderung K II jeder Punkt von a zu jedem Punkt der Geraden 
AB konjugiert. Zu einem beliebigen Punkt Q ¢a@ gibt es nach K III einen 
Punkt P¢ AB mit PA Q. Nach K II miiBte also P zu jedem Punkt des 
Raumes konjugiert sein, was K IV widerspricht. Also gilt auch P IT und 
Satz 2 ist bewiesen. 





Setzt man endliche Dimension des Raumes voraus und dualisiert man die 
Forderungen K I, K II, K III und K IV, so erhalt man genau die in BAG 
eingefiihrten Axiome iiber senkrechte Hyperebenen. Die im letzten Paragraphen 
von BAG durchgefihrte Einfiihrung einer absoluten Polaritét auf Grund von 
Axiomen iiber senkrechte Hyperebenen ist also nichts anderes als eine An- 
wendung unseres Satzes 2. 

Der Begriff der konjugierten Punkte erméglicht aber weiter eine besonders 
einfache Einfiihrung einer absoluten Quasipolaritaét, also des wesentlichen 
Teiles einer nichteuklidischen Metrik in verallgemeinertem Sinn. Allerdings 
ist der Begriff der konjugierten Punkte nicht mehr der unmittelbaren geometri- 
schen Anschauung entnommen. Wegen der Méglichkeit dieses Einwandes 
wird in § 5 ein Aufbau einer verallgemeinerten elliptischen Metrik auf Grund 
von Axiomen iiber senkrechte Geraden durchgefiihrt (vgl. BAG § 10). Weiter 
wird sich aber nach der Betrachtung der affin-metrischen Geometrie im 


Qj_’ws 
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nichsten Paragraphen zeigen, daB der Begriff der konjugierten Punkte das 
Wesen der nichteuklidischen Metrik doch besser trifft als der der senkrechten 
Geraden. 


§ 4. Die affin-metrische Geometrie. 


Gegeben sei ein affiner Raum im Sinne des § 1. In ihm sei das Senkrecht- 
stehen von zwei Geraden a, b so erklirt, daB die gleich folgenden affinen 
Rechtwinkelaxiome gelten. Dabei sei nicht gefordert, daB senkrechte Gerade 
einen Punkt gemeinsam haben miissen. Eine auf sich selbst senkrechte Gerade 
heiBe isotrop. Als Axiome iiber senkrechte Geraden stellen wir die folgenden 
auf: 

R,Ia: Aus a_b folgt bla. 
R,Ib: Aus a\b und b\| c folgt alc. 
R,Il: IstOA\OB,OA\ OC, D ¢ BC, D + O, so ist OA | OD. 

Bemerkung: Es geniigt offenbar, R, II fiir einen ein fiir allemal festge- 
haltenen Punkt O zu fordern. 





R, IIIa: Ist die Gerade AB nicht isotrop, so liegt auf jeder von AB verschiedenen 
Geraden durch B, die nicht auf AB senkrecht steht, ein Punkt C mit 
AC\ AB. 

R, IIIb Ist die Gerade AB isotrop, so liegt auf jeder AB nicht schneidenden 
und nicht auf AB senkrechten Geraden ein Punkt C mit AB AC. 

R, IV: Keine Gerade steht auf allen Geraden senkrecht. 

Aus R, Ib folgt, daB das Senkrechtstehen zweier Geraden nur von ihren 
uneigentlichen Punkten abhingt. Axiom R, III sagt, wenn R, Ia, R, 1b voraus- 
gesetzt werden, einfach aus, daB sich auf einer nicht isotropen Geraden in 
jeder sie enthaltenen Ebene Lote errichten lassen. Axiom R, IIIb sagt aus, 
daB zu einer isotropen Geraden in jeder sie nicht enthaltenden Ebene Lote 
existieren. Bezeichnet man nun zwei uneigentliche Punkte als konjugiert, 
wenn ihre Verbindungsgeraden mit einem (also jedem) eigentlichen Punkt 
aufeinander senkrecht stehen, so sieht man, daB die Rechtwinkelaxiome R, la 
bis R, IV nichts anderes sind als die Forderungen K I, K II, K IIIa, K IIIb, 
K IV fiir die uneigentlichen Punkte. Wir haben damit 

Satz 3: Die affinen Rechtwinkelaxiome R,1a bis R, IV reichen zur EHin- 
fiihrung einer absoluten Quasipolaritat in der uneigentlichen H yperebene hin. 

Das gilt auch im dreidimensionalen Raum, obwohl dann die uneigentliche 
Ebene kein projektiver Raum im Sinne des § 1 ist. Denn in ihr gilt jedenfalls 
der Satz von DEsaRGUEs und unter dieser Voraussetzung gelten die in § 1 
angefiihrten Satze iiber Kollineationen und Korrelationen und daher auch 
Satz 1 des § 2 unverindert. 

Die Bedingung dafiir, daB zwei Vektoren des affin-metrischen Raumes 
aufeinander senkrecht stehen, ist, daB ihre uneigentlichen Punkte konjugiert 
sind; also 
(12) E, nt= §,9'* i, = 0, 





wobei &,, 7, die inhomogenen Koordinaten der beiden Vektoren bedeuten. 
E, nf ist die sinngemaBe Verallgemeinerung des iiblichen Skalarprodukts 


Math. Ann. 128. 25 
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zweier Vektoren. Man kommt so auf die metrischen Réume im Sinne von 
Wirr®) *). Unter Ahnlichkeitstransformationen wird man Parallelkollineationen 
verstehen, die alle rechten Winkel erhalten, unter Bewegungen solche Parallel- 
kollineationen, die alle Skalarprodukte fest lassen. Spezielle Bewegungen 
sind die Spiegelungen, die dadurch entstehen, daB man von einer Zerlegung 
des Vektorraumes in zwei zueinander senkrechte Teilraume ausgeht und jedem 
Vektor des ersten Teilraumes sich selbst, jedem Vektor des zweiten Teilraumes 
den entgegengesetzten Vektor als Bildvektor zuordnet. Doch gehért die 
nahere Untersuchung der metrischen Raume nicht in die vorliegende Arbeit. 
§ 5. Verallgemeinerte elliptische Riume. 

Man kann bekanntlich eine nichteuklidische Metrik wie folgt definieren: 
Man betrachte wie iiblich die Punkte des n-dimensionalen projektiven Raumes 
R,, als Strahlen durch den Nullpunkt eines affinen (1 + »)-dimensionalen Erweite- 
rungsraumes ®, und fiihre in diesem eine euklidische oder pseudoeuklidische 
Metrik ein, was in gréBter Allgemeinheit etwa durch die Rechtwinkelaxiome 
! 


des vorigen Paragraphen geschehen kann. Dadurch wird in R, 


euklidische Metrik induziert. Senkrechte Geraden in X,, sind ,,einfach“ senk- 


eine nicht- 


rechte Ebenen in %,, die durch den Ursprung gehen. Das ist im dreidimen- 
sionalen Raum sehr anschaulich, in héherdimensionalen Raumen erscheint 
aber die Definition senkrechter Ebenen schon nicht mehr so einfach wie die 
der senkrechten Geraden, denen in R, eben gerade die konjugierten Punkte 
entsprechen. Es erscheint mir daher die in §3 gegebene Einfiihrung einer 
nichteuklidischen Metrik mit Hilfe des Grundbegriffs der konjugierten Punkte 
als die natiirlichste. 

Trotzdem soll noch eine Begriindung einer verallgemeinerten elliptischen 
Metrik auf Grund von Axiomen iiber senkrechte Geraden gegeben werden, 
und zwar wie in BAG § 10 unter AusschluB isotroper Geraden; nicht, weil mir 
ein solcher AusschluB von der Sache her geboten erschiene, sondern weil ohne 
ihn Schwierigkeiten auftreten. 

Wir fiihren jetzt die folgenden Rechtwinkelaxiome iiber Geraden des 
verallgemeinerten elliptischen Raumes ein, die auBer den projektiven Inzidenz- 
axiomen G, I bis G, IV gelten sollen: 

R, Ila: Ausa b folgt b\ a. 

R, Ib: Aus a b folgt, daB ar\b ein Punkt ist. 

R, Il: IstC¢ AB und steht AC nicht senkrecht auf AB, so geht durch C héchstens 
eine zu AB senkrechte Gerade. 

R, III: Ist C ¢ AB, so gibt es auf AC zwei von A verschiedene Punkte, von denen 
aus sich (nicht notwendig verschiedene) Lote auf AB fiillen lassen. 

R, IV: Ist OA | OB,0A\ 00, Cé OB, so ist OA -\ BC leer. 

R,V: Ist OA | OB, OAL OC und steht AB nicht senkrecht auf OB, so steht 
auch AC nicht senkrecht auf Oc. 

*) E. Wirt: Thee-ie der quadratischen Formen in beliebigen Kérpern. Journ. f. 
Math. 176, 31—44 (1937). 

*) M. Ercnter: Quadratische Formen und orthogonale Gruppen. Berlin-Géttingen- 
Heidelberg 1952. 
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Wir definieren nun: 

Ein Punkt P heiBt Pol einer Geraden g, wenn P nicht auf g liegt und 
wenn durch P zwei Lote auf g gehen. Nach R, II ist dann jede g schneidende 
Gerade durch P ein Lot auf g. 

Ein Punkt B heiBe konjugiert zu einem Punkt A (in Zeichen BA A), 
wenn B Pol einer A enthaltenden Geraden ist. 

Hilfssatz 1: Ist g eine Gerade in einer Ebene y, so enthilt y genau einen Pol von g. 

Beweis: 


[. Es sei C € y, C¢g. Entweder ist C Pol von g oder es gibt einen Punkt 





A €q, 80 daB AC nicht auf g senkrecht steht. Auf AC liegen zwei von A ver- 
schiedene Punkte, von denen aus sich Lote auf g fallen lassen. Ihr Schnitt- 
punkt muB ein Pol von g sein; denn er kann wegen R, IV nicht auf g liegen. 

II. Wir nehmen an, es gebe in y zwei Pole P, Q von g. Es sei A der Schnitt- 
yunkt von PQ mit g und B ein weiterer Punkt von g. Dann ist PB j g und 
QB 1g, was R, IV widerspricht. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Hilfssatz 2: Aus BA A folgt A \ B. 

Beweis: B sei Pol der Geraden AC und P sei Pol der Geraden AB in der 
Ebene ABC. P liegt auf AC (wegen R, TV). Dann ist A Pol von BP, w.z.b.w. 

Hilfssatz 3: Ist B\ A, so ist B Pol aller Lote, die sich in A auf AB er- 
richten lassen. 

Das folgt unmittelbar aus R, V. 

Hilfssatz 4: Ist B \ A und B A C, 80 ist B ¢ AC und B Pol von AC. 

Beweis: 

I. Ware B ¢ AC, so sei P der Pol von AC in irgendeiner AC enthaltenden 
Ebene. Nach Hilfssatz 3 wiren PA und PC Lote auf BP in derselben Ebene, 
was R,, IV widerspricht. 

II. In der Ebene ABC laBt sich in A ein Lot auf AB errichten, dessen 
Pol nach Hilfssatz 3 B ist. Ware der Schnittpunkt dieses Lotes mit BC von C 
verschieden, so lagen auf BC zwei zu B konjugierte Punkte im Widerspruch zu 
dem bereits bewiesenen ersten Teil des Hilfssatzes. Also ist B Pol von AC, w.z.b.w. 

Aus Hilfssatz 4 folgt nun unmittelbar: 

Ist A\ B, AA C, D€ BC, 80 ist A \ D, und weiter: 

Kein Punkt ist zu allen Punkten konjugiert. Denn auf jeder Geraden durch 
einen Punkt A liegt héchstens ein zu A konjugierter Punkt. 

Auf jeder A enthaltenden Geraden a liegt ein zu A konjugierter Punkt. Um 
ihn zu finden, braucht man namlich nur den Pol eines auf a in A errichteten 
Lotes AB in der Ebene aB zu suchen. 

Damit ist gezeigt, daB die Forderungen K I, K II, K Illa, K IV simtlich 
gelten. Weil kein Punkt zu sich selbst konjugiert ist, ist durch die Beziehung 
des Senkrechtstehens zwischen den Geraden des Raumes gema8 den Axiomen 
R, Ia bis R, V eine absolute Quasipolaritat bestimmt. 

Wir miissen jedoch noch zeigen, daB die Rechtwinkelaxiome dieses Para- 
graphen widerspruchsfrei sind. Daz werden wir zeigen, daB sie bei geeigneter 
Definition der Rechtwinkligkeit in jedem projektiven Raum erfiillt sind, in 
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derma eine absolute Quasipolaritét im Sinne von § 3 gegeben ist, bei der kein 
Punkt auf seiner Polaren liegt. 

Wir definieren: Gegeben ist ein projektiver Raum mit absoluter Quasi- 
polaritét. Kein Punkt liege auf seiner Polaren. Eine Gerade b heiBe auf einer 
Geraden a senkrecht, wenn erstens der Durchschnitt a7\b ein Punkt P ist 
und zweitens auf a ein Punkt B liegt, der zu zwei (also allen) Punkten von } 
konjugiert ist. Auf b liegt dann nach K IIa ein zu P konjugierter Punkt. Er ist 
auch zu B konjugiert. Daraus folgt, daB auch a|_b ist, d.h. R, 1a und R, 1b gelten. 

Nun seien AB und AC zwei verschiedene, nicht aufeinander senkrechte 
Gerade, d. h. der auf AC liegende, zu A konjugierte Punkt P sei nicht zu B 
konjugiert. Eine Gerade g in der Ebene ABC steht dann und nur dann auf 
AB senkrecht, wenn sie einen zu A und zu B konjugierten Punkt enthalt. 
Die Gesamtheit der zu A und B konjugierten Punkte ist Durchschnitt zweier 
Hyperebenen und hat also mit der Ebene ABC mindestens einen Punkt 
gemein; aber auch nicht mehr Punkte, weil sonst ein solcher Punkt auf AB 
lage und daher zu sich selbst konjugiert wire. Es sei also Q ¢ ABC, QA A, 
Q \ B. Von jedem von Q verschiedenen und nicht auf AB liegenden Punkt 
D ¢ ABC \aBt sich dann genau ein Lot auf AB fiillen, d. h. die Forderungen 
R, Il und R, III sind erfiillt. 

Auch R, IV gilt. Denn sei OA\OB, OA\. OC. Auf OA liegt dann ein von 
O verschiedener Punkt P, der zu O und B konjugiert ist, sowie ein Punkt Q, 
der zu O und C konjugiert ist. Das ist nur méglich fir P = Q, weil sonst 
nach K II OAO sein miiBte. P = Q muB also auch zu einem eventuellen 
Schnittpunkt D = OAr BC konjugiert sein. Das kann aber nur sein, wenn 
D = O ist, weil sonst P \ P folgen wiirde. 

R,V ergibt sich wie folgt: Es sei OA LOB, AB as OB, d.h. auf OA und auf 
AB liege je ein Punkt, der zu O und zu B konjugiert ist. Diese beiden Punkte 
miissen zusammenfallen, denn andernfalls wiirde ihre Verbindungsgerade aus 





OB einen zu sich selbst konjugierten Punkt ausschneiden. Also ist A ( 0, 
AA B. Ist nun OA\0C, so existiert ein Punkt P¢OA mit PA 0, PAC. 
Fiir P + A ist aber P \ O unméglich, also gilt R,V. Wir haben damit 

Saiz 4: Die Giiltigkeit der Rechtwinkelaxiome R, 1a bis R, V ist notwendig 
und hinreichend dafiir, dap die Rechtwinkligkeit durch eine absolute Quasi- 
polaritat erzeugt wird, bei der kein Punkt auf seiner Polaren liegt. 

Die in diesem Paragraphen durchgefiihrte Einfiihrung einer absoluten 
Quasipolaritét aus Axiomen fiir senkrechte Geraden unterscheidet sich von 
der in BAG § 10 gegebenen in folgenden Punkten: 

I. Die Beweise sind einfacher. II. Das in BAG verwendete Axiom R,IV 
(BAG, 8S. 59) hat sich als entbehrlich herausgestellt. Benétigt wird nur das 
schwiichere Axiom R,IV dieses Paragraphen. III. Die Beschrinkung auf 
Raume endlicher Dimension fallt weg. 


( Eingegangen am 30. Juni 1954.) 
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Uber die Spektralzerlegung von hypermaximalen 
Operatoren, die durch Separation der Variablen zerfallen. 
(II. Mitteilung.) 

Von 
Heinz Orro Corves in Gottingen. 

Unter den Eigenwertproblemen partieller Differentialgleichungen, die zu 
Entwicklungssitzen fiir willkiirliche Funktionen fiihren, zeichnet sich die 
Klasse der separierbaren Operatoren durch besondere Einfachheit des Auf- 
findens der Eigenwerte und Eigenfunktionen aus. An die Frage der Entwick- 
lungsméglichkeit nach Eigenfunktionen und Eigenpaketen tiberhaupt schlieBt 
sich fiir solche Probleme gleich die weitere Frage der Méglichkeit der Ent- 
wicklung nach solchen Eigenfunktionen und Eigenpaketen, die dem Produkt- 
ansatz zugiinglich sind. Die Behandlung dieses Themas war Gegenstand der 
ersten Mitteilung dieser Arbeit. 

Bereits dort hatte uns die Notwendigkeit, mit den Hilfsmitteln der all- 
gemeinen Spektraltheorie zu arbeiten, dazu gefiihrt, eine abstrakte Defi- 
nition des separierbaren Operators A in 2 zugrunde zu legen. Wir hatien im 
folgenden Sinne definiert: Zwischen den Elementen u! und wu? zweier Hilbert- 
raume $' und $? sei ein Produkt wu! wu? erklirt, das als Vektor eines neuen 
HiLtBertTschen Raumes $) gedeutet werde, der von solchen Produkten und 
ihren endlichen Linearkombinationen sowie gewissen idealen Elementen ge- 
bildet sei. Das Skalarprodukt von § sei fiir u = u'u* aus 9, v = v'v? aus § 
definiert durch 

(u, v) = (ul, stv") (uw, s?v?) + (u}, fv) (u*, tv?) 
mit linearen, beschrankten, hermiteschen, positiv definiten Operatoren s/,t/ 
der Raiume $)’ in sich, fiir die gilt s’+ #= 1, 7 = 1,2. Die Operatoren s’,t/ 
kénnen durch s! (wu! u?) = (s!u!) uw? usw. auch als beschrankte Operatoren des 
Raumes § erklairt werden. A! in 2 und A? in Ql? seien zwei hypermaximale 
Operatoren der Riume $! und $? in sich. Dann sei definiert 

A u = (s'8?+ tf?) (Aluls?u?+ Au! A? u?) 
fir u = u'u? aus A: wu! aus A!; w? aus A?; 
(Aluls?u?+ Ou A*u?) aus Digg ney, 

dem Definitionsbereich der Reziproken (s!s?+ #¢?)-}. 

In vorliegender Mitteilung wird die Méglichkeit des abstrakten Aufbaues 
der zum Eigenwertproblem A ~ = Ag gehérigen Entwicklung aus den Lé- 
sungen derseparierten Gleichungen (A! — As'— yt") g' = 0, (A? — AP — ws*) gy’? =0 
studiert. Namentlich beim kontinvierlichen Spektrum wird dabei der in § 8 
der ersten Mitteilung gewahlte Weg prinzipiell ungangbar, da es nicht mehr 
Math. Ann. 128. 26 
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méglich ist, den Begriff der nicht-quadratisch-integrablen Lésungen obiger 
Gleichungen in sinnvoller Weise auf diesen abstrakten Fall zu verallgemeinern. 
Insbesondere fehlt dazu, wie man auch solche Lésungen definieren wiirde. 
ein Konvergenzbegriff, der es erlaubt, iiber Produkte von Lésungen nach den ( 
Separationsparametern zu integrieren. Wir entscheiden uns daher fiir ein 

anderes Verfahren. Im ersten Teil war gezeigt worden, daB es tunlich ist 

das Eigenwertproblem A gm = Aq zu ersetzen durch das Simultaneigenwert- 

problem A p = Aq, A P=", Wo A ein zweiter, separierbarer Operator ist. 

der mit A kommutiert. Satz 6 gibt zunichst eine Approximationsaussage fiir | 
Abschnitte von Simultaneigenpaketen der Operatoren A und A durch Pro- 
dukte von Eigenpaketen der Operatoren (A! — 4 s'— wt) und (A*— A # + pw 8°). 
Diese erlaubt uns z. B. zu schlieBen (Satz 7), daB unter den allgemeinsten 
in der ersten Mitteilung zugelassenen Voraussetzungen das Simultanspektrum 
von A und A, in einer A, u-Ebene betrachtet, iiberall dort leer ist, wo wenigstens 
einer der Operatoren (A!— A s'— wt")! und (A?— 1+ ws) existiert und 
beschrinkt ist. Die Approximationsaussage laiBt sich verschirfen (Hilfs- 


satz 10), wenn wir die zusitzliche Voraussetzung machen, da8B A! in 2 ein 
diskretes Spektrum besitzt (iiber A* in 2? braucht dann auBer der Hyper- 
maximalitaét nichts vorausgesetzt zu werden). Diese verschirfte Aussage 
gestattet den Beweis einer Integraldarstellung der Spektralschar E, des Ope- 
rators A durch die Spektralscharen der Operatoren (A'—As'— ut!) und 
(A?— A @+ ws?) (Satz 8). Wir schreiben dafiir , 
x - f 
7 ’ lpe 42 
Bi- S| (Cxyxj,)* Bp Bir (ty). 
v=l y 
¢! 
Ash ‘ 
Satz 8 muB als das Hauptresultat des Teiles 2 der Arbeit betrachtet werden. . 
Von dem fiir den Spezialfall von Hip [7] ausgesprochenen Integraldar- I 
stellungssatz unterscheidet er sich im wesentlichen dadurch, daB in der Inte- 
graldarstellung willkiirlicher Funktionen 
= ae Z 
+ 1 2 - n 
f= a | V1, @.u, @ YA, x, (a) @ §,(o) 1 
v=l1 
. z 
o= - x 
h 


der Ausdruck Vi, (),n, coy@ &,(a), wo V7, (o).m, (0) eine Wellenfunktion, d. h. eine 
nicht quadratisch integrable Lésung der Eigenwertdifferentialgleichung, 
d&,(c) ein skalares Differential bedeute, ersetzt ist durch ein Eigendiffe- I 
rential d v,. 

Die §§ 13 und 14 befassen sich vorwiegend mit dem Punktspektrum des 
Operators A in A, bei dem die oben aufgezeigten Schwierigkeiten natiirlich 


nicht auftreten, bei dem sich aber im abstrakten Falle eine andere Kompli- - 
kation ergibt. 

Fast alle in der ersten und zweiten Mitteilung ausgesprochenen Sitze A 
fuBen auf gewissen Selbstadjungiertheitsbedingungen fiir die Operatoren A 0 


und A, den Bedingungen (1,), (1,), (2,) und (2,), die wir in §5 naher unter- 
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sucht haben. Diese Bedingungen werden in § 15 fiir den Fall analysiert, da8B 
A! und A? singulire Sturm-LiovviLLe-Differentialoperatoren sind. 

§ 16 behandelt als Anwendungsbeispiel die Separation der Wellengleichung 
des quantenmechanischen Starkeffektes in parabolischen Koordinaten. 
Satz 5 aus der ersten und Satz 8 aus vorliegender Mitteilung fiihren zu zwei 
Formen von Entwicklungssatzen. 

Von gewissem Interesse auBerhalb des hier behandelten Problemkreises ist 
vielleicht Hilfssatz 8: Fiir die beschrinkten, hermiteschen Operatoren P-!, Q 
gelte | P-|| |Q) <1; W= (1 — Q?/||\Q)|?)> existiere in einem dichten Defini- 
tionsbereich Dy; V sei beschrinkt. Behauptung: Es gibt genau eine Lésung 
der Gleichung P X — X Q = V, die einer Abschatzung ||X v|| < cl W** v|| geniigt 
und diese geniigt fiir jedes x mit 0 < x < + der Abschiitzung |X v < || P-! 

V | c(x) | W1+*v. in der c(x) eine von P, Q, V unabhiangige Funktion ist. Der 
Hilfssatz steht in engem Zusammenhang mit einem Lemma von E. HEtnz’). 

Der Integraldarstellungssatz erfordert mehrfach einen Vergleich zwischen 
den Projektionen F,; und G,;= E',(A, u) E% (A, uw). Die dazu notwendige 
Umnormierung von F, und G, zu Orthogonalprojektionen in bezug auf das- 
selbe Skalarprodukt regelt Hilfssatz 9. 

Eine spezielle Schwierigkeit beim Beweis der Integraldarstellung von EZ, 
(Satz 8) entsteht dadurch, daB das in dieser Darstellung auftretende Operator- 
Differential H,= (C 








, 1 FZ. F2 Y 142 1 a ae : 
E\, E>) E,. Ev> ¢ (5, ») (6 ein Kurvenbogen in 
der A, u-Ebene) zwar Projektion ist, daB jedoch nicht mehr gilt H,- H, = 0, 


falls b und b’ fremd sind. Es gilt nur noch eine Gleichung der Form 
l , y 
H, H,, 7-7 H, (Mf N,, — NB M,) Hy 


wo A, 4’ die A-Koordinaten zweier Punkte von 6 und 6b’ sind und die Ab- 
schitzungen |M, Z,\\ <cl,, ||N,Z,|| Sc’ gelten (1, sei die Bogenlainge von b). 
DaB der Grenzwert { H,, trotzdem existiert, hiangt zusammen mit der Aus- 
sage von Hilfssatz 12: Unter Voraussetzung der Giiltigkeit obiger Formel fiir 
H,H,, bleibt der Operator >’ Hy, gleichmaBig beschrankt fiir jede Wahl von 
; 

Zerlegungen eines Bogens 6 mit eindeutiger Projektion auf die A-Achse in 
Teilbégen b,, bei der das Verhiltnis des lingsten Teilbogens b, zum kiirzesten 
zwischen zwei positiven Schranken liegt. Hilfsmittel zum Beweis dieser Be- 
hauptung ist folgendes Lemma: Fiir die m Zahlen a, . . ., «, gelte 


0<asa,— %,5). 





Dann besitzt die Matrix ((a;;)) mit a;,= 
4an+2b 


a 


-, 7 +k, a;;= Odie Schranke 
j—&k 


Zur Herleitung dieses Lemmas benutzen wir wesentlich die Be- 


, l . , 
schrinktheit des Integralkernes —— = die durch HILBERT nachgewiesen wurde. 
Die §§ 1—6 der Arbeit bauen aufeinander auf, dagegen kniipfen die beiden 
Abschnitte § 7—8, §9—12 sowie die §§ 13, 14, 15 und 16 je fiir sich an § 4 
oder § 6 an; sie kénnen daher unabhangig voneinander gelesen werden. 





1) [6], Satz 5. 
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$9. Approximation von Fx f durch Eigenpakete der Operatoren As 
und Folgerungen. 
Wir kniipfen wieder an § 6 an und bezeichnen im folgenden die Spektral- 
scharen der Operatoren A,,= A!— Ags'— pot', A? = A?— Agt®?+ mgs? mit 
E’ (po). j = 1, 2, (a sei der Eigenwertparameter) und setzen 


l EB’, BE’ (Po) EB} (po) E', (po), a’ <a’ 
9. y2 ; yz ’ v + , , 
oe Bs, = 44, (Po) = Ex (Po) — Ex (Po), B’ < B". 


Ist J das Rechteck der A, u-Ebene 


, _ A—A U—Ho . ” Qt A—jhq M—Ho — pn 
a*< ie 9 x pP 5 — 9 p 
(dessen Seiten zu den Winkelhalbierenden 4 wu des Koordinatenkreuzes 


parallel sind), so wollen wir das Produkt EB’, EF, mit G,;=G, (p,) bezeichnen. 

Die Zuordnung gerade dieses Rechteckes J zu der Projektion BE’; E%, wird 
durch folgendes nahegelegt : Ein Eigenvektor gy! mit A 4 g=a q',a’<asa” 
fiir den also gilt EB’, ¢', stellt eine Lésung von (A!— As'— wt) g'=0 
dar fiir die speziellen Parameterwerte 2 = A,+ a, uw = fo+ a. Dies laBt es 
sinnvoll erscheinen, der Projektion BE’; in der A, u-Ebene die Strecke 
A= Ag+ a, w= y+ a, a’ < aS” zuzuordnen. Ebenso wird man £*,, und 
die Strecke 2 = A4,+ 8, u = uy— B, B’< 8 < Pf” eimander zuordnen. Obiges 
Rechteck J ist nun so gewahlt, daB es diese beiden Strecken einrahmt. 

Durch diese Festsetzung und durch die Definition von F; in § 4 haben wir 
insbesondere eine zweifache Deutung derselben A, u-Ekbene vorgenommen: 
einmal als Ebene der Parameter A, u des Simultanspektrums von A und 4, 
zum anderen als Ebene der Parameter A, u, die in den Gleichungen 

(A!— As'— nt) p= 0, (A?—-AP+ ws?) g?=0 
vorkommen. Die Gleichungen (6.2) erlauben folgende Approximations- 
aussage. 

Satz 6: Es sei K ein regulirer Bereich des Simultanspektrums und p, ein 
beliebiger Punkt dieses Bereiches. A, und A; mégen so ausgewéhlt sein, dap das 
mit ihrer Hilfe wie oben definierte Rechteck I den Bereich K ganz im Innern 





enthilt, insbesondere sei also py€ I, d.h. a’ <0 < a’, B'< 0 < fi” 
Behauptung: Fiir f aus 9 gilt 
(9.2) F,f—G,Fgf\p> sed, K) \Fxf 
mit 
Max P Py Max p Po 
IK 9 o(K) 26 = ' eck = 
ol, K) = 4 2¢(K) Singae = 4%) Sine tie bP WE'D 


p¢I 
(c(K) set die in (6.1) auftretende Konstante.) 
Beweis: Fiir den Bereich K sind die Voraussetzungen von Satz 3 erfiillt, 
es gelten daher fiir den Operator F, die Gleichungen (6.2). Wir benutzen sie 


speziell fiir den Fall # = 0 und multiplizieren die erste Gleichung von links 
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mit (1 — E's (Po))- Wegen der Vertauschbarkeit von Al. mit seiner Spektral- 
schar ergibt sich 


(1 - B% (Po) Fx f - (Aj,,) “a= E's, (Po)) [s' A, Pef +? Ay, Fx f). 


Dabei muB noch bemerkt werden, daB (Al) hier als die Reziproke des 
Operators A}, im Raum (1 — BE’; (Po) 9, aufzufassen ist, also auch dann 
einen Sinn hat, wenn die Reziproke von A}, in 9, nicht existiert. 
Somit folgt 
2.0(K) Max PP 
(9.3) (1 — B4, (Po) Fx tho = “Min gia’, ay Fe fl 
wobei c(K) die in (6.1) vorkommende Konstante ist. Ebenso folgt aus der 
zweiten Gleichung (6.2): 
2¢(K) Max P Po 

9 . peek . ' 

(9.4) (i - E4,(Po)) Fx f\o: Min {/6’|, |B’”’\} |F. fi - 


Es ist 1 — G,;= (1 — FE’) +E Lau Ei, ), also ergibt sich durch Zusammen- 
fassung der Relationen (9.3) und (9.4) die Abschatzung (9.2) und der Satz 
ist bewiesen. 

Satz 4 gibt eine Schranke fiir den Fehler der besten méglichen Appro- 
ximation von Ff durch Elemente der Form G;u. Man wird erwarten, daB 
man das Element fz = Ff, je mehr der Bereich K zu einem Punkt zusammen- 
schrumpft, immer besser durch Linearkombinationen von Produkten 
d E'(p,) v'- d E*(py) v? der zu diesem Punkt gehérigen Eigendifferentiale 
wird approximieren kénnen. Dies ist auch tatsichlich der Fall, sogar wenn 
man den relativen Fehler betrachtet, denn es folgt lim c(J, K) = 0 jedenfalls, 
wenn J und K so gegen den Punkt p, konvergieren, da8 der Durchmesser 
von K gegeniiber der Entfernung des Punktes p, vom Rande des Rechteckes I 
in der Grenze beliebig klein wird. 

Jedoch bemerkt man auch sofort, daB diese Abschitzung zur Gewinnung 

m 
einer ,,Integraldarstellung“ F,= lim 3’ G,u, wo die Rechtecke J, das Recht- 
y 
eck J liickenlos und einfach iiberdecken sollen, nicht ausreicht, da die Ab- 
messungen des approximierenden Rechteckes J im Verhiltnis zu den Ab- 
messungen von K in Abschatzung (9.2) unendlich groB werden miissen, damit 
der Fehler beliebig klein wird. 

Es ist daher von entscheidender Bedeutung, daB der tatsichlich auf- 
tretende Fehler bei dieser Approximation eine nicht wesentlich kleinere 
GréBenordnung haben kann, wie sie die oben angegebene Schranke besitzt. 
Das erkennt man z. B. schon an dem trivialen Beispiel 

A= A*=1, s=f=}, @=4, #= 
Setzt man A,= 5/3, “4, = 7/3 und wahlt man als Rechteck J das Rechteck 


colro 


A—A, | Bh | 0 1 A—A, u—m, _ 1 0 
a « 2 T 2 ; ~ a a - 2 - 9 = 6 a, 4-> 


und schlieBlich den Punkt py: Ay= 2,— 3 &, o= 4, —} &, 80 ergibt sich fiir 
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jedes { die Relation F;/ =f, aber G, F,;f = 0, also ist eine Approximation 
solcher F; f nicht durch ein Element der Form G;, u, u aus 9, méglich. 

Will man eine schirfere Abschitzung als die Abschiatzung (9.2), so muB 
man den Anstieg der Seiten des Rechteckes /, fiir das F; approximiert werden 
soll, geeigneter wahlen.Wir werden das in § 11 unter scharferen Voraussetzungen 
iiber die Operatoren A' und A? durchfiihren. Eine weitere Folge aus dem 
Approximationssatz ist 

Satz 7: Wenn A}, oder A}, fiir ein py= {Ao, Mo} eine beschriinkte, iiberall 
in 9 bzw. 9* erklirte Reziproke besitzt, so ist das Simultanspektrum von A 
und A in diesem Punkte leer, d. h. es gibt ein Rechteck I, welches p, im Innern 
enthiilt, so dap F , = 0 ist. 

Beweis: Wirk6énnen uns auf den Fall beschrianken, daB (A,.)~ beschrankt 
ist. Dann ist p, nach § 6 ein regulirer Punkt, denn es gilt nach Hilfssatz 5 
fiir « = fy die Bedingung (1,) und fiir « = A, die Bedingung (1,). 

Es gilt ferner E's (Po) = E}(p,) — E'.,(po) = 0 fiir 0 < a S a%, weil die 
Spektralschar Z}(p,) in einer Umgebung von « = 0 konstant ist. Daher folgt 
G,= 0 fiir diese 4, und also nach (9.2) die Abschatzung |F,f| <c(J,K) |F xf 
fiir jedes K, das innerhalb von J liegt und den Punkt p, enthalt. Wahlt man K 
als hinreichend kleines Rechteck J’, so kann man stets erreichen, dab 
e(1, K) <1 wird. Dann folgt aber aus obiger Abschitzung F, f = 0, f € 9. 
Damit ist der Satz bewiesen. 


§ 10. Ein Hilfssatz iiber Lésungen der Gleichung X-— PXQ=V. 

Es sei R ein (separabler) Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (wu, v) und 
D in Dp CR hypermaximal; es sei D>d> 0. Mit Hilfe von D bilde man die 
Form (u, v),= (u, D v), u,v € Dp und ergiinze den Bereich 9, durch ideale 
Elemente zu einem hinsichtlich (u,v), vollstindigen Hilbertraum R,. Man 
folgert leicht, daB R, separabel ist und als dichter Unterraum von R gedeutet 
werden kann; fiir u aus &, gilt |ju\|,> d? ull mit ju) ,— [(w, ual? . 

Hilfssatz 8: Es set P in R, beschriinkt und hermitesch in bezug auf (u, v),, 
Q in R beschriinkt und hermitesch in bezug auf (u, v). Fiir u aus Ry, v aus R gelte 


(10.1) |Pula<y lula, [Qv] <(y) Io}. 
Die Reziproke W = (1 — (y Q)*)-! mége als (méglicherweise unbeschrinkter ) 


Operator in einem dichten Unterraum Dy des Raumes R existieren. Der Ope- 
rator V mége iiberall in R erklirt sein; fiir v aus R sei Vv aus R, und es gelte 


(10.2) Vol gscy |v. 
Behauptung: Die Operatorengleichung 
(10.3) X-—-PXQ=V 


besitzt eine Lésung X, die in der Vereinigungsmenge D y aller Definitionsbereiche 
Dy += (x beliebig aus 0 < x < 4) erklirt wnd durch die im Sinne der Metrik 
|||, kKonvergente Rethe 


(10.4) Xv=)' RP VQ"v, vausD,, 


n=0 





D 
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darstellbar ist. Es liegt Xv in R, fiir jedes v aus D y und es gilt die Abschitzung 
(10.5) Xv gS cye(x) |W't* ov] fiir v aus Dyit+*,0<xst- 


Dabei ist eine mégliche Schranke c(x) gegeben durch 


(10.6) e(x) = 2+ 2e8-* ($+ x)(1+4y 2 ($—x) {f (1+ 2 x)}*] 
(C(z) die Rremannsche (-Funktion), insbesondere also die Wahl von c(x) un- 
abhiingig von allen weiteren Eigenschaften der Operatoren P,Q und V miéglich. 

Jede Lésung Y in Dy von (10.3), deren Definitionsbereich Dy einen Bereich 
Dy. fiir ein spezielles reelles x, enthilt und diesen Bereich in einen Teilbereich 
von R, transformiert, ist in Dyx, Dy mit X identisch, sofern sie dort nur einer 
Abschitzung 
(10.7) Yvu| scy |W" v 
mit beliebigem cy geniigt. 

Beweis: Wir kénnen uns offenbar auf den Fall y = 1 beschriinken, denn 
um diesen zu erreichen, brauchen wir nur P durch (y)-!P und Q durch y Q 
zu ersetzen; dadurch andern sich W und die Formeln (10.2) bis (10.7) nicht. 

Zunichst zeigen wir die Konvergenz der Reihe »’ P"V Q"v fiir v aus 

n=0 
Dyit«,0<x<+. Fiir reelles x mit |x| < 1 und fiir x > 0 gelten die Ab- 
schitzungen 
l 


(— 4+) 27 < Jaye 3 (—1)"(— 44 *)) fale = fale — [xp 49 


< 2 |x|" (1-22) 4+”), 
Daher existieren 


fiir v aus Dy _ gx) —($+*), 


“*) 


Z; = S(-1(- 4s) @, n=0,1,2,. 


und es gilt 
(10.8) \Z> v|| < |Q\* wi +x vi. 


Wir setzen ferner a> = \(~ at *)) oy , ay = (— 1)*a,. 
Es gilt die Abschatzung 


(10.9) ja*| < ¢,(x) (n + 1)8-*, 


wo etwa ¢,(x) = eat-*y (+ + x) gewahlt werden kann. 


Endlich benétigen wir noch die Ungleichung || Q"(1 — Q*)} v]| < (n+ 1)—4 |e], 
v¢€R, die man aus der durch Differentiation zu verifizierenden Formel 
|x|" (1 — 2*)t < (n+ 1)-4, |x| <1, folgert. 
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Zerlege nun P in einen positiven und einen negativen Bestandteil: 
P= P,+ P_; (u, P, u)g=0; (u, P_u)g 0; dann wird 


N N N 
SPV EAS (PyVE+S(PLVEs 
n=0 n=0 n=0 


fiir v aus Dy + « gilt 


N N 
S(P.yYV Q@u= >) (P,)* Vat (Z*,, —Zt)v=—-—azy VZi 0+ 
—4 —-7 n n+1 n 0 0 


N 
+ af (P,)"V Z5.,0— [at_, (P.)*-" — af (Pi) V Zi 0 


n=1 
N-1 
-—ag VZj 0+ ay (P,)* VZy,,0— SY ag (P."(L— Ps) VZr,10 
y-1 / at _ 
- Eat (1- n41) (PAV Zr, 10. 
n=0 an 
Es folgt zunichst lag V Zo v| 4S cy Wit* vl <ey |W!*+* vl und weiter 


lax (P.)¥ V 2x41 ve Se (%) (N + 1)!“ ey || [QI +! WET *o 
c, (x) (N 4 1)3 *(N+2)~tey |Wit*v 
also gilt lim ay(P,)" VZ%., v= 0. 


N-—> 


Man hat fiir u aus R,: 


N-1 \ |2 
(ud ay (P.)n (1 — P,) Vz, ,0) 
n=0 d 
N-1 N-1 
o> la; 2 \(P,)" (1 — P,) ul? 5 Qin) wh? * wiz 
n=0 n=0 


cb lee)? ( (1 ~ P,)u, S (n+1)'~2*(P,)*(1 - P.)u) (wi**o(l-—@ya Wi" 
» d 


n=( 


cy (c,(x))* ul |W? * * of. 


N-1 
Daraus folgt, indem man u = 3’ a* (P,)"(1 — P,) V Z>. ,v einsetzt, 
n=0 
N-1 
(10.10) } a; (P,)*(l-— P.) VZ*,,0 < ¢,(x) cy |Wi**v 
n=0 Ie 








Endlich gilt fiir uw aus R,: 
d 


N-1 + 2 
(u, 5 ax (1- wast \ (Pre V Z;:,.0) 


n=0 ay } 
2x—1)* , ~ 9 9 , ° 
{ —> cc, (x))* 5 (m+ 1)— 1 —2* feels | Wt * * ol®, 
~ n=0 
also 

N-1 et. 
> af tl- am )iran VZ5..0) & elu) ec, | W'** vo] 
n=0 an } d 
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mit 
. 1/9 (1 . w\ fF 9\14 
a(x) = 4 2 (} — x) ey(x) [0 (1+ 2x)]f. 
Zusammenfassend hat man einerseits die Konvergenz obiger Reihe im 
Sinne der Metrik |u||,, ihr Grenzelement liegt also in R,, andererseits gilt 


DY (Psy V Qty) <telx) cy |W'** v 


n=0 d 


x 


mit + e(x) =l]+e3 


(> +x) (l+$y2 (}— x) {6 (1+ 2x)}). 
Genau dieselbe Abschitzung erzielt man unter Verwendung von a, und Z, 


statt af und Z; fiir 3° (P_)"V Q*v. 
n=0 
Infolgedessen ist durch (10.4) der Operator X fiir alle v ausOy1+«,0<x<+ 
erklirt; es liegt Xv in KR, und geniigt der Ungleichung (10.5). Zufolge 
der Beschrinktheit von P in &, gilt 


PX Qv=J P*V Qv =(X -—V)v; 
n=1 
X geniigt also Gleichung (10.3). 

Ist umgekehrt Y eine Lésung von Gleichung (10.3), die fiir irgendein x, 
mindestens in Dy, erklirt ist und einer Abschitzung (10.7) geniigt, fiir die 
ferner Y v in R, liegt, so folgt durch n-fache Iteration der Gleichung (10.3) die 
Beziehung 

n—1 
You=) P’VQ'v+ P*YQv. 
y=0 
Es gilt 
P*Y Q*v|, < Cy | |Q|* W'* ov fiir v aus Dy, 
und da wegen der Existenz von W = (1 — Q?)-! die Punkte 2 = + 1 nicht Punkt- 
eigenwerte von Q sind, folgt lim | P" Y Q"v||,= 0; also gilt Yu = J’ P"VQ"v 
n— ox n=1 
fir v aus Dyx,. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

Bemerkung: Es ist nicht méglich, die Aussage des Hilfssatzes auch auf 
den Fall x = 0 auszudehnen. Zum Beispiel gibt es fiir den Operator X (1 — Q?) 
weder eine Schranke, die unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 8 von der 
speziellen Auswahl der Operatoren P und Q unabhingig ist, noch kann man 
iiberhaupt nur die Beschrinktheit von X (1 — Q*) bei beliebigem P,V,Q 
beweisen. 

Denn fassen wir etwa den Spezialfall ins Auge, daB P und Q beziiglich 
irgendeines orthogonalen, normierten Koordinatensystems in R gegeben sind 
durch die Matrizen P - (+ a, u;* tre)), Q = ((A; b;x)), |Asl, |r| <1, we 


U = ((u;,)) die Matrix irgendeines in R beschrinkten Operators sei, der in R 
auch eine beschrankte Reziproke U~-! = ((uj;')) besitzt, so folgt 


X (1 Q) (Stee \). 


F 1— Agi 
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Hierbei ist die Matrix U im Rahmen obiger Voraussetzungen noch beliebig 
wahlbar, denn wir kénnen durch (u, v),= (u, U* U v) stets eine positiv defi- 
nite Metrik angeben, mit der P hermitesch und | P||,< 1 wird und bei der 
sogar V = | gesetzt werden kann. Soll nun hier X (1 — Q*) immer beschrankt 
sein, so miiBte auch die Matrix U;p =s 
l— Ag; 
im Rahmen obiger Voraussetzungen beschriankt sein. Man kann sich aber 
mit Hilfe des von I. Scuur [12] eingefiihrten Begriffes der Multiplikatoren- 
systeme beschrinkter Bilinearformen iiberlegen, daB das nicht der Fall ist. 
Dagegen gilt die Aussage des Hilfssatzes 8 fiir x = 0 einschlieBlich, sofern 
man die Voraussetzungen (10.1) abandert in 


|) fiir jede Auswahl von A,, fy, %;, 


(10.11) Pulasyplula, |Qv Yo lvl. ye ¥e< 1. 
In diesem Fall diirfen sogar die Voraussetzungen iiber Hermitezitaét von P 
und Q fallengelassen werden. Wir haben daher 

Hilfssatz 8a: Fiir den (nicht notwendig hermiteschen) beschriinkten Ope- 
rator P des Raumes R, und den (nicht notwendig hermiteschen) beschriinkten 
Operator Q des Raumes R sollen die Abschitzungen (10.11) erfiillt sein. Der 
Operator V sei iiberall in R erkléart, fiir v aus R sei Vv aus R,, und es gelte die 
Abschétzung (10.2). 

Behauptung: Es gibt eine und nur eine beschrinkte Lésung der Gleichung 
X— PX Q=V; fiir diese gilt die Entwicklung X = 3° P" V Q" und demgemaf 

n=0 
die Abschdtzung 
cy 


(10.12 X vi. : vl, vEeR. 
¢= 1—yprve 


Der Beweis folgt unmittelbar daraus, daB die Reihe X = 3° P" V Q" durch die 


n=0 
unter obiger Voraussetzung ypyg< 1 konvergente geometrische Reihe 
+o) 
PE APS ee 
> (¥p Ye)" majorisiert wird. 
n=0 


ds ist méglich, den von E. Hetnz [6] iiber die beschrankten Lésungen der 
Gleichung A X + X B= Q ausgesprochenen Satz?) mitsamt der dort her- 
geleiteten Abschitzung elementar aus Hilfssatz 8a zu folgern. 


§ 11. Verbesserung der Abschitzungen des § 9 im Falle, da8 A! ein diskretes 
Spektrum besitzt. 

In den nachfolgenden beiden Paragraphen soll fiir die Operatoren A!’ in 
2 und A? in 2? stets die (scharfere) Voraussetzung gelten, daB einer von ihnen 
ein diskretes Spektrum besitze. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit 
werden wir das von A! annehmen. Die Bedingungen (1,) und (1,) sind dann 
fiir alle « erfiillt, es sind alle endlichen Bereiche der A, u-Ebene regulire Mengen 
des Simultanspektrums, ohne daB iiber A? auBer der Hypermaximalitat 
irgend etwas gefordert werden muB. Fiir A! gelten die Aussagen 1) bis 5) des 


2) Satz 5, S. 427. 
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$5. Satz 7 liefert also, daB das Simultanspektrum von A und A in allen 
Punkten leer ist, die nicht auf mindestens einer der Kurven C!, vy = 1, 2,..., 
liegen. 

Ist b ein abgeschlossener Kurvenbogen auf einem der €, und sind K und K’ 
zwei Bereiche der A, u-Ebene, die von den Punkten der Kurven €} genau 
diesen Bogen 6 enthalten, so gilt offenbar Fy= Fy. Das berechtigt uns, 
anstatt der Bezeichnung F, die Bezeichnung F,, zu verwenden. Wir wollen 
fiir diese Projektionen F,, und damit fiir die Spektralscharen Z, und E, von 


A und A eine Darstellung durch Integrale angeben, in denen die Spektral- 
scharen E; (po); E3 (pp, #) der Operatoren Al, = A!— Ays'— pot! baw. 


A?» = (th) Aj, = (— 8? sin 8 + @ cos #)- (A*— Agt® + pugs?) 


als Differentiale auftreten. Der Operator A?, , ist dabei fiir — 2/2< #< 0 
erklirt und in bezug auf das positiv definite Skalarprodukt (u?, v*), = (u?, & v*) 
hermitesch, ja sogar hypermaximal, das kann man aus der Beschranktheit 
von ¢5 und (¢3)~1 fiir diese # folgern. Z3(p,, #) besteht also aus Projektions- 
operatoren, die in bezug auf die zu (u*, v?) iquivalente Metrik (u?, v*), ortho- 
gonal projizieren. Daher ergibt sich die Notwendigkeit, das Produkt der 
Differentiale d Eid E% zu einer Orthogonalprojektion in bezug auf (u, v) 
umzueichen. 

Hilfssatz 9: Es sei P eine Orthogonalprojektion in bezug auf das (positiv 


definite) Skalarprodukt (u,v), = (u, tv)g, > <@< 0, dh. es sei P?= P, 


(Pu, v)g= (u, Pv)g, u, v aus Oy. Der Raum Rp= P Hy sei auch in bezug 
auf die Metrik \u\ des Rawmes % abgeschlossen. Ist dann Cp der durch die 
Gleichung 

(u, Cpv)g= (u, v) = (u, C(B)- v), 


fiir u, v aus Rp definierte Operator des Raumes Rp in sich, so berechnet sich der 
Operator Q, der den Raum % hinsichtlich seines Skalarproduktes (u,v) orthogonal 
auf Rp projiziert, nach der Gleichung Q = (Cp)-! P C(#)-". 

Beweis: Fiir jedes v aus § ist C v ein Element aus 9,. Aus der voraus- 
gesetzten Abgeschlossenheit des Raumes Xp hinsichtlich der Metrik ||v| folgt 
die Beschrianktheit des Operators (Cp)~!, das kann man durch eine kleine 
Uberlegung zeigen. Also ist der Operator Q = (Cp)-! P C(#8)-! in ganz § er- 
klart. Fiir v aus Rp gilt Cpv = P C(#§)-! v, denn es ist P C(#)-! v ausRNp und 
fiir uv aus Rp folgt 

(u, P C()-! v), = (u, C (8)! v)g = (u, v). 


Daher gilt Q v = (Cp) -! P C(t3)-1 v = v. 
Dagegen ergibt sich fiir ein v mit (v,u) =0, uw aus Rp die Relation 


(P C()-) v, u)y= (C (8) - v, u)g = (v, u) = 0, u aus Rp. 
Da P C(t3)-! v selbst aus Np ist, folgt daraus P C(t})-! v = 0, also 


Qv = (Cp) PCH) v=0. 
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Fiir u, v aus § schlieblich gilt 
(u, Qv) = (C(G)-1 u, (Cp)-? P C(B)— wv), 
((Cp)-? P C(6@)-! u, C(G)- v)g = (Qu, v). 

Also ist Q in bezug auf (u, v) hermitesch und projiziert 9 auf Rp. Das ist die 
Behauptung des Hilfssatzes. 

Sei nun } ein Bogenstiick einer Kurve €} mit den Endpunkten p’ und p”’. 
Da die Kurve €! streng monoton fallt, besitzt die Bogensehne p’ p” eine Para- 
meterdarstellung 





“ 


A=A,g+ acos#, w= wo+ asin do, gx aS My 


mit einem #, aus — 5 < #)< 0. po= {Ao, uo} ist dabei der Mittelpunkt der 
Sehne p’p’, a der Abstand p’p,. Es existiert also der zu Anfang des Para- 


graphen definierte Operator Aj, 4, und seit.e Spektralschar E5(po, 0). Wir 
ordnen der am linken, oberen Ende offenen, am rechten unteren Ende abge- 
schlossenen Sehne pp” die Projektion Ee = E2,(Po, Oo) — E* «,(Po, 9) 20 
Ist p* ferner irgendein Punkt des Bogens b, s9 sei Ei die in bezug auf (u’, v') 
orthogonale Projektion von $' auf den Nullraum von A}e. 

Wir definieren G,= E}.E2>. Nach Hilfssatz 9 kénnen wir die zu G, 
aiquivalente Orthogonalprojektion H, in bezug auf (u,v) darstellen in der 
Form H,= (Co,) 1G,C (t§,)". Wir wollen nun zeigen, daB der Operator H, 
fiir kleine Bégen b eine gute Approximation des Operators F,, darstellt, wenn 
wir jetzt unter 6 auch das links oben offene, rechts unten abgeschlossene 
Bogenstiick verstehen und F’, demgem4B erkliren. Da wir einer GleichmaBig- 
keitsaussage fiir die Giite der Approximation bediirfen, wollen wir uns im 
folgenden stets beschrinken auf Bégen b, die Teilbégen eines endlichen, ab- 
geschlossenen Bogens 6 einer der Kurven €! sind, welcher frei von Schnitt- 
punkten der Kurve €} mit anderen Kurven C},, v’ + 0 ist. Auch soll die Lange 
2 «a, der Bogensehne stets unterhalb einer festen Zahl 2 « liegen, die noch 


niheren Bestimmungen unterworfen werden wird. J sei ein beliebiges, aber 


fiir den Beweis zunichst festgehaltenes, achsenparalleles Rechteck, das den 
Bogen 6 umschlieBt. 

Hilfssatz 10: Es mégen die Enden p’',p'’ des Bogens b beide nicht simultane 
Punkteigenwerte von A und A sein und es werde gesetzt W,, = (a)*|Ay,», Ap”, o,|7?- 
Dann gilt fiir jedes g aus 2, f aus Dx und fiir a,< %, 0 < x<+4 die Abschitzung 

- € 
(11.1) |g, (Fy— Hy) F7 f)| S &" efx, 1) {lol | WF Fo fl + | Ao ol Cif] + | WF AD 
mit einer Konstanten c = c (x, i), die nicht von der speziellen Lage von b auf b 
abhingt. ‘ 

Der Beweis wird in einer oft wiederholten Anwendung der Formeln (6.2) 
und des Hilfssatzes 8 bestehen. Um dies zu erleichtern, wollen wir folgendes 
vorausbemerken. ( 


Wir zeichnen in der A, u-Ebene fiir beliebiges p, = {A,,4,} und #, die Gerade 
A,+ acos #,, u= m+ asin#,. 6, sei ein beliebiger abgeschlossener 
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Kurvenbogen (s. Fig. 2). Die senkrechte Projektion von b auf die Gerade 
J». », Sei begrenzt durch die Punkte qj, qj’. £ sei der gréBte, 6,, der kleinste 
der Abstinde aller Punkte der Strecke gj 7, von p,, ebenso y der gréBte, y,, 
der kleinste der Abstinde aller Punkte p des Bogens 6b von der Geraden 
J»,.o, und schlieBlich 6 der gréBte, 6,, der kleinste der spitzen Winkel 


, < » » +o , » ¢ 
zwischen p p, und g,, »,, wenn p alle Punkte von 6 durchléuft. Dann gelten 











fir A, », und A, » die Abschaitzungen 


; J l « 7 ‘ 2 7 
Pm F, u A, 0, F, u p F, u 
(11.2) Vm |F,u A, o,F,u| sy|F,u 
tg 6,, |F, ul] S ||Ap, o, (Ap,.0,)? F, ul] S ted |F, u 


Die letzte Gleichung gilt dabei nur, falls (A, »,)~? existiert. Wir bezeichnen 
mit ¢,,¢s,... positive Konstanten, die nicht von der speziellen Lage von b 


auf ) abhangen. 


Endlich werde verabredet, daB wir in diesem b 


m—, 


Paragraphen, auch wenn die Reziproke eines der 
Operatoren A’, ; A}, 9; Ay, 9; Ap,o SW. im strengen 
Sinne als Operator von $ bzw. $, nicht existiert, 
wir doch z. B. (A}) 1u schreiben wollen fiir den 
Fall, daB w aus (1 — E}) 9, ist. Wir meinen dann 
die (sicher existierende) Reziproke von A}, in dem 
auf seinem Nullraum orthogonalen Raum. Ent- 


9 


sprechend (A> 4)-! usw. Es werde folgende Kon- 


struktion verwendet (Fig. 3): 





Zuniichst sei  < 1 vorausgesetzt. Auf der 7?” 
Geraden g,, 9, errichte man in den Abstianden nr ae 
k- 9)°, k=1,2,...,r und k= —_— Fig. 2 

r die Lote und bezeichne ihre Schnittpunkte mit der Kurve €} mit p;’ , p;, 
k=1,...,r. Die natiirliche Zahl r sei dabei so gewahlt, daB gilt (r — 1) (a9)? < 

(a)° < r(a»)®. Wir bezeichnen die Bégen p’ p; , p; p2,.-., P,—1 p, baw. p’’ py’, 
p;' ps’, .-., p,_, ph’, bei denen wir immer den rechten unteren Randpunkt noch 
zum Bogen rechnen, den linken oberen jedoch nicht, mit 5; bzw. b;',k=1,..., 7. 


Wahlt man & hinreichend klein, so kann man immer den ganzen Bogen p; p;’ in 
ein achsenparalleles, rechts und oben abgeschlossenes, links und unten offenes 


Rechteck J einspannen, so daB der Abstand des Punktes p, vom Rande dieses 
Rechteckes gréBer ist als c,(x,)'* und daB keine anderen Punkte der Kurven 
€' in J enthalten sind. 
Mit diesen Festsetzungen wird nun 
, 
(11.3) (F, —H,) Fi =(1-—4H,)F, — 4, (Fi — Fj) — 2 Ao (Fv, + For 


} 
k . . 


— Ay (Fy, + Pry). 
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Zur Gewinnung von (11.1) schatzen wir die rechts auftretenden vier Terme 
einzeln ab. 

1. Es ist H,G,= G,, daher folgt (1 — H,) F,= (1 — A,) (1 — G,) F,, 


(1 — A,) F, fl < V2 | — @,) Po fle < V2 (1 — Ble) Fo fille 4 
+ V2 | Eh. (1 — Boz) Fro file 

Es gilt (A}.) 1(] E\.) u! <c,|u'|, aus (6.2) ergibt sich also unter 

Beachtung der Regeln (11.2): 


(1 — E4,) Fy flo = + V2 | (Al) (1 — Eh.) Aye, x + (C— 81) Aye, | Fy flo 
Cz % ||F, f 
Fiir den Operator X = (1 — E>7) F, W, folgt aus (6.2) die Gleichung 
X —(A2,,)° XA,» F, (AZ, 9.) (1 — Edrsr) (t3,)-? 83, Ap, o, We Po- 


Po 





G po, Us 


Fig. 3 
Es sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 8 erfiillt, insbesondere folgt aus 
(11.2): |— (A2, 4.) (1 — Bo57) (6) 785, Apo, », W, Fy ev Scqalv], denn man 
hat (45, »,)-(1 — E>s57)llo S (a), aber ||A,, o WF || < ¢5(a)?. Die Lé- 
sung X erfillt iiberdies die Voraussetzung (07) mit W=W,F, und 2,= 1, 


PP 
daher hat man 





X vo S a cy c(x) |W} **Fv 


fiir v aus Dw, F,)i+x> also 
UO D 
(1 — Edy) Fy tlle < a ¢4 (x) | WE Fo ff 


fiir f aus Dw,)*- 





fe 
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Insgesamt ergibt sich somit |(1 — H,) F,f| < Ae Cy C(x) We F,fl,0<«*s + 
. Es mene Zahlen /’, 2”, uv’, u’’, so daB gilt F7 = EB, Rx mit EF, = Ey, — Ey, 
Ej ~ BE, mit diesen folgt 
H, (Fj — Fj) = H, (1 — £4) F7+ A, (l- Ex) E, Fj. 
Man setze in den Gleichungen (6.2) K = I,0=-0 und lése sie dann nach A,, 


und A, auf; es folgt 


Po 


(11.4) Ap, Fj = B(Aj, 8 + 0 A},) F; 
Fj = B(A}, @ — 51 A®) Fj. 








Es gilt daher 
H, (1 — E4) Fj = (Cg,)** (G@, Ap, 8? (6,)* + G, Ab, o, A) (Ay)? (1 - Ba) Fi, 
H, (1 E3) E,F; (Cg,) (G4, Al @(8)> G, Aj, »,8](A,,) 1(] — Ex)E, F;; 


da der Abstand des Punktes p, vom Rande des Rechteckes I groBer als c, (a) * 
gewahlit worden ist, ~_ daraus sofort |H,(Fj— F%) f\| S c,(a»)"* fl, denn 
es “ wieder |G, A}, ||) < cya, |G,A%, o,lloS Co a- 

. Fiir k => 2 sei #, der Winkel der Geraden p,p; zur A-Achse, # ebenso 
der Winkel von p* pi, zur 2-Achse ( - _ < 8, Oi" 0) . Dann gilt 

Bi. — By" | < Cyp%.- 

Wir zerlegen 
(11.5) Hy Py. = (Ca,)* Gp (66) Sire 85:0 Fy, + (Co,)* Ge (6,7 th, 6 Fy +@, 
wobei ® ein Operator ist, fiir den gilt |® fl) < c,,% F,,,, f|. Unter Beriick- 
sichtigung von A}.G,=0 liefert Anwendung der Gleichungen (6.2) mit 
# = #,* die Beziehung 


(11.6) G,(t5,)-! she 850 Fy Gy (B,)-* 8820 thee Aye, oie (Ape, ait)? Fy, - 


— a oe k 
Ebenso ergibt sich fiir den Operator X = G, (t3.)-! t}- 2 F,, aus der zweiten 
oO k k k 
Formel (6.2) mit # = 3; die Gleichun 
k 


xX Ate G, X (A 


Vo 


7 2 ' 2 2 2 
Pe. Po» %) . Fy As. 8, Gy ty (t6,) 1 (t, — 6, ) 
(11.7) a” : ice. @ 

x (Ay, 04) Fy, + Ge ty, 85 (65,)-* Ap,, 0; (Ap, 04) 


. Fy , 
Erneute Benutzung der Formeln (11.2) liefert 
(Ap,, Fy ‘All: = Cie ( (k > (a) *) ; Fy fi, 

P ay" || S Cy3 k (a%9)"* Py f 








und dasselbe fiir Ap. 9, Ay», o°- SchlieBlich ist |, — Do] < ck (a»)"'*, also 





folgt insgesamt aus (11.7) auf Grund des Hilfssatzes 8a 


IX flo < (Crs e+ Crp (%)' *) Fo; f S Cy (tq) Fy f\|. 
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Auch ergibt sich aus (11.6) 
G, (6) Si'8 So's Fy f 0 S Cig (X%) PF, f 
Insgesamt hat man also nach (11.5) H, FP, f S Cyy (%)* Py f , wobei 
| 


zu bemerken ist, daB c,, unabhingig von k gewahlt werden kann. 


Wir haben dabei insbesondere zu benutzen, daB der Operator (Cg,)" 
? 


gleichmaBig fiir b< b einer Abschatzung (Co,) 1u| < Coq ul) geniigt. Wegen 
der Diskretheit des Spektrums sind nimlich die Abschaétzungen (1,) und (1,) 
fiir alle Punkte {/, u} erfiillt; daraus folgt nach Hilfssatz 5 die Giiltigkeit 
dieser Abschatzungen mit Intervallen 4, deren Lange = c,, gewahlt werden 
kann gleichmaBig fiir alle Punkte des Bogens 6 und mit einem ¢(A) = ¢gp. 
Nun ist Z} ein Abschnitt der Spektralschar des Operators A! — « s' fiir ein 
durch p bestimmtes «. Daher folgt E’, ull? : C5 (E}, u, st BE u)y S Coy FE’, u||?. 
Darin setze man ein u=G,u. Es folgt |G,;u|j <c.,||G,;ul, woraus sich 
sofort obige Abschatzung fiir (C,,)~' ergibt. Entsprechend zeigt man 


H, Fy f : Crp (%) |* Fy f . - een 


Endlich folgt mit der Scowarzschen Ungleichung 


j 


D Ay (Fe. + Foe) f Seay (aq) (27) |) SY (Py + Fy) fi) S Cog (a) If 
2 k k } 


k E=2 k k 


da fiir r folgt r< 1 + (a) 

4. Man zerlege H, Fy, wie unter 3., nur sei jetzt #, = 3, und #* der Winkel 
zwischen p*p’ und der j-Achse (fallen p* und p’ zusammen, so werde die 
Sehne p* p’ durch die Kurventangente ersetzt). Wieder gilt |#,* — 0,|<cg, a, 
das Glied ® kann also vernachlassigt werden, auch kann man die Formel (11.6) 
aufstellen. Es gilt nach (11.2) die Abschatzung 





Age,’ * (Aye, 0°) Fy f : Cag (%q)*”* Fy f , 





daher la8t sich fiir den ersten Term in Gleichung (11.5) dieselbe Abschatzung 
wie unter 3. finden. Fiir den zweiten Term hat man mit X G,t), (1 + W,) F, ‘ 
die Gleichung 

(11.8) Xx Ajo,» X (Ap, 0,) Fy G, th, 85, (t5,) 1A,, », (1 T W)(Ap,, 0.) ‘Fy’. 


Die Voraussetzungen von Hilfssatz 8 sind wieder erfiillt und es ist insbesondere 


G, th, 8%, (6,)-* (Ap,.0,)? Ap,.0, (1+ We) Fe fl < Car (ao)*® Fy: fl - 
Man hat nun || — (a%)*(A,, »,)-* Py ‘Fy = (1+W,) Fy, daher folgt wie 
bei 1. die Abschitzung |X f|, < (a,)*° c.,c(x) |(1 + W,)'** F,- |, insge- 
samt ergibt sich somit, da fiir F, Entsprechendes folgt, 


Hy (Fy. + Frye) f\| < (a)? Cop (x) ||| WE f\| + | fi. 


Durch Zusammenfassung der unter 1. bis 4. gewonnenen Ergebnisse folgt 
(11.1) und der Hilfssatz ist bewiesen. 





~~ a | ee 
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§ 12. Darstellung der Spektralschar E, von A in & als Summe von Integralen 
iiber Eigendifferentiale der Operatoren A! und A? . 

Satz 8 (Integraldarstellungssatz): Der Operator A‘ in Y besitze ein dis- 
kretes Spektrum, A® in A? sei hypermaximal. b sei ein endliches, links oben 
offenes, rechts unten nppigeresc Bogenstiick einer der Eigenwertkurven €! 
des Problems (A'— As'— ut) g'=0, dessen abgeschlossene Hiille frei von 
Schnittpunkten der Kurve €! mit anderen Kurven ©}, v' + v ist; p’ sei der linke 
obere, p’’ der rechte untere Randpunkt von b. Fiir einen Punkt p = {/, u} des 
Bogens b sei E}, die in bezug auf das Skalarprodukt (u', v') orthogonale Pro- 
jektion auf den Nullraum des Operators A}, in YM. 

Behauptung: Es gibt eine Folge von dem Bogen b einbeschriebenen Polygon- 
ziigen BD, : Po.n Pi.nPe.n-- -Pr,.n> Po,n= Pp’. Pr n= p’’,n=1,2,..., deren mazi- 
male Seitenlinge gegen Null strebt, so daB gilt 


r 
5" 


(12.1 : 1 7, Bed hy e ts 

) Fyatim 3 (Cris shemaccme)* Mba Mbrcaames © (Bea) 
fiir jede beliebige Wahl von a kid Pi.n der (abgeschlossenen) Bogen 
Pr—i.n Pe.n- Pen, * = 1,2,...,1,,8¢eidabei der Winkel zwischen der Polygonseite 
Pein Pe.n und der j-Achse, fiir den gilt <0 ,< 90; Eaten Und 
Cais ipa seien die in § 11 erklirten Operatoren. 


Wir wollen den Limes seines integralartigen Charakters wegen mit 
J (Cz, Ex») 1 Et Ej, ¢ (ti, )> 
b 


bezeichnen und erhalten dann 
(12.2) F, = f (Cxs Eup ) 1 » Ei C (tip) a 
b 


Das so definierte Integral existiert im obigen Sinne auch dann, wenn der Bogen b 
nicht frei von Schnittpunkten mit anderen Kurven €},, v'+ , ist, wenn wir 
noch vereinbaren, daf fiir jeden solchen Schnittpunkt p die Projektion E}, nicht 
auf den ganzen Nullraum von A}, projizieren soll, sondern nur auf den von 
pi,.(p), k=1,...,n, (8. §5) aufgespannten, zu €} gehérigen Teilrawm dieses 
Nullraumes. 

Fiir die Spektralschar E, des Operators A in % gilt die Darstellung 


(12.3) E,, " ~ [ (ces Bip ) ' Ey Ei, Oli), 


AS 
wobei jedes der Integrale als uneigentliches Integral aufzufassen ist. 

Zum Beweis des Satzes 8 ziehen wir wesentlich die Tatsache heran, daB 
es monoton nicht abnehmende, rechtsstetige Basisfunktionen o(A) gibt, 
nach denen fiir jedes u,v aus $ die Funktion w(A) = (u, Z,v) in — 0c < A<+00 
totalstetig ist. Zum Beispiel ist eine solche Funktion gegeben durch 


o(A) = y 5 (Pas E, Pn); 
a=1 
Math. Ann. 128. 
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wo @, ein in § vollstandiges, orthonormiertes System sei. Hat man nimlich 

u= LU, 9,, v= L,Y, und ist m eine Menge endlich vieler, paarweise 

punktfremder Intervalle 4, <A< dj’, E,,= 3) (Ey — Ey) sowie schlieBlich 
k 


ein e > 0 vorgegeben, so gilt zuniachst fiir passendes N und die zu y(A) ge- 
hérige Intervallfunktion y(m) die Abschaitzung 

N 

|y(m)| = |(u, Z,, »)| <> 


r 
n,n 





Up | \n’| (Gn, E Pn) (Pn: E,, Pn’)}3 T 5 : 
l 2 


1 


a wird, so folgt fiir 


N 
Wahit man m so, daB o(m) < ; Lv Max (|u,,| |v,’|) 





n,n’ =1 


n = N die Ungleichung 





N -1 
(g", E,, 9") S N? o(m) - ; N? Max (|u,,| ew) , also f(m) < e; 
= n,n’'=1 

also ist w(A) nach (A) totalstetig. 

Der Raum $' aller Elemente v aus 9, fiir die mit einer Konstanten c(v) gilt 
d|E, vu; 
d o(A) 

oben erklirte Basisfunktion folgt dies z. B. aus der Tatsache, daB fiir jede 


c(v) gleichmaéBig in — ~~ <A <+., ist dicht in 9. Fir die 


N 
endliche Linearkombination v = »° x, g, der Elemente ¢,, n = 1, 2, - - - stets 
d\|E, vi? 

do(A) | 
o(A). Es mégen die beiden Endpunkte p’, p’’ des Bogens b die Koordinaten 
{2’, wu} baw. {2”, w’’} besitzen. p = {A, uw} sei irgendein Punkt des Bogens b. 
Dann gilt fiir den Bogen p’p stets F E,F,. Endlich benétigen wir fol- 
gende Hilfssitze : 

Hilfssatz 11: Hs sei o(A) in 4, SAS A, monoton nicht abnehmend und 

o(A) — o(A*) 

A—A* 


c(v) gilt. Wir entscheiden uns fiir eine feste solche Basisfunktion 


pp 


rechisstetig und es sei y(A)= sup 
Ate A 
4s 4° SA, 


Behauptung: In jedem Teilintervall 2,< AS As, a, < 4, < Ab < Ag, gibt es 
mindestens einen Punkt A, mit y(A,) < 2 ey _ eo : 
oe” 


A.) — ofA 7 . 
2 a 2) e(41) und bezeichnen mit m, und m_ die 


Beweis: Wir setzen € = 


A, — 4; 
beiden Teilmengen von 4, < A < Aj, fiir die gilt 
(A) — ofA*) 5 (A) — ofA*) 
y.(A)= sup £ 38 > C bzw. y_(A) = sup 2 > ¢. 
Apeae>a nnee = 


m, sind Summen von héchstens abzihlbar vielen, rechts offenen paarweise 
punktfremden Intervallen, denn wegen der Rechtsstetigkeit von o(A) gehért 
mit einem Punkt A stets eine rechtsseitige Umgebung zu m, bzw. zu m_. Da 
o(A) monoton nicht abnimmt, ist der Durchschnitt von m, mit dem Intervall 
A, < A < 4% sogar eine offene Menge. 

Die Gegenannahme zur Behauptung sagt nun aus, daB m, und m_ zu- 
sammen das ganze Intervall 4; < A < 4; iiberdecken. Wir nehmen sie als 
richtig an und unterscheiden zwei Fille: 1. m, und m_ sind punktfremd. In 
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diesem Fall besteht m., aus einem Intervall 4, < A < Af, m_ aus dem daran 
anschlieBenden Intervall Af < A < Aj, wobei auch die Fille eintreten kénnen, 
wo eine der beiden Mengen leer ist. Denn es kann kein linker Randpunkt von 
m.,. im Innern des Intervalles liegen. Ist dann Af der Mittelpunkt des Inter- 
valles 4, < A < A, so besitzt das Intervall Af < 4 < A; die Lange } (4; — 4}), 
woraus man sofort einen Widerspruch folgerte, da man dann ein 4am A,SA<A, 
angeben kénnte, fiir welches o(A) > o(A,) gelten wiirde. Ist das nicht der 
Fall, so ist eines der Intervalle linger als $(A;— Aj); in dieses l4Bt sich ein 
abgeschlossenes Intervall einbetten, dessen Linge auch noch gréBer als 
4+(45 — 4}) ist und es folgt erneut ein Widerspruch. 2. m, und m_ sind nicht 
fremd. In diesem Fall enthalten m, und m_ sogar ein ganzes Intervall ge- 
meinsam, daher besitzt mindestens eine der Mengen ein MaB, welches gréBer 
als +(A; — 44) ist. Wir nehmen etwa an, das sei fiir m, der Fall und kénnen 
dann aus der Menge m,. eine Menge m* von endlich vielen, links abgeschlosse- 
nen Intervallen aussondern, so daB fiir deren MaB,«* wieder gilt «t > 4 (A,—,). 
Mit dieser gelangen wir genau wie im Fall 1. zu einem Widerspruch. 

Hilfssatz 12: In dem separablen Hilbertraum R sei neben dem Skalar- 
produkt (u,v) noch eine Folge von Skalarprodukten (u, v),, u, v € R, eingefiihrt, 
deren zugehdrige Metriken \\u\,, alle zur Metrik |\u\| dquivalent sind und so 
daB gilt a(u, u) S (u, u), S b (u, u) mit zwei positiven Konstanten a, b, die nicht 
von n abhingen und 

\(u, v),— (u, v)| Se, ||ul ol], lim e, =0. 
n—> « 
Zu jedem n sei H,, in Du, ein beziiglich (u,v), im Raum R hypermaximaler 
Operator; H in Dy sei beziiglich (u, v) hypermaximal. Es gelte 
lim (H,,— i)*f = (H —i)"f, FER. 
n—> « 
Behauptung: Wenn fiir ein A, jedes yp aus Dy mit (H — A) p = 0 in 9; 


n=1,2,..., liegt und der Ungleichung |\(H,— A») 9!\n S 4n| Pll, mit einer 
von py unabhingigen Folge a,, geniigt, fiir die gilt lim a, = 0, dann folgt fiir die 
n-—> o 


Spektralscharen E, und E,., von H in Oy und H, in Dy die Relation 
. n 
lim (Ey” .,— Ey. n) f = (Ei,40— Ei,-0) f, f €&, fiir jedes Folgenpaar 3,,, 2; 


n— x 


ee = . a : a 
mit 2), < Ag < Ajundlim =—*- = lim 0. 


L—A, Avda 
n— x n—> oc 
Fiir jedes n, fiir das a,= 0 gilt, kann in Ey .,= Ey”.,— Ey... sowohl Ay 
durch A, +0, als auch i}, durch A, — 0 ersetzt werden. 
Ist insbesondere A, nicht Punkteigenwert von H, dann ergibt sich 
lim Ey -nf=H,,f, {€8 
n-—> co 
fiir jedes A, mit lim A, = Ag. 
n-— ce 
Beweis: Zunichst wollen wir einsehen, daB fiir z mit Im z + 0 gilt 
lim (H,— 2z)*f =(H—2z)*f, fe. 
n-—> co 


27° 
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Man hat namlich fiirdieOr - atoren V,, = (H,,— z)(H, — i)“, V=(H —2z)(H—i)* 
die Beziehung lim V, f = Vf, / € R, denn es gilt V,= 1 + (i — z) (H,— i)" 
und entsprechendes fiir V. Wegen Imz+0 und der in n gleichmaBigen 
Aquivalenz der Metriken |u| und |u|, sind andererseits Vz! und V~ gleich- 
maBig in n beziiglich der Metrik |u|) beschrinkt. Also ergibt sich 

{Vi — V>) f] =| (V — V,) Vfl se l(V — V,) VAS <e,n> Ne). 
Wegen V,"= 1 + (z — i) (H,— 2), V2=14 (z — i) (A — z)" folgt daraus 
lim (H,,— z)“"f = (A — z)"f, f € 8, falls auch noch gilt z+ i. Fir z =i ist 
aber diese Relation ohnehin richtig. Fiir die Spektralscharen Z,., und E, 
hat man daher nach einem Satz von F. Retxicu lim £,., f = E,f, f € &, fiir 
jedes A, welches nicht Punkteigenwert von H in D, ist. Denn die Projektionen 
E,.,, E,sind fir solche 4 identisch mit den in bezug auf (u v), orthogonalen 
Projektionen von & auf die zum Intervall — oo < yu < 0 gehérigen Spektral- 
raume der in Hinsicht auf (u v), beschrinkten, hermiteschen Operatoren 
W,.,= (H,— A— i) *+ (A, — A+ 1%) und W,= (# —A—i) "+ (A —-A+i)". 
Gilt also (u, v),, = (u, 8,v); u,v €R, mit beschrinkten, hermiteschen Opera- 


toren s,, fiir die gilt a<s,<b,n=1,2,..., so ist (s,)+ W,,(s,)-+ in bezug 
auf (u, v) beschrinkt und hermitesch und es gilt lim (s,,)} W,,(s,)-¢/ = Wf, f € &, 


woraus nach F. Rewiicn®) fiir die in bezug auf (u,v) orthogonalen Projek- 
tionen Po.,, Py der Spektralscharen P,.,, P, von (8,)t Wy. ,(8)-% und W, 
folgt lim P,, f = Pf, sofern nur der Nullpunkt nicht Eigenwert von W, ist. 
a x 
Daher ergibt sich auch lim Z,., f = Z,f, f € R, sofern nur A nicht Eigenwert 
n-—> x 


von H in Dy, ist. 


2 —- 2 aoe ‘ a a , an 
Fiir wu aus R und 4), A; mit 4, < A, < 4; lim 73 =lim >— , =0 
" +o " “0 


na x n-—> co 


sowie m mit (H — A,) p = 0 und £ isa Ey.,— Ey,.,, folgt nun: 
(a uae Es :n) u, 2) n| \((H,, Ao) (1 | Es :n) u, (H,, ra Ao) P)n!| 


‘ an les Nell 
Min {jAz — gl, An —Agl} Min | Plin- 
Ist also Q, die in bezug auf (uw, v),, orthogonale Projektion auf den Nullraum 
| | an Nasll Well - 
von H — Ay, sohat man |(Q,, (1 — £ 1, :n) u,v),| S Min {\Ay —Ae), |An —A0l} jxelellla; 
u,v €R. Daraus folgt lim QnEs :nf =(E, .9— E,,») f. Wir behaupten, daB 
n— x 
auch gilt lim By .,f = (Z,,19— 2-0) f,f €®. Denn wire das nicht der Fall, 
n-> co 
so folgte zu mindestens einem f die Existenz einer Folge n, natiirlicher Zahlen, 
so daB mit einem ¢ > 0 wire 
. j . = 7 2 4 ae 2 
heed Ea, im, f nn =. Qn, Esa im, f ny +e: (1 Qn,) Ea, in, f ied 
= (41,40 — 2i,-0) fl? +e. 
*) Siehe [10], II. Mitteilung, Satz 1. Der Satz ist dort nur fiir linksstetige Spektral- 
scharen P,-», P, ausgesprochen, gilt aber auch sonst. 





fiir 


sin 


Fo 
spl 


da 


scl 
scl 
da 


De 


sO 


we 
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Sei E,., = Ey.»— Ey.» fiir beliebiges 2’, 2’ mit A’< Ay< 4”. Dann folgte die 
Existenz eines ky, so daB gilt 4’ < An, Ag< Rn, <A" fiir allek>k,. Fiirk> ky 
wiirde also gelten ||Z,., f\2 = \E4 <n. f\\2., also folgte 
“ee k n,’ » ih 
P » 2 : . . 2 : 
lim E4:nf ny (E,,+0 E,, o) fi? + 
k— x 


fiir jedes solche 4’, 4’. Fiir Zahlen 7’, 4’’, die nicht Punkteigenwerte von H 


E,f\|? (mit E,= £,— E,). 


sind, gilt nun nach obigem lim |\Z, n, f 4 


n 
k—> x 
Folglich wire ||, f\|? = |(Fa,.0— Za, 


spruch, falls nur |4’’— /’| hinreichend klein gewahlt wird; der Hilfssatz ist 
daher bewiesen, denn die beiden zusiatzlichen Behauptungen folgen unmittelbar. 


o) f?+e. Daraus folgt ein Wider- 


Beweis von Satz 8: Sei zunachst 6 ein endliches, rechts unten abge- 
schlossenes, links oben offenes Bogenstiick einer Kurve €}, dessen abge- 
schlossene Hiille keinen Schnittpunkt €} x €},, y+ » enthalt. Wir bezeichnen 
dann einen auf €! nach beiden Seiten etwas verlangerten, abgeschlossenen 
Bogen, der auch noch frei von Schnittpunkten mit den €!,, »’+,y ist, mit b. 
Den Endpunkten p’ und p’’ von b mégen die A-Werte 4’ bzw. 2” entsprechen, 
es gelte 2'< 2'< 2''< 2". Auch bestimme man J irgendwie gemaB Hilfssatz 10. 

Zur Auswahl der in Satz 8 benétigten Polygonfolge GB, unterteilen wir das 





Intervall A’ =<ASA 9, (4-4) aiquidistant durch die Punkte /’, , = A 
oN , 

E (4”—2’),k =0,1,...,2n +3 in 2m + 3 gleiche Teile, n geniigend groB 
5, (A"—4’), ,1,...,2%+3 in 2n + 3 gleiche Teile, n geniigend gro 
vorausgesetzt, und wenden Hilfssatz 11 fiir A, =A3,— 9 ni A, = Aop—1.n342= Abe. an 
Ao= Aap seini k=1,....n+1,an. Es folgt die Existenz vonn + 1 Punkten 

y ; 9 “. 49 = 4 mi” 6s rT 
Ay n k 1,2,....n+1, mit /’- Ai n=>A1,.n=>2,n A3,n 43. n>A1.n 

hon n ” Aon I,n= An 1,n = Aen 2," ° hon + 3,n- 2” und so, daB 
fiir + (Ap—i.n + Aen) SASS (Aen + Ae +1,n) bzw. in den Fallen k = 1, » fiir 
, +m | 4,7 ‘ ee EE 
Aj n A og (Ay n ho n) a (An, n T An : in) 4 An +1,n folgt 

lo 0(A) o(Ak n) 4n ae a" 

—— See S a7 77 (0 (Aas — O(Aox : 

12 Abn A—Ak.n A”’—A lo (Aa: 1,n) Q(Ar% in)] 

Bes , a + — Ak,n oa 4 4 
Definieren wir 7,,(A) = |sin a> = * in A, A<h, k=] n 
In | ) at F La Ake kn k l,n 
so folgt 
An l,n 
Jf nA) d (A) S Cog [0 (Aans 3) — 0(4')] 
An 
‘n+i,m 
woraus sich weiter ergibt { 1,(A)d\|H, f\?< cgo(f) far f aus 9’. 
Ain 
Nun bezeichne man q »= {Ag n» Me.n}s = 1, ..., 2 +1, Wo py, 80 bestimmt 


werde, daB q, ,, auf €} liegt und ziehe den Polygonzug 


PB": Po,nPi,n*** Pn—1,n Pn.n Pn +1,0 mit Po,n= Pp’; Pn+ijn= p" und Pin= Uk,n; 
k=1,2,...,%. 


Da die Ableitung der Kurve €! auf 6 beschrinkt ist, sind die Polygonseiten 





” ] , , . 
alle kiirzer als c,,° , - Bildet man mit den von qj, , und q .;,, begrenzten Teil- 
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bégen 5, , und irgendwelchen Zwischenpunkten gf, die Operatoren H 


Ok n 
und nennt noch b, den Bogen q; nn, +1,n-> 80 gilt fiir g aus 9, f aus 9’ nach 
Hilfssatz 10 mit x = + die Abschitzung 


(ry, — © #,..\Pif\ 
(o | n a aa /) 


Coal!) » Hol |\Mes Fy, ,f| +d | Hy, 9 | fl . Woe nt } 





C(1)n 3 f d,(a)d\ E,f | . : g\ + 


40, n 


( 7 H 
9; — g 
Pe | 





| 
J 
= % ‘I es4(I, f) lg\, 


wenn wir hier die in n gleichmaBige Beschrinktheit des Operators 5’ H 
k=1 
das Ergebnis eines nachfolgenden Hilfssatzes, vorwegnehmen. Da g will- 


kiirlich ist, liefert diese Abschitzung endlich 


En’ 


n ‘ 


(12.4) (F. 2s pay Hy, Fil 
* ja, 


- 


| ‘ Cg5(1, f) -n-"l» fiir f aus 9’. 





Nun lassen wir das fest zugrunde gelegte Intervall [eine Folge ‘. »& =1,2,... 
durchlaufen, die die A, u-Ebene ausschépft. Das bei der Definition unserer 
Basisfunktion o (A) benutzte vollstandige, orthogonale und normierte System 
P1, Pz, - -- werde speziell so gewahlt, daB zu jedem ¢, ein k’ existiert, so dab 
gilt Fj, Pe= Pe- Aus (12.4) folgt dann 


(12.5) (7, -2 f,,. fl: Cag (f) > no! 
E=1 ; | 


n 
fiir alle f = >’ x, ¢,, also fiir eine dichte Untermannigfaltigkeit von 9. Daraus 
k=1 


folgt, wieder unter Benutzung der noch zu zeigenden Beschrinktheit von 
n n 

P H,, , gleichmaBig in n und wegen limF, = F,, die Existenz von lim » A, , 
1 ” n> ™ no k=1 . 

n 


und die Gleichung F,= lim 3’ H 
nook 1 
Der dem Polygonzug ,, entsprechende Ausdruck 


n+1 


En” 


+ hy Cc 1 2 1 E\+ ——————E—— \—1 
_ c..* 80-7; - = ' 6 
~, | EDF n Pk—i,0 aad) Pk,n  Pk—1,n Pk,m ( k,n} 


k 


n 
unterscheidet sich nun von )'H, nurum Hy; —H, +H, wo mit 
PR acy kn n,n nn 0,” 


bo. , und Ban die von pp, und p, , bzw. von p, , und p, , ,, begrenzten links 
offenen, rechts abgeschlossenen Bégen bezeichnet seien. Hilfssatz 12 labt 
einsehen, daB dies mit noo gegen Null strebt. Denn z. B. ist ee 
Abschnitt der Spektralschar eines gewissen Operators A, » , wobei q, ent- 
weder = p, , oder auf der Sehne 9, » Qn +1,» 80 gewahlt werden kann, daB der 
Abstand |q, p’” | relativ zu den Abstinden |q, dn,» | und |9n9n+1.»| fir n> 
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gegen Null strebt. Fiir H,, = At. oH = A}. 5; (® = lim #,), sind die Voraus- 
on 

n-—> co 
setzungen des Hilfssatzes 12 erfiillt und es folgt _ TG f? = E3, f*, 
Pr EH?, (E%,, die hinsichtlich (u?,v?)z orthogonale Projektion auf den Null- 
raum von A>, 7). Andererseits folgt unmittelbar lim Eis f= Ey PL PED, 


n-—> oc 
(etwa nach F. Reviicn [10], V. Mitteilung). Daraus und aus der gleich- 
maiBigen Besc ye ngs der Operatoren Eis , und i. thr, folgert man 
limG, f =f, f € Bp im Sinne der Metrik von ¥p. 


Da nach Satz 10 des § 14 _ Raiume E},, E>” $9 und FH identisch sind, 
folgt nach Hilfssatz 9: F,, = (Cx, x3.) iE}, B2.,O(t%). Also gilt 

pp 

lim H,  f=Fyf,f€D im ae der Metrik von §. Entsprechend folgt 


n,n 
tim Hy, f= Pp f, bse A, on 0, f € 9. Beriicksichtigt man dies, so ergibt 
sic h die Formel (12 1). 

Ist b ein Bogen, der nicht von Schnittpunkten C€! » Cl, » +’, frei ist, 
so schlieBen wir zunichst — Umgebungsbégen dieser endlich vielen 
Punkte aus 6 aus. Ist p ‘4, ju} ein Schnittpunkt und b der zugehorige, 
° c 2 
links offene, rechts abgeschlossene Umgebungsbogen, sowie Z> die in bezug 
auf (u*,v*)3 orthogonale Projektion auf den Nullraum von . 8 3, # der Nei- 
gungswinkel der Tangente im Punkte # an die Kurve G!, so folgt wie oben, 


. ‘ ool ; oe 1 E 

daB gilt lim Gj f = E> E> f, f € Do, im Sinne der Konvergenz von $p. E> sei 
b—p 

dabei hier die Projektion von $' nur auf den von g!, k’(p), kK =1,...,n 


’ 


, a : i 1 . , - 
(siehe § 5) aufgespannten Teil des Nullraumes von A>. Hieraus ergibt sich 


die Konvergenz des Integrales auch in diesem Falle. 


Treffen sich im Punkte p die Kurven ¢ b’= 1,2,...,7, und sind 
Tr ’ e 
by, k’=1,...,r Umgebungsbégen von pauf €}_,, sogilt >’ lim Gh. f= Fp Eo, 


W=18 a 


e — ti ‘ eS ‘ ; 

/ € Ho, im Sinne von |u|\,, wobei H> jetzt die in bezug auf (u',v') orthogonale 

Projektion auf den ganzen Nullraum von A! ist. Daraus folgt Gleichung (12.3 
Po a 

und Satz 8 ist bewiesen. 


Wir haben noch nachzutragen 


Hilfssatz 13: Fiir die Projektionsoperatoren Z,, k = 1,2,...,, eines sepa- 
rablen Hilbertraumes R gelte die Beziehung 


l 


(12.6) Z,Z,= —ram (MP N,— Ni M,)Z,; kl=1,...,.n; k+l, 
ae 

mit reellen Zahlen y,;k =0,1,..., wnd beschriinkten Operatoren M,,, N, 

k=1,...,m, fiir die gilt yy< y< ye<*** < ni [Mi Zl Se lye— Year, 


N,Z,|| Sc’ (c, c’ seien feste, positive Konstante). 
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n n 

Behauptung: Sei a = Min |y, — y,-,|, 6 = Max |y, — y,-,|,danngilt fiir den 
k=1 k=1 


n 
hermiteschen Operator Z = 3° Z, die Abschitzung 








k=1 
t 
(12.7) 0<Z<1+2ce’— (4+ 2b) 
Zum Beweis benétigen wir folgendes 
Lemma: Seien a, %,..-, %, m Zahlen, fiir die gilt 0<asa,— %, Sb. 
k=1,..., », mit zwet positiven Konstanten a, b. Dann gilt 
| 4 zr \2 42z+256)\2 al ad 
(12.8) > Fs (———) > |xel? S lyel? 
jt, t—1 SHS . k=1 k=1 
kel 
fiir jede beliebige Wahl der komplexen Zahlen x,, y,, k = 1,..., n. 
Nehmen wir das Lemma zunichst als richtig an, dann folgt mit 
n n 
a = Min |y, — y,-,|, 6 = Max |y, — 4-1 
k=1 k=1 
die Ungleichung 
n 2 n 2 
» (24, 1,2.,f) po y ~(Z4,f,(M 1, M 5)Zs,f) 
,l=1 k,l=1 i 
k+l | k+l 
4n+2b 9 | n n 
2| | TM, 25 fll? + Ns Za. fi\l24 
~- és (1444, 4 je | *° 4,4 
a lam ae ll Lm, By 
n n } 
> \\N 1,24, f 2D iM 1, Zs, 1 \\"| 
k=1 
P 4n+256\2 SS ae JP 
4c’? o2 b?| Pl ys Zs,1\?\ 
= le j 


Denn aus (12.8) laBt sich sofort auch die Relation 
m) 2 95\2 n 

y (se, s (42+?) v aL) v, |? 
o, ve—M a rt 


oe 
k 





1 k=1 | 
kei 
fiir beliebige Vektoren u,,v, aus 9, k= 1,..., herleiten. Also ergibt sich 
n 2 n n 
2d 2,1 =» Zs, f\\* + > (24,1, Za, f) 
k=1 k=1 k,l=1 
k+l 
(14 2cc’ + (42+ 20) > (24 1,24. f)=(14+2ee’ : (4a+ 2b)) f 5 Z f} ( 
— a 7 ~ < 4, ; 4, } - a wT e —, 4A, ° 


n 
Da 3'Z s, ein beschrinkter hermitescher Operator ist, folgt daraus die Be- 
k=1 
hauptung. 


Das Lemma beweisen wir unter Benuizung der zuerst von D. HiLBert 


. " l 
gezeigten Beschrinktheit des Integralkernes =F’ Setze A, = a, — &,-1,; 
k=1,...,” und 


a(x) = + 


i; IN &-, < 7S a, ok ee 


Bly) = 3 in a, < ¥ So, Be hgh 





Null sonst; sei endlich K(a, 2) = Hl Fa aa} Ew) dxdy. Es folgt 
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n n », 
+ Tey , 2 ’ ¥ l ] dx dy | 
s ——_— K 3)| < >” |x, |2 — - é 
stag = (% P) mt Th el Lyla, a Ik ® i z—y|" 
k+l k-I>1 
ia ™ ' of , , 7 ' 
— Dy (\%e| |Yeval + | teeal lye!) 
oe k=l 
und 
| %). %y 
n - 
a. 2 1 » dx dy | 
7 | ‘= ra Mf 
x 
af | el lyil Xp — X 1, 1 a x =y| 
k-U>1 hpi, My | 
oF be ee tee ea 
k>l+1!/%—% Se-1 — Hr | ; kT (te Mt) (%e-1 — HH) 
ae 5 —_laile <9! | 3 Ie 2 57 ly i2| 
a . a (k—D (e-t-1) Pale! a 


indem man z. B. ein Kriterium von J. Scuur anwendet*). Also ergibt sich 


n n 
Te yt | = ee ‘ val 
p —— =| 2 ——— = K (a, B)| + |K (a, )| 
kia ia.ju, SS 
[kel kal 
4x+2b | y 2571, i2|# 
a — Lp| — | Yee] ° 
li 1 k=1 


Um aus Hilfssatz 12 die von uns zum Beweis von Satz 8 benétigte Aus- 


sage | >’ Ay. «|| = os gleichmaBig in n zu erhalten, schlieBen wir folgender- 
k=1 
maBen: Nach Konstruktion von Hy, ,, folgt 
E> i, = aia ny = Ay a> 
fiir v aus $ hat man daher 
B's Ay rn toy || = |! Ady, nA oy, 4°09 S Can (Aen — Ae—t,n) |Aoy © 


Pen Peon 


(12.9) B'!: A2 Hy, "|= Az Hy, UV \o = &s0 (Ann — Ar in) Ay 


B’ ‘Hy, nv|\ = “ao Ay, av 
Fiir /, g aus § folgt nun (A; , — Ay. ») Me Z/ Mn, 9) 
((s* A}, ,, +f Ab, Ay fs Ay Io + af (A As, AD, ) Ao) 


(aya a I, LBP 9)+ 
+ (( By’ ‘Hy, als (B)’ +(8?_A > + eh, A? \Hy, ,, 


i,» Pin 


nIlo 


J)» 


*) Die Zahl */, 2 ist nur eine wahllos herausgegriffene Schranke und kann leicht ver- 


bessert werden. 
5) Vgl. [12], S. 6. 
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daher gilt 


l 
i ny Ak n — Alyn 


Meant Hog a (BVO Ady, + 8 Ab) Hoy a! (BY Hy, + 


Pkin Aiy. n 
+ (By "Hy n) *|(By" (s? An +# Aj, J Ay, n) Hy, n* 


Setzt manalsoZ, =H), ,;M,=—(B)"(s? Ay, nt A5, ,) Ao, iNe=(B) ‘+ Ay, ~ 
so sind mit diesen Operatoren und mit y,= A, , nach (12.9) die Voraussetzungen 


| s ® 
des Hilfssatzes 12 erfiillt und es folgt insbesondere | > Zz » Ap, ,|| Se 
k ki "|| 


1 











w.z.b.w. 


§ 13. Einflu8 der irreguliren Punkte auf das kontinuierliche 
Spektrum von A in %. 


Satz 9: Seien die Voraussetzungen von Satz 1 und die des Zusatzes von 
Satz 1 erfiillt, so dap A in Y und A in er hypermaximal sind. 

Behauptung: Ist ,,— © <&~< +00, eine hinsichtlich der Metrik des 
Raumes $ stetig von yu abhiingende Schar von Vektoren aus dem Durchschnitt 
der Riume A und %, fiir die mit einem reellen A, gilt 


~ u 
(13.1) A Pu= he Pu’ A Pu= fadg,, om 2 '< pe < + 2, Po= 0, 
0 


80 folgt o, = 0. 

Ist w,, —~© <A < + eine hinsichtlich der Metrik des Raumes $ stetig 
von 4 abhiingende Vektorenschar mit w,¢ %- %, —o<A<4+0o, fiir die mit 
einem reellen [ig gilt 


A ~ 
(13.2) Ays=fady,, Ayi- Movi, —2<A<+%, Yo=O, 
0 


80 folgt y,= 0. 

Beweis: Aus Symmetriegriinden geniigt es, den ersten Teil der Behauptung 
herzuleiten. Da die Voraussetzungen von Satz | erfiillt sind, gilt fiir jedes 
reelle « auBer héchstens abzihlbar vielen entweder die Bedingung (1,) oder 
die Bedingung (1,). Wenn es gelingt zu zeigen, daB in der Umgebung jedes 
solchen Punktes 4 die Funktion gp, konstant ist, so folgt aus g = 0 und aus 
der vorausgesetzten Stetigkeit von g, sofort g,=0, also die Aussage des 
Satzes. 

Gelte fiir 2 = A, die Bedingung (1,). Nach Hilfssatz 6 liegt dann fiir ein 
hinreichend kleines Rechteck J: 2's 4 < 4", u's w < mw", welches den Punkt 
{Aq, #o} im Innern enthialt, der Vektor (s?)} F; f in 9). Fiir P4,= Pu Pur 
folgt aus (13.1) die Relation F, ¢ 1,= 4,» sofern man yu auf das Intervall 
Susp" beschrinkt. Also liegt (s*)} 4, fiir diese uw in Hp. 


Definiere fiir u,v aus $, das neve Skalarprodukt (wu, v).. = (u, s*fv), 


und erginze den Raum $, durch Hinzufiigen idealer Elemente zu einem 
neuen Hilbertraum §,:,,, der hinsichtlich der zu obigem neuen Produkt ge- 
hérigen (positiv definiten) Metrik vollstandig ist. Die in § 1 benutzte Spektral- 
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darstellung u ++ u (x, y) des Raumes §, induziert dann auch eine Darstellung 
des Raumes 9,:;: durch Funktionen u (z, y). Der Raum 9,, wird dargestellt 
durch die Gesamtheit der u (x, y) mit 


f Sf \u(a, y)|? A(x) 82(y) d r(x) d t2(y) <0. 


Das bewirkt, daB gewisse der hinzugefiigten idealen Elemente von 9, mit 
Elementen des Raumes § identifiziert werden kénnen. Wir werden namlich 
das Element aus $,:,, und das aus $ nicht unterscheiden, das zu einem u(z, y) 
gehért, fiir welches einerseits 


[ f \w(a, y)|? A(x) s*(y) d r'(xz) dt2(y) <@, 


a a 
andererseits 
J f \w(a, yd? (s(x) 82(y) + O(a) B(y)) d A(x) dt*(y) < 
gilt. Beachtet man dies, so kann man sagen, daB der Raum §,:,: alle Elemente 
aus $ enthilt, fiir die (s?)t f in 9, liegt oder fiir die (¢)+ f in 9, liegt. Also ist 
auch g, fiir v’S uw Sp” in Hyp enthalten. 
M 
N 
Fiir wi aus $/ und u = Yu} u?, wi aus 9’, erklire 
v=1 
N N 
(ul, uw) = DS? (ul, ul) w2; (u?, uw) = DY (u®, u2) ul. 
v=1 v=] 
Ersichtlich ist (u*,«) Element von $?, (u?, wu) Element von 9. Benutzt man 
N 
die in § 1 eingefiihrte Spektraldarstellung, so folgt mit u(x, y) = ¥” ul (x) u2(y) 
1 


ve 


cd 


SX” w(x) ul (x) u? 


- ’ 


v=1 
(ul, u)|,= f w(x) u(x, y)de(z). 


a 


und u! (2) u(x, y) = (y) die Relation 


Das Produkt u'(z) u(x, y) ist dabei Element des in § 1 definierten Raumes G?; 
wie hier nicht naher bewiesen werden soll, gilt 

lara) (x, y)| < |ut(ax)| Juz, y)| ®). 
Also folgt unter Benutzung der Scuwarzschen Ungleichung 


(ut, u)|?= fd r®(y) | f w(x) u(z, y) d r(x)? 


Sf dey) (f \(e)| [u(x Wl dea) 


Sf |uray de'(x) f f \u(x, y)|? d(x) d r*(y) 
a o' a! 
= |u|? |} 0/2. 
Somit ergibt sich 
(13.3) | (w*, w) 
’ 7 Im Falle, daB u(x, y) und u(x) Skalare sind, ist die Aussage trivial, zum allge- 
meinen Fall vergleiche man etwa [3], Hilfssatz 1.4.1. 





|< |u| wl und entsprechend |(u?, w)|| < |)? |e} . 
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Diese beiden Ungleichungen erméglichen es, die Produkte (u!, u); (u?, uw) durch 
stetige Fortsetzung fiir jedes u/ aus 9’ und uw aus 9, zu erkliren. (wu, uw) ist 
stets ein Vektor aus ?, (u?,u) dagegen ein Vektor aus 9. (u’, w) ist stetig 
in bezug auf beide Variablen wu’ und u hinsichtlich der Metriken von $/ bzw. 
von Hp. 

Ist u ein Element des in § 4 definierten Raumes 2,, so folgt (u?,u) € 2 


fiir u? aus 9? und es gilt A'(u?,u) = (u®, Alu). Um das einzusehen, werde be- 
N 
riicksichtigt, daB A’ im Raum aller u = 5’ u! v2, u! aus Q, u2 aus 9? wesent- 


v=l 

lich selbstadjungiert ist, also durch AbschlieBen aus diesem Definitionsbereich 
wieder auf den Raum 2, fortgesetzt werden kann. Fiir solche Elemente ist 
nimlich die Aussage (u?,u) € 2", A!(u?,u) = (w®, Alu) trivial. Entsprechend 
gilt (u',w) € 2? und A*(u', uw) = (u', A*u) fiir u aus A,, uw! aus H' und entsprechend 
folgt z. B. (u*,s'u) = s'(u?,u),..., (w,@u) = @(u,u) fiir uw aus 9, uw aus Hp. 

Es liegt q 1, Fy¢ 1, im Definitionsbereich #4 — )(7~;) des Operators 
(A — i) (A - i), daher liefert Hilfssatz 3, daB e? ¢ 1, in A, und daB e! ¢ 1, in A, 
liegt. Anwendung der Formeln (4.11) fiir p= {0, 0}, ® = 0 liefert 


v7) 
9 a 9 
Ae ps =Agstergs +0 fade ,), 


“ 


(13.4) 7 sd 
Ate} Ps Ay # e} Ps 3* fad (e} Pa) - 
- - ie (@) 


e é 


Mit wu’ aus 9 bilde 7 (u2, 2 P,)s P, (u},e! y,)- Fir ¢ 4, ¢’, ¢', 
folgt dann unter Beriicksichtigung der oben erliuterten Eigenschaften der 
Produkte (u/, u), daB ¥'s, in 2 liegt fiir u’< uw S vw” und daB gilt 


Aig), =A sq, +0 fadg} 
“ fa . 


(13.5) > 
“ 
A? yi, = Ag? gi, — # [ adgi. 
r “ : 
Po 
Die ¢’, sind iiberdies stetig von «4 abhiangig. Definiert man also die Operatoren 
Z* = ()(A!— Ags") und Z* = —(s®)-1(A?— A,f) in den Definitionsbereichen 


3 = Dey - aa) B” = Deen 49 a)» 80 folgt Ps, € 8’ und 
“ 
(13.6) Z Ps, =| adg’. 
Mo 
Wir bezeichnen den Raum aller g’, zu beliebigem yw’ <u < uw", w€ 9, 
7] 
0 < € S &, und aller endlichen Linearkombinationen dieser g’, mit 8’. Wir 
“ 
denken uns fiir u’,v’ aus 8’ die Skalarprodukte 
(u*, vt), = (wl tv"); (u?,v?), = (u?,s?v?) 
eingefiihrt und erginzen alsdann die Riume 8’ durch ideale Elemente zu 
zwei hinsichtlich der zu diesen Produkten gehérigen Metriken vollstandigen 
Raumen WW. Wir schrinken die Operatoren Z” in 3% ein auf die Definitions- 
bereiche 8’ und nennen die Einschrankungen Z’, dann sind Z/ in §/ in den 
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Raumen WW (d.h. hinsichtlich der oben eingefiihrten Skalarprodukte) hermi- 
tesch und sogar nach (13.6) zerlegbar, denn ihre Definitionsbereiche enthalten 
ein vollstandiges System von stetigen Eigenpaketen’). Das Spektrum von Z’ 
ist rein kontinuierlich und bedeckt ganz oder teilweise das Intervall yu’ < uw < p”’. 
Denn gabe es einen Punkteigenwert, so wire der zugehérige Eigenvektor auf 
jedem der stetigen $s, orthogonal, miiBte also verschwinden. Wir bezeichnen 


die Spektralscharen von Z/ in 8’ mit PY und definieren fiir beliebige Intervalle 

I’: wi <j die Projektionen P!,,= P!,— P?,,. Offensichtlich ist Py Y’, 
y= Fu— Py, far jedes y’,= Y,,— Y,,, 8ofern nur gilt w, S pw, < < He; 

LS fy; Mes mw’. Auch sind die Operatoren P’, in wu hinsichtlich der ieethon 
1, bzw. ||u?||,. stetig. 

Wir kénnen die Skalarprodukte (u',v'), und (u*,v?), auch fiir Vektoren 
u,v) aus $/ definieren. In ahnlicher Weise wie bei der Definition von WW 
gelangen wir so zu zwei hinsichtlich dieser Metviken vollstandigen Hilbert- 
riumen $} und $2, die die Raume U bzw. 2? enthalten. Q, sei die beziiglich 
(u,v), bzw. (u2,v?), orthogonale Projektion des Raumes 9} bzw. 9? auf den 
Wertebereich P!U/ der Projektion P!. Man hat dann fiir Q’,= Q/, — Q/, auch 
Y, @,= vy, 4’ CA, und Q, sind hinsichtlich der Metriken von 9} bzw. 9% 
stetig. 

Um den Beweis des Satzes zu vervollstindigen, bemerke man, daB der 
anfangs definierte Raum §,:, als direktes Produkt (im v. NeumanNschen 
Sinne) der beiden Raume $} und 9? gedeutet werden kann: Hy,= 9} @ H?. 
Fiir zwei Intervalle A, A’ mit A’ c A folgt 


Qy pa= Gly oder Qhy(u?,ef ps) = (w*,€e pa’). 
Hierin ersetzen wir u® durch s*?u? und multiplizieren skalar mit u' aus 9}: 
(ui, Cs ee, ef Pa))e = (Qh wt, (8? u*, ef pas) 
= (Qiy ul - u®, Palen = (wi u?, € Pa')erv- 
Also folgt (Q)u'u*,e? ¢4)en= (wu*, e? py)en%). Da, wie anfangs gezeigt, 
gy, dem Raum 9, angehiet, kénnen wir hierin e gegen Null streben lassen: 


(13.7) (Qi ul u®, pa)en= (uu, pans u aus 9}, u? aus 9%. 
In entsprechender Weise folgt 

(13.8) (u! Qu, pa)en = (uu, paen, uw aus 9}, u*® aus 92. 
Wendet man beide Formeln hintereinander an, so ergibt sich 

(13.9) (Qy wt Oy w, paleo = (ul u®, py )ere, ui aus 9}, u® aus HF. 


”) Die Metriken || u*|= [(u', u'),]? und ju", [(u?, u?),]? sind schwacher als die 
Metriken ||u4||, denn wegen der Beschranktheit von ¢! und s* folgt ||u*l|p < |} u*|l, || u*\|p<||u*|l, 
also sind die Eigenpakete g’, samtlich auch hinsichtlich der neuen Metrik stetig. 


’) Dabei wurde benutzt, daB gilt (w*, (8? u*, f)), = (u'u’, fee fiir u' aus 9}, u* aus 9* 
und / aus 9,. Diese Relation ist fiir Elemente / der Form ioe S f} 2 trivial; fiir beliebiges 
=1 


{ aus 9, folgt sie sofort aus den Stetigkeitseigenschaften der darin auftretenden Produkte. 
Vgl. auch [3], § 1.4, Regel II. 
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Teilt man nun das Intervall u’s usp” aquidistant in n Teilintervalle 
A,,v=1,...,nund summiert (13.9) iiber alle 4,, so folgt mit p4-= P4,= Pu” — Pw’ 
die Beziehung 


f n 

(13.10) a Q', u} %, u*, @ a = (ul u*, py )en- 
¥ 1 ; 

Oder man hat 


n 
‘ 2 a) 2 2 
[(ut u?, ps eel? S paler | DY Q, ug 1, Thal ae 
’ l 


n 


2 . L all 2 lig2 2/\2 
Ps, ee Q4, u t 5, u 5° 


v=1 


LaGt man n gegen Unendlich riicken, so strebt die rechte Seite gegen Null, 
denn es ist |Q', ui]? = |Q) ul? — |Q), wi? und |Q) u'|? ist stetig und Ent- 
sprechendes gilt von QZ. Somit hat man (uw! u?, y4,) = 0 fir alle u’ aus $} 
und alle u? aus $7. Daraus folgt y,,= 0. Also ist ¢, an der Stelle 4, konstant 
und der Satz ist bewiesen. 

Die Hauptkonsequenz von Satz 9 ist, dafB das kontinuierliche Spektrum 
von A in & vollsténdig durch regulire Mengen des Simultanspektrums ausge- 
schépft werden kann. Denn in etwas anderer Formulierung lautet seine zweite 
Aussage: Es gibt kein Eigenpaket wy, von A in A, welches gleichzeitig fiir jedes / 
Punkteigenwert von A in % ist. Daraus folgt: Jedes stetige Eigenpaket von A 
in A lapt sich beliebig genau durch stetige Simultaneigenpakete von A in A und 
Ain a approximieren. Da es hichstens abzihlbar viele irregulire Geraden i = dog, 
fk = fg gibt, deren }- bzw. u-Koordinaten auf der reellen Achse nirgends dicht 
liegen, kinnen diese approximierenden Simultaneigenpakete so gewdhlt werden, 
daB ihre Grundgebiete keinen Punkt dieser Geraden enthalten, also reguléire 
Punktmengen des Simultanspektrums sind. 


§ 14. Das simultane Punktspektrum von A und A. 
Satz 10: Seien die Voraussetzungen von Satz 1 und die des Zusatzes I von 
Satz 1 erfiillt. 
Behauptung: Die Eigenwerte von A in 2 sind genau diejenigen Punikte J, 
zu denen es mindestens ein yu gibt, so daB die Gleichungen 


(14.1) (A?— As'— pt) g'=0, (A?— 1+ ws’) ¢?=0 


gleichzeitig je eine Lésung gy’ + 0 aus A besitzen. | 
Jeder Eigenvektor ~ des Operators A in Y zu beliebigem Eigenwert i zerfallt | 
in eine Summe von héchstens abzihlbar vielen paarweise orthogonalen Simultan- 


eigenvektoren von A und A: 


P=Z9.; +9; (Y,; %) =9, V+; 
(14.2) ¥ a | 
A 9, = Aq,; A Po= by Pus Po Mar VR. 


Spektralzerlegung von hypermaximalen Operatoren. IT. 403 


Ein beliebiger der Vektoren y, kann in der Form y,= ¥ 9}, yp? ,, dargestellt 

werden mit Vektoren q’ , aus A’, die den Gleichungen 
(A!— As'— wt) g},.= 0, (A?-AP+ ws) G2, = 0 

geniigen, und so daB die py, .= 9.x 92, in H paarweise orthogonal sind, sofern 
nur fiir die Nullréwme QW der Operatoren (A'— A 8'— yu,t'), (A?— A#@+y,8?) 
mindestens je eine Ungleichung der folgenden beiden Zeilen (14.3) wnd (14.4) 
erfiillt ist. 
(14.3) (wi, wt) Sc (ul, s' wt); (u?, uw?) < c (u?, t u?) 
fiir w aus Q; 
(14.4) (wi, w)sec(w,P ul); (u®, u®) < c (u?, s? wu?) 
fiir w aus KN. 
Insbesondere ist das der Fall, wenn wenigstens einer der beiden Riume VY eine 
endliche Dimension besitzt. 

Beweis: Wir ziehen zum Beweis wesentlich die im vorigen Paragraphen 
eingefiihrten Produkte (u/,u) heran. 

Gelten zunichst fiir y+ 0 aus 2’ die Gleichungen 

(4?— As'— wt) P=0, (A*?-1AF+ ws) P=0, 
dann folgt 
gp=PPEAA, Ap=AqQ, Agp=ug. 

Gelte umgekehrt fiir ein reelles A und ein m + 0 die Gleichung A = A 9. 
Ist dann E, - P,+ Q, eine Zerlegung der Spektralschar des Operators A 
in 2% in einen stetigen Anteil P, und einen Anteil Q,, fiir den |Q,,u\* fiir 
jedes u aus § in yw konstant ist bis auf héchstens abzaihlbar viele Sprung- 
stellen, dann folgt nach Satz 9 sofort P,,g~ = 0, — «© << +o, denn der 
Vektor (P,,— Py) » geniigt den dort gestellten Voraussetzungen. Also folgt 


sofort E,, y = Q, g und daher gilt p = 3’ y, mit p,+0; A 9, = 4 ¢,; A Y,=4,9,; 


— 
, 


My + ites V*%; (Q,,9,) = 0, vx. Wir kénnen auf einen Vektor g, den 
Hilfssatz 3 anwenden und aus den Gleichungen (4.11) mit p,= {0, 0} und 
# = 0 folgern: 


Aég,=Asieg,+ yl g, 
Ate g,=Atel p, — pw, se g,. 


Aus diesen Beziehungen folgt unter Verwendung der beim Beweis von Satz 9 
angestellten Uberlegungen 


(14.5) 


(14.6) A! (u®, eF p,) = As! (u®, eF —,) + mu, t (u*, e @,) 


A? (ul, ef g,) = At (ul, ef p,) — wm, 8 (ul, e} @,). 
Da g,+ 0 ist, lassen sich hierin w und ¢ so wihlen, daB (w’, e, »,) +0 gilt fir 
j= 1,2. Also ist das Gleichungssystem (14.1) fiir dieses A mit u = yw, nicht 
trivial auflésbar. 
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Nehmen wir an, es gelte fiir ein v und fiir alle u! aus dem Nullraum 2! des 
Operators (A'— 4 s'— y,t') u! die Beziehung (u',u') < c (u',s'u"). Dann folgt 
ganz analog zu Hilfssatz 6, daB (s*)} p, in 9, liegt. Denn aus (u?, uw?) < ¢(u!, s! uw?) 
fiir u' aus NT! ergibt sich 
(14.7) (u, U)y Sc (u, 8! u), 
fiir alle u aus dem Nullraum %, des § 4 erklarten Operators (A'— 4 s'— yt) 
in 2,, das kann man etwa unter Benutzung der Spektraldarstellung des § 1 
zeigen. Die erste Gleichung (14.5) sagt nun aus, daB e? g, und damit auch 
(s) e? p, in N, liegt. Man erhalt aus (14.7) die Beziehung 

(s*)b ef p,— (8*)b EF @, |i Se((e — eF) y,, 818 (CF — €F) D,)o 
Seller e) 9 ||? - Eq, €,€° <8 (E); 
es folgt also die Existenz von lim (s*): e? p, auch in $9. Also liegt (s*)? g, in Hp. 
e—0 

Ist tiberdies noch eine der Bedingungen (14.4) erfiillt, z. B. (u, u*) < ¢ (uw, # wu!) 
fiir u' aus N', so folgt, daB auch (f)) ~, in H, liegt bzw., daB (s')} ~, in H, liegt. 
Aus beidem zusammen ergibt sich, daB ¢, = s* 9, + @ 9, =s 9, +08 9, +08! 9, 
selbst in 9, liegt. 

Beriicksichtigt man das, so kann man in (14.5) und (14.6) e gegen Null 
streben lassen. Es folgt, daB gm, dem Durchschnitt der Nullraume N, und N, 
angehért, wobei N, der Nullraum von A*— 4 #+ yw s* in A, sei. (wu, ~,) liegt 
in N? und (u?, ~,) in W fiir jedes u/ aus H’. Ist u* orthogonal zu N?, so folgt 
(u?,(u*, p,)) = (u®,(u', p,)) = 0 fiir ut aus 9'.°) Also ist (u*®,g,) = 0. Die 


mégen zusammen $)? aufspannen, es mége gelten wy? ,¢N*, 7? , | N*, letzteres 
im Sinne der Metrik von $?. Dann folgt fiir jedes f aus 9, eine Entwicklung 
der Form 


(14.8) f= JS (vivaNwvwtd (whe 


eine Formel, auf deren Beweis wir hier verzichten. Fir f = g, ergibt sich 
(Z2.«>f) = 0, also folgt g,= SY (yi, x. Pr) Vi.n= L Vr,x Ys, mit 


Yrx= (Wau Pr) CM, Yee NR. 

Die Vektoren y, = y!,,.y2,, sind beziiglich (uw, v), paarweise orthogonal 
und es sind ihre Faktoren y’ , Lésungen der Gleichungen (14.1). Zum Beweis 
des Satzes fehlt noch die Angabe einer Entwicklung von g, nach einem 
System 9,,= gy}, g2,,, dessen Vektoren hinsichtlich (u,v) paarweise orthogonal 
sind. Ist etwa QN* endlicher Dimension, so gelangt man zu einem soichen 
System, indem man speziell y? , als Eigenvektoren der quadratischen Form 
(u*, s* v*), u*, v? aus N* wahlt, so daB neben (y?,, wy?) = 6,,” auch noch 
(wy? ,, & y? ,) = Ogilt fir x +x’ undsomitauch (y? ,, fy? )=(y?., (1 — 8*) wi, ) 
=0,x +x’; 

(Wy, x: >, x’) 
= (he 8, w’) (YF, re 8 Yew) + (yds Ot iw) (Wen O yiw) = 0, «ex. 


*) Man iiberlegt sich leicht, daB man die Vertauschung (u', (u*, g,)) = (u*, (u’, 9,)) 
vornehmen kann. Vgl. dazu auch [3], § 1.4, Regel II. 
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In entsprechender Weise kann man verfahren, falls % endlichdimensional ist. 

Im Falle, daB beide Raume Q’ unendlichdimensional sind, muB etwas 
anders argumentiert werden. Bildet man nach den Regeln der Definition 
des § 1 aus den beiden Raiumen N und N? mit den Skalarprodukten (w',v!) 
bzw. (u?,v?) einen Raum %, wie dort der Raum § aus 9! und §? gebildet 
wurde, unter Verwendung der durch die Formen (w/, s/ v’); (u’, # v’); uw’, v’ aus 
W definierten Operatoren 3/, ¥ der Riume W in sich, so liegt gy, in N und die 
letzte Frage ist beantwortet mit dem Beweis des folgenden Lemmas: 

In jedem Hilbertraum $, der aus zwei Réumen $' und $* und Operatoren 
s’,! nach den Regeln der Definition des § 1 gebildet worden ist, gibt es ein voll- 
stiindiges, paarweise orthogonales und normiertes System w,,v = 1,2,... von 
Vektoren in Produktform: w,= w! w?. 

Der Beweis dieses Lemmas ergibt sich unmittelbar aus dem Hauptresultat 
von [4]. Denn in 9! und $* gibt es Operatoren mit diskretem Spektrum. 
Fiir diese wurde in [4] gezeigt, daB der mit ihnen nach den Regeln der Defi- 
nition des §1 gebildete Operator ein vollstandiges System von paarweise 
orthogonalen und normierten Eigenelementen in Produktform besitzt!°). Ein 
solches System sollte aber gerade gefunden werden. 


§ 15. Die Selbstadjungiertheitsbedingungen 
im Falle partieller Differentialoperatoren A. 

In fast allen Sitzen dieser Arbeit treten als entscheidende Voraussetzungen 
die Selbstadjungiertheitsbedingungen (1,), (1,), (2,), (2,) auf. Es liegt daher 
nahe zu fragen, wann diese Bedingungen speziell in dem in § 8 behandelten 
wichtigsten Anwendungsfall erfiillt sind. Im Zusatz 2 zu Satz 1 haben wir 
bereits bemerkt, daB es ausreicht von einem der Operatoren A? in Q/ zu ver- 
langen, sein Spektrum habe héchstens endlich viele Haufungspunkte, um die 
Erfiilltheit dieser Bedingungen in einer fiir die Voraussetzungen von Satz 1 
und dessen Zusatz 1 ausreichenden Punktmenge zu garantieren. Allgemeiner 
kénnen wir sagen: 

Wenn der Durchschnitt d der Haufungsspektren von A! und — A® aus 
héichstens abziihlbar vielen Punkten besteht, dann sind die Voraussetzungen von 
Satz 1 zur wesentlichen Selbstadjungiertheit von A in Y erfiillt. Die Menge der 
Ausnahmepunkte ist enthalten in d. 

Wenn der Durchschnitt der Héufungsspektren von A! und A* aus héchstens 
abziihlbar vielen Punkten besteht, dann sind die Voraussetzungen des Zusatzes 1 
von Satz 1 fiir die wesentliche Selbstadjungiertheit von A in 1 erfiillt. Die Menge 
der Ausnahmepunkte ist enthalten in d. 

Wir wollen nun hier noch ein weiteres Kriterium angeben, das speziell 
auf den Fall des §8 geeicht ist. Wir setzen fiir die Operatoren A’ getrennte 
Randbedingungen voraus, so daB also die bekannte, zuerst von H. Wey [15] 
angegebene Theorie der singuliren Sturm-Liovvit_x-Eigenwertprobleme 

1°) Die Ubertragung der in [4] gewonnenen Ergebnisse auf den Fall abstrakter Hilbert- 
raume $/ macht keine Schwierigkeiten. 


Math. Aun. 128. 28 





































406 


fiir die gilt { | w"(x)|?(A' (x) + b(2x))dax 
1 


p(y" wo — y' ow’) 


w(x’) w(x) in a’< 2; 


u 


g(x, x’) 


l 


hat man 


yp 


l 


z 


; 


Nun folgt 


r 


/ 


l 


und ebenso 2: / |w(2’)|? o'(2’) da’ 
J 
Daraus folgt 


yp 


A* (x) 


fiir die gilt s' (2) hi (x) + k*(z) 


é. 


fiir jedes reelle « erfiillt, sofern gilt 


e—0 _” 
m, 
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g (x, x’) 


loot (ax) |? f |p" (x’)|? of (2) da’ 4 
l 


p(x) (w(x) p*(z) 


angewandt werden kann. w'(x), w'(x) seien zwei Lésungen der Differential- 
gleichung — (p' ul’)'+ (7 —ih'—ik) wa 


0 (zu p', q’, h', k siehe § 8) 
1 


0, [ j@'(x)\? (h(x) + k(x) dr<x, 


1 und so daB yw! bei [© und @!" bei J. den fiir den Defi- 
nitionsbereich 2! geforderten Randbedingungen geniigen. Es ist dann die 
Greensche Funktion g(x, x’) des Operators A! — i gegeben durch 


y'(x) w(x’) in var, 


so daB also gilt (4'— i)" f! = [ g(a, 2’) f'(x’) 0! (x’)d x’. Mit o' (x) = h? (x) + k*(z) 
i 


f \g(x, 2’)|? of (a’) da’ 
1 


p 


y! (x) |? | aw (x’)|? of (x) dz’. 


r 


Zz — — 
2i f |y'(2’)|? (2) dz’ f (py) y'— y' (py) dz’ 
1 2 


y" (x) y"’ (x)) 


p' (x) \@*’ (x) w(x) — w(x) ow’ (x) 





| |g (a, 2’)|? of (2) da’ a) y' - p (yw — wo y') 
il 
o yp: p(y’ ot — wo yp): 
) 
f |g (x, x’)|* of (2) dz’ Im {a (x) w*(x)} - 
P| 
Wir bezeichnen mit m, die Menge aller Punkte x des Intervalles /' <&,, 


Kriterium: Die Bedingung (1,) ist fiir den in § 8 erklérten Operator A‘ in X' 


(15.1) lim Im {a (x) w'(x)} (A(x) + B(x) da=0. 
y 





me TW 
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Beweis: Fiir wu’ aus 2 gilt w'(x) = (g,, (A'— i) u*), wobei g,, der durch 
g(x, x’) fir x = x, . < 2'<T, dargestellte Vektor des Raumes $)' sei. An- 


genommen nun, es giilte fiir v', = EZ’, ul: |v, || = 1, (v, ,s'v) )+0, no mit 
n n . n" n n 
BE’ By — BY , 2, < 4g < Kk, lim 2),= lim 2, = A, (B} sei die rechtsstetige 
ad ad nx n-> 2 
Spektralschar von A? in 2"). Dann folgte 
: - 
yl [2 - 1 (vl, stv), / v} (x) oa) dz. 
1 n n/ n 
n é J 
m 
e 


Man hatte 
v4 (x)? = \(gi, (A!— i) v4) >< ¢ |lg}\|? v4 2 = ¢ Im {y"(x), w'(zx)}, 
also 
Jf wv (x)?dxse f Im{y'(z) w(z)} of (xz) dx 


m m 
€ e 


Wiahle ¢« so klein, daB f Im{y (x) wo (x)} of (x) da - 


m 


5, wird, alsdann aber n 


so gro, daB gilt (v4, gl vs) = , Es folgte 1 - vA, 2 < ], also ein Wider- 
spruch. Damit ist das Kriterium bewiesen. Entsprechendes laBt sich fiir die 
Bedingungen (1,), (2,) und (2,) folgern. Insbesondere folgt aus dem Kri- 
terium : 

A*(x) 
W(x) + k(x) 
 <— <2 <T oberhalb einer positiven Schranke bleibt, dann gilt die Be- 
dingung (1,) fiir alle Punkte « des Spektrums von A! inW und A in A ist wesent- 
lich selbstadjungiert. 


Wenn s(x) aupBerhalb eines Intervalles Mv <g- pe mit 


k(x) 
h'(x) 4 k(x) 
Konstanten bleibt, dann gilt die Bedingung (1,) fiir alle Punkte x des Spektrums 


Wenn #'(x) auperhalb p x 4 oberhalb einer positiven 


von A’ in UA! und A in A ist wesentlich selbstadjungiert. 


§ 16. Die Separation der Wellengleichung des Starkeffektes in 
parabolischen Koordinaten. 
Es sei vorgelegt das Eigenwertproblem 
a a : 2Z 


(16.1) Lu > + += ) mw utexu=({ju,r x*+ y*®+ 22, 
02x" dy? dz? r A } Y 
im Gebiet G: x &, 9,2 + oo. Z und e seien positive Zahlen. Der 


Hilbertraum & sei die Gesamtheit aller u(x, y,z), fiir die im LeBEscuEschen 


Sinne gilt /// |u|?dadydz < >; es sei ferner (u,u,) = [{{ Gudady dz fiir 


u,u, aus Y. L sei erklairt im Definitionsbereich 9, aller zweimal stetig diffe- 
renzierbaren u aus &, fiir die auch L uw in Q liegt. Wir iibergehen den Beweis 
der Tatsache, daB L in 9, hermitesch ist, wollen uns dagegen etwas mit der 
Spektralzerlegung des Operators L befassen. Dazu seien, einer Idee von 
SCHRODINGER folgend, parabolische Koordinaten eingefiihrt : 





( 


nh 
wr 


n); y= VE Hcosg; z Vé nsin g; r= V2+y+2—=3(F + pn). 


28* 
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Das Grundgebiet G transformiert sich in das Gebiet G*:0 < &, 7 <~, 
0s gS2a. Fir die Funktionen u aus 9, miissen fiir £, 7 p aus G* alle 
ersten und zweiten partiellen Ableitungen nach £, 7, @ existieren und die Rand- 
bedingungen der Periodizitat u (£, n,0) = u (&, n, 2); u,(&, n, 0) = u,(&, n, 22) 
erfiillt sein; auch an den Randern = 0 und 7 = 0 werden sie gewissen Rand- 
bedingungen geniigen miissen, die dafiir sorgen, daB wu auch auf der Achse 
y = z = 0 zweimal stetig differenzierbar ist. Ferner folgt 


(16.2) (u, U) _ ff[fa uy ¢ 3 2 dEdnd® 
G 
man hat 
4 é é é C l l l a € ) 
b= 557 {- eae - og a (Et alata -4. 


Ein ereter trivialer Separationssatz u = e'”*v (&,7) fiihrt uns auf die Operatoren 


4 C7) C) a 0 y? 1 l e ; 
m1 bal ” ‘ f. 2 2 q 
Le Fy 9 | ag © 3E ~ an 7 ant 7 (3 ah 4 (@-—"*)-Z;, 
y=0,+1,..., 
die als Transformationen des Hilbertraumes 


9: ff |v (g, mPtit”" dédn <x 
0 


_ §+ 


mit dem Skalarprodukt (v,v,) = // 6», 4 1 dé dy im Definitionsbereich 
0 


9; : v (€, n) zweimal stetig differenzierbar in 0 < &, 9 < «; 

v, L,v € 9; Randbedingungen bei £ = 0 und bei 7 = 0; 
erklirt seien. Wenn fiir jedes »=0,+1,..., die Menge von Vektoren 
{w,(&, ), va,,(&, )} ein vollstandiges System von Eigenelementen und Eigen- 
paketen des Operators L, in 9,, bildet, dann ist 

{e'"* w, (&, 9), e'”% 0, ,(&, n)}e-0, 41,42... 

ein vollstindiges System von Eigenelementen und Eigenpaketen des Opera- 
tors L in 9,, das ist eine elementare Folgerung aus der Vollstandigkeit des 
Systems der Funktionen e'’’, y = 0, + 1, + 2,..., im Raum aller Funktionen 


22 
u*(qp) mit f{ |u*(p)|?d@ < oo. Es geniigt daher, sich mit der Spektraltheorie 
0 
der Operatoren L, in D 1, mu befassen. 
Hier kénnen nun vorstehende Siatze angewandt werden. Wir erklaren 
§}: Alle ut(£) mit f |u*(g)|? (1 + g/4) dé < 0; 
0 
$*: Alle u*(n) mit f |u*()|? (1+ 4/4) dn < «; 
0 


male: 408 ce Ze 
Abe = 79a (- ae (ES) + (Fe-at ce) sh 
fir u' aus 


. ae 7 
A!: uw! stetig, iE totalstetig in 0 < — < u}, A} uw! aus $'; 


00 ; 
l d du? y | € 
2 ~ “s <4 a ° oo a 
4,0 = sae dn (n dn )+G n 4 nt) 


rl S& - 





y 
ge 


ety 


im 
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fiir u* aus 
2 _ oF —— 2 
A>: u® stetig, a totalstetig in 0 < 9 <0; u®, AF u? aus 9. 
- ; z 


An den vier singularen Intervallenden & = 0, ©; 4 = 0, ~« ergibt sich folgendes 
asymptotische Verhalten der Lésungen der Differentialgleichungen (A’—i) u’ =0: 
wo.1 = &” (1 + 0 (8); uj, = 9”? (1 +0(n)); 

uj. o = "2 (1 + O(E)) + e up; log &; 


ud o = n~'”2(1+O(n)) + cy ud; log n; 


ul, =e'sVet— oye tl. gh + O(E-4)); 





ue. eil8 Ven" 2 Ve ween ‘ie (1 + O(n-4)); 


uz 5 = 6 Vee ayo &-/(1 + O(E-4)); 
’ P =, " 
ue =e U3Ven'+ sor “-9-"*(14+0(n +)). 
Daraus folgt: Fiir & = 0, » = o liegt fiir jedes » Grenzpunktfall vor, fir 


E=0, » = 0 dagegen fir 


\y| > 1 Grenzpunktfall, fiir |y| < 1 Grenzkreisfall. 
, bei €= 0, 
7 = 0 noch durch je eine selbstadjungierte Randbedingung ein, die wir speziell 
so wihlen wollen, da die Funktionen «) , sie erfiillen. Dann sind alle Opera- 
toren A’ in 2 hypermaximal. Aus einem Kriterium von H. Weyt [16]}") 


Wir schranken aus diesem Grunde die Definitionsbereiche 2, 2, 


folgt zudem, daB A} in Q! fiir jedes » ein diskretes Spektrum besitzt. Daher 
sind mit A/= A? in Q? m1 und 

2 1 ee 7 ni4 
sea? © O)=7ypHa © (M= Tea © (= Tha 


die Voraussetzungen von Satz 1 und dessen Zusatz 1 erfiillt, die nach § 1 
, in @, und A, in A, sind wesentlich selbstadjungiert. 
Nun stimmen A, und ZL, bis auf den Definitionsbereich iiberein und man 
iiberlegt sich leicht, daB die kleinsten abgeschlossenen Fortsetzungen von A, 
und ZL, identisch sind, irregulire Geraden des Simultanspektrums sind nicht 


gebildeten Operatoren A 


vorhanden; jeder abgeschlossene Bereich der A, u-Ebene ist daher eine regu- 
lire Menge des Simultanspektrums. Nach Satz 7 ist das Simultanspektrum 


von A, in @, und A, in A, leer fiir alle Punkte, die nicht auf den Kurven 


a ee (siehe §5) liegen, fiir die (Al — A s!— we) go = 0 nicht- 
trivial auflésbar ist. Die Kurven ©} ,, x = 1, 2,... schneiden sich nirgends 
in der A, u-Ebene und der Nullraum von (A! — A s!— vw) wird fiir jeden 
Punkt p¢ €}, durch genau ein Element y}.,(&) mit |y}.,|| = 1 aufge- 


spannt. Eine Untersuchung des Spektrums von 
(t?) s.. (— s? sin # + # cos #)1(Al — A s!— wh) 
etwa mit Hilfe der TrrcumMarsuschen Forme!n zeigt, daB dieses Spektrum fiir 


1) Das dort ausgesprochene Kriterium ist fiir den Fall eines Intervalles — 00 << x < 


© angegeben. Es macht keine Schwierigkeiten, das analoge Kriterium zu beweisen 
im Fall, daB eine oder beide Intervallgrenzen endlich sind. 
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jedes # aus — . < # <0 und jedes p = {A, 4} rein kontinuierlich und total- 


stetig ist und daB es die ganze reelle Achse iiberdeckt. Punkteigenwerte von 
A, in A, sind daher nach Satz 10 nicht vorhanden, denn die Gleichung 
(A2 — A#@+ pw s*) g* = 0 ist fiir kein A, uw nichttrivial lésbar. Satz 5 liefert die 
Existenz der Matrix P(K) = ((0,,,.,,.(K))) und die Formeln (8.10) bis 
(8.14). Nach Satz 7 folgt P(K) = 0, sobald K keinen Punkt der Kurven 
€! ..x=1,2,..., enthalt, es kann daher P(X) auch als Mengenfunktion 
P(b) erklart werden, die jeder Menge von endlich vielen abgeschlossenen 
Kurvenbégen der Kurven ©}, eine 4x 4-Matrix zuordnet. Ist 4 = A, ,(o). 
= py, AC), Fy x. <0 <6, ,,4 eine analytische Parameterdarstellurg der 
Kurve €! , so gibt es eine 4x 4-Matrix P(c) = ((o,,. vivir, @))), deren Ele- 
mente @,,. y,; y/»,(¢) in o von beschrankter Schwankung sind und so, daB fiir 
einen Bogen b der Kurve ©}, dem das Parameterintervall o,< o < o, ent- 
spricht gilt P(b) = P(o,) — P(o,). Die Integrale in (8.10), (8.12) und (8.14) 
kénnen daher als gewdhnliche Stieltjesintegrale gedeutet werden. Aus 
Satz 5 und Satz 8 ergeben sich die folgenden beiden Entwicklungssitze: 
1. Fiir f = f(z, y,z) aus 2 gilt nach Satz 5: 


ono = Lr Pn 9 
(16.3) f- Sew f Dy, (25 As, (0), My, x(8)) > 
=— co x=1 Yu ¥2=1 


‘ we yl Y3 Av, «(0); My, x(2)) d a, x;y (a) 
(a) 


Vir Ve 


mit 


(16.4) a, ..5, y, (0) = fff e~'"? @, x-y,, », (0; 9) f(x, y,z) dadydz 


— 





und 
(16.5) Oy, uz »,, y,(F3 &: 9) = eo. wy (E35 As, x(G), My, x(2)) 


i 
Mo ¥s 


x we. Y, (93 Ay, (4), My, x(@)) d Ov, 05 ¥15 708 0 Ve (o) 
(4) 
sowie 





oo 4 
(16.6) 0, .: neveri.y, ©) - [fon %. ¥(G3 E, 1) Oy, x: y,, y(03E,) 7 4] dédy. 
0 


Die why; jy =1,2; »=0,41,4+2,... seien dabei Lésungen der Diffe- 
rentialgleichungen 


d [, dw 21 8g ' 2 
- Hl ae) +(% = gt gh)u-géut aw, O<f<a; 
Z e 


d du* vy 1 a2 4 . . ; 
~ FV ta) tag 5 eT) = IPB, O<4K<a, 
die etwa bei € = 1 bzw. 7 = 1 so normiert sind, daB gilt 
wi = 0; w} ,’ =]; w} , =|; w} ,’ =, 
wenn mit w? , die Ableitung von w’_, nach & bzw. » bezeichnet werde. 
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2. Fiir die Spektralschar Z, des Operators L in 9, folgt nach Satz 8 


2 a v.dp! 
(16.7) = 


+ 0 x 
.y , .' ’ 
| _ 
v © xl 


€ 


A 


[ (ce E?, } , Ei , FE? a» C (6,) . P,. 
r 
<A 


(1 + &/4) (1 + /4) 
E+” 





Fiir u aus 2, vaus Q,: ff f |v(x,y,z)|* dxdydz < «sei dabei 
erklart 
22 


1 , c ivq’ ’ ’ ’ ’ 
Pu = = ere fe '"® u(x (én, gp’), yl&. y, 9’), z(&. yn. y’)) dg’, 
' 0 


4(€ +) 
(4+&) (4+) 


E} pt = rp (E) Sf php (E) u (x(E 9, —), y (, 9, @), 2 (E's 1, p)) (1 + &/4) dé’ 
0 


Cu= u, 


a5 + a5 - nlf) pq mit |p| = [(42)*+ (4p)}. 
E: 4, sei der zum Intervall 0 < 4 <|4p| gehérige Abschnitt der Spektral- 
schar des Operators (1% p) 2 (A*— A#+ ws*); mit einer bis auf eine additive 
Konstante eindeutig bestimmten 2. 2-Matrix P?(c) = (0%; 4p; ».y (@))) gilt 
also fiir v aus 2: 


und es sei ¢3 »(%) =( - 


1 


Er 4p [ x wey (niAt+adAdput+adAp)da? ,.4,(a; &, ¢) 
Fi y=1 (a) 


0 


mit 
Oy: 4p (%3 &, DP) = f WF yap (& H) V(x, Y,2) By (m) (L + /4) dn 
0 
und 
- 2 
Wy, 1; 4p (%; 4) = Sy wi, (nidAt+oAi,u+aAp)d e?.,, , (0); 
y=1 (9) 


ri 
2 am > F 5) #2 : 
Os; », 7 (0) = f Wy, v; 4p (%3 ) Ws, y; 4p (& ) 4 p(y) (1 + 9/4) dy. 
0 


Cyi p2 . transformiere den Raum £! , E? 2, in sich und fiir v, v, aus 2 
Ey» =, 1p "7? *,Ap~0 1 0 
gelte 


+ o 


(fs ae (4+£) (4+%) 
iv ly az (0 » \g2 " 
[[ [endcayac— ff fo E} E24, %1)f4p(") te 47) dxdydz. 
Literaturverzeichnis am SchluB der ersten Mitteilung. 


( Eingegangen am 17. Mar 1954.) 
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Some Arithmetic Properties of the OLIVIER Functions. 
By 
L. CaRLITz in Durham (N.C.) 
1 Introduction. Let & be a fixed integer > 1. Oxitvrer [6] defined the 
functions 


mk+r 


(1.1) @,(z)=  — (O<r<k-}). 


9 (m k+r)! 
GLAISHER [4] employed these and similar functions in deriving lacunary 
recursion formulas for the EULER numbers. More recently the functions have 
been touched on briefly by E. T. Bex [1]. 

We may define sets of rational integers a,,= a, ,, by means of 


(1.2) xe = 5 Om = (a,= 1), 

so that a,,= 0 unless k | m; clearly (1.2) implies 

(1.3) ¥ (a, 0 (r >). 
r=0 


Thus for k = 2, we have a2,,= E,,, the EULER number in the even suffix 
notation. In view of KuMMER’s congruences for the EuLER numbers, 


r 

(1.4) > (-1)' +(*) Ens ee=9 (mod p’*, p™), 
s=0 . 

where p is an odd prime such that p*-!{p — 1) | w, it is natural to ask whether 


a like result holds for arbitrary k. We show first that 


(1.5) ZF (-1)°-*({)an+e0 = 0 (mod p'*, p™), 
s=0 

where now pik, p*~!(p“— 1)| w and w is the least positive exponent such 

that p“= 1 (mod k). Indeed a result like (1.5) holds more generally for the 

coefficients a’) occuring in the expansion 


m 


m m ' ) 


(1.6) (®,(2))-* = F a = (ai = 1), 
m= 0 

where A is an arbitrary integer. The proof of the generalized version of (1.5) 

depends upon an explicit formula for a‘” [see (2.3) below]. 

In the next place we prove some general results concerning series that 
include (1.1); in particular the results apply to certain combinations of the 
Jacosi elliptic functions (see § 5 below). 

It may be remarked that, for example, the expansion 

zx 
D(x) — m! 


m=O 


(1.7) 


(bo= 1) 
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defines a sequence of rational numbers b,,,. In this case it is natural to seek 
not only an analog of (1.5) but also of the Sraupt-CLavusEN theorem: we are 
however not able to answer these questions. 

2. A formula for a). If @ denotes a primitive k-th root of unity then of 


course 
k-—1 
~ 
_— 


s=@ 


$ 
aw £ 
e 


(2.1) 


= k®,(zx). 


Making use of (2.1) we shall derive an explicit formula for a. In order to 
simplify the discussion we take k = 3, but the method is quite general. We have 


f 3 \4 
(P,(x)) (3+ (2 1) + (ew? — 1) + (ew*z — }) | 
wd 1\“/A+n—1 ‘ 
(2.2) = J» \|-- {(e*— 1) + (e®* — 1) + (e” 7— 1)" 
rH { 3) | n ) ) , 
” os Ss . ) hy + hy thy (Ayn, theths 
ew % . 0: 3 hy! het hs! 
(e* — 1)" (e**— 1)": (e"* = — Ly’, 
where (A), = A(A+1)...(A+n— 1), (A)p= 1. Since 
x h h) 
(e*7—1)*= J S(h,r) ,, Sh,r)= SY (-1) #(*) zr, 
r=h . z=0 re 
we get 
(e* — 1)" (e”*— 1)" (e**7— 1) 


Ps S(hy, 7) S(he, Te) S(hg, rs) 
s’ hy ( 1)" het hs-h,—-3 
— mi. =, 
, 0 Da eDeods 
go - v ( as rhs—h—ds in( 
— mi, 
m=O Divdards 


xs (@ x)ra (w* x)rs 


r,! Tf! 5! 
ry h h 
i,(™ 2 3\. 
(5, (2) (3) 
yy m! rs (ay 4_\Ps iW 
LL (> J2)"* (@" 9s) 


h a 


hi 


hy 
)e 


(2) (* 


Hence substituting in (2.2) and comparing with (1.6) we see that 


A FY 3 

(2.3) hy t+hithssm 
. 1’ 

_ = 

JirJards 


for all m => 0. 


vanish. It is also evident that in the outer sum we may allow h,+ h, 


where m’ is any integer > m. 


capris) 


Thus in particular when k + m the right member of (2.3) must 


hy (Aha + tis + hs 
h,! hy! hs! 


i) 


h, 


/ 


ee be 
{ ) 14 @ Je7 «w* j)” 


} 
hs: 


, 
m 


> 


For some values of k it may be possible to derive a formula simpler than 


(2.3). For example consider the identity used by GLaiIsHeER [4, p. 
ox 


cosh x cosx = 3” 


(2.4) 
0 


» 


x m 


(- 1)" Q2m (4m)! : 
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Since 
oo gzm ee grim 
, 1 7 
sech z= »° Ey, 7 yp? See =>) (-—1)" Eom (2m)t? 
0 {= ™)>: 0 = H 


it is clear that 


~ 2m = —A 2m 
sech xsec x= 5’ Eom (2m)! ’ ES», _ a = 1)"(9") or Bem—er- 
0 : r=0 - 


In view of the familiar formula 


m t t 
En=S2-*¥ (-1¢({) e041, 
t=0 s=0 é 


it follows that 


2m 
(2.5) Big= 3 2-20-48 Y(—yeee(%) ("ar 414i et nym 
gh=0 r,8 


+ (2r+1—é(28+ 1))?*}. 

Since the right member of (2.4) is clearly ®, (2* e*‘!* x), it follows that (for 4 = 1) 
2.6) Qam= (—1)™ 2-2” Ein ) 
(Indeed a,,= e~*'"/*2-™/22" holds for all m, but both sides vanish when 
44m.) By means of (2.5) and (2.6) we have another explicit formula for a,, 
in the case k = 4, Additional special formulas can be obtained but it scarcely 
seems worth while stating them. 

3. Proof of (1.5). For the method of proof compare [5, Chapter 14]. It 
is evident that for arbitrary k, (2.3) is of the form 
(3.1) a) = CM u™, 

“ 

where the C\?) are rational with denominators equal to a power of k and y 
runs through numbers of the sets 
(3.2) At @jetssst+@'"j, (O5S9,4+°°°+37,5m’). 
where m’ is any integer => m. 

Now let Z = R(w) denote the cyclotomic field obtained by adjoining 
to the rational field; thus the numbers y are integers of Z. If p is a rational 
prime that does not divide k, let u denote the exponent to which p belongs 
(mod k). Then it is familiar that we have the decomposition 


(3.3) (p)=1p,,--.P-, Np,= »* (uv = D(k)). 


Hence if p*-!(p“— 1) | w, we have 


(3.4) pe’ = 1 (mod p§) j= 1,..., 0). 
On the other hand (3.1) implies 
rT \ 
at a(-yr* (' On aw = On w™ (w* — 1) 
s=0 7 


on properly choosing m’ in (3.2). Hence (3.4) implies that the left member 
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of (3.5) is congruent to 0 (mod p}*, pj") forj = 1, ..., v. Finally therefore (3.3) 
yields 
r y ' 
(3.6) 2(- (") a, w= 0 (mod p’*, p™), 
s=0 . 


subject to the condition p + k and 
(3.7) pe-*(p*— 1) | w. 
This extends (1.5) to the case of arbitrary integral A. 

A word may he added about fractional values of A, We recall that the 
number 

(A) hy + +++ + hy 
hy! hg! +++ Ay! 

is integral (mod p) provided p does not occur in the denominator of 4. Hence 
we infer that (3.6) holds for rational 4 provided A is integral (mod 7). 

We may now state 

Theorem 1. Let r=>1, e=1; p prime, A integral (mod p), pt k and p 
belongs to the exponent u (mod k); also let w satisfy (3.7). Then the coefficients 
a’) defined by (1.6) satisfy (3.6). 

In addition to the general result (3.6) we note (in the case 4 = 1) that for 
arbitrary p, (1.3) implies 


m 


m 
> (km + (km 
.Y P = 5 . = () mod 
J ler) r=0 kr) re { P) 
and therefore we have 
(3.8) Ox mp = Tem (mod p) 


for all p (including p | &). 
It may be of interest to point out that for the coefficients in 


| Fd) ee 
(3.9) ithe limi) & Sm af 


a result like (3.6) can be obtained for all p. Indeed corresponding to (3.9), 
the coefficients C’” in (3.1) are rational integers. If p+ k then (3.6) holds 


“ 
for @,, but if k = p*k’, p + k’, then in place of (3.3) we have the factorization 


(p) = (Py:- ++ py), Np,;= p* (u’v’ = D(k’)). 
where p belongs to the exponent u’ (mod k’). It follows that 
u* = 1 (mod ps (v* p**)) 
provided 
(3.10) prre-t (p* — 1) | w. 
We thus get the following analog of Theorem 1. 
Theorem 2. If k = p*k’, p + k’, and w satisfies (3.10) then 


(3.11) > (- 1)" *("\a .=0 (mod p’*, p™). 
0 § 


mrsw 
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4. Some general results. We consider series of the form 
(4.1) f(z) = S ¢_x™/m! (c,= 1), 
m=1 
where the c,, ere rational numbers that are integral (mod p) for some fixed 
prime p. We assume that (D = d/dz) 


(4.2) (D?— c,D) f(x) = p Se, f(z), 
0 


where the é,, are also integral (mod p). If g(x) is another series of the form (4.1) 
with coefficients d,, that satisfies a relation like (4.2) and if in addition c, = d, 
(mod p), then it is proved in [3, § 6] that 
(4.3) (D? — c, D) f"(x) g*(x) = p> AM"? f(x) g*(2), 
r,s 

where the A‘”;") are integral (mod p). 

If w denotes an arbitrary k-th root of unity, then clearly the hypothesis 
on f(x) implies 


(4.4) (D?— w?-*c,D) fix) = p F(x), 


where F(x) is of the form 5’ b,,/"(@ x) with integral coefficients (mod p). 
It follows from (4.4) that, if k | p*— 1, then 

u P - j mM —] 
(4.5) (D?" — el*ID) f(x) = pF, (x) (fr) r 
where F(x) is of the same general form as F(z). In the next place, exactly 
as in the proof of formula (6.9) of [3], (4.5) yields 


k-1 
(4.6) (p®" — el! D) IT fis (@! x) = pF, (x), 
j=0 
where the ¢; are arbitrary integers > 0 and F, (2) is a power series in the f(@’ x), 
j = 0,...,k — 1, with integral coefficients. Iteration of the operator in the left 
member of (4.6) leads immediately to 


k-1 
(4.7) ( pe" cyl DY 7 fs (w’ x) = p* F(x), 
) 0 
where F(x) is of the same general form as F,(2). 
For the applications it is convenient to put (4.7) in a slightly more general 
form. To begin with, the identity 


a? y?" = (zx y)?" + »* pi(z y)? f(x,y), 

j=1 
where the /;(z,y) are polynomials with integral coefficients, when applied 
to the operator in the left member of (4.7), leads to 


k=1 
(Dw e (p—1) ) De IT fi (@,; x) p* F, (2), 


j=0 
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where p*'(p*— 1)|w and F,(zx) is of the same form as F,(x). Hence by 
iteration we get for r => 1 


k-1 
1.8) (Dv- e (p 1))¢ Dre [7 fi (@? x) = pr F; (zx), 
j=0 
where F’; (x) is of the same general form as F, (2). 
This proves 
Theorem 3. If f(x) satisfies (4.1) and (4.2) and p belongs to the exponent 
u (mod k), then (4.8) holds for all r => 1, provided 


(4.9) p*(p" — 1) | w. 


When (4.2) is not satisfied it frequently happens that the weaker condition 
4.10) Df(x) =1+ 3 %,,f™(z), 
I 


where the @,, are integral, holds. In this case we apparently cannot assert (4.8). 
However comparison with the proof of [3, Theorem 6] shows that in place 
of (4.7) we have at any rate 

k-1 
4.11) (p?" — cp’ D)t IT fti(w’ x) = p" G(z), 

j=0 
where r, is the greatest integer < +(r + 1) and 
(4.12) G(x) = Dd, x™/m!, 

0 

with integral d,,. Then exactly as in passing from (4.7) to (4.8) we may show 


that (4.11) implies 
k-1 

(4.13) (Dv — cy®—) Dre IT ft (w! x) = pre» G(x) (p > 2), 
j=0 


where w satisfies (4.9) and G(x) is of the form (4.12). We may therefore state 
Theorem 4. If f(x) satisfies (4.1) and (4.10) and w satisfies (4.9), then (4.13) 
holds for all r => 1 with r, equal to the greatest integer S $ (r + 1). 
5. Applications. If we suppose that f(x) is of the form (4.1) and put 


k-1 
(5.1) k@(z) = ¥ f(w*2), 
s=0 
then 
(5.2) D(x) = > c se 
’ ace km (km)! 
We also put 
= km 
(5.3) 1+t@(z))-*= ¥ a () = 
) ( ( )) ny km | ) (km)! 
Then exactly as in § 2 
(l+¢@(z)-*= f-stt ot {S jor2)| 
a=0 k ” s=0 | 
~ ° + ale 60 0 ae k 1 . 
a > .. 4 hy (A) ha hy x f*i(w) x) 
hy, ose hy, =O k hy shy j=0 
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It is now possible to apply Theorems 3 and 4. We thus obtain the following 
results. 

Theorem 5. Let f(x) satisfy (4.1) and (4.2). Let 2 and t be integral (mod p), 
where p is a prime that does not divide k, and let w satisfy (4.9). Then the coeffi- 
cients a,,= a\,)(t) defined by (5.3) satisfy 
(5.4) XS (= 1)" (8 ans oe =O (mod p’*, p”) 

s=0 $ 
forallr>1,e21. 

Theorem 6. Let the hypothesis of Theorem 4 be satisfied except that f(x) 
satisfies (4.10) in place of (4.2). Then we have (p > 2) 

(5.5) ES AH1*("lanss00 (mod p'e-Y*", pm), 
s=0 8 


where r, is the greatest integer <r +1. In particular 
(5.6) a 


(For p = 2 the modulus is (2¢*, p™)). 

Corresponding to Theorem 2, it is readily seen that the following supplement 
to Theorem 5 may be obtained. 

Theorem 5’. If k = p*k’, p+ k’ andp’ |t then (5.4) holds provided p***~? 
(p™’ — 1) | w, where u’ is the exponent to which p belongs (mod k’). 

A like result can be stated for Theorem 6. 

As instances of Theorem 5 we remark first that f(x) = e*— 1 evidently 
satisfies (4.2); indeed in this case taking t = 1, (5.4) reduces to (3.6). 

A more interesting example of Theorem 5 is furnished by the Jacont 
elliptic function [2] 


=a» (mod P*, p”™) (w= p* * (p™ —1)). 


mrw 





oo 


(5.7) f(x) =snz=)'A,,x™/m!, 
I 


where the A,, are polynomials in the square of the modulus of sn x. Since 
sn x satisfies (4.2), Theorem 5 applies. Note also that a similar theorem can 


be framed for 
k-1 

(5.8) k D(x) = J» fox). 
@=0 


Hence if we put 


en*z = 1 — sn?z = = C,,x2™/m\}, 
0 

then if k is even and A is integral (mod p) 

oo —A 00 

2 Con km i(k m)!| = SCH a*=/(km)!, 

0 0 
where C,, and C(”) are polynomials with integral coefficients (mod p). We 
conclude that 

r 

(5.9) Sy (- 1) -+(") CH. =0 (mod p**, p”), 


s=0 


provided that w satisfies (4.9); note in particular that p is assumed odd. 
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Similarly if 
oo 
dn?z = }'D,,x™/m!}, 
0 
and 


20 —A 30 
Isp... z*™/(km)!\ = YD at|(km)!, 
0 J 0 
it follows that D\”, satisfies the congruence (5.9). A more general theorem 
can be obtained for the coefficients in 


en'adn' x= Y'L,, x™/m!, 
0 
(2 a Bo 
2 Lem xkmi(km)!\ = SLC xti(km)!, 
0 0 


where / and l’ are integral (mod p); we can assert that L also satisfies (5.9). 


km 
Returning to (5.7) and noting that 
=a gk m+t k =, ’ : 
BD Asart (ima! = 2 jtsn w/ x (lstsb), 
m=O j 


it follows from Theorem 3 that the coefficients S;*) defined by means of 
ak m+t A 


(km + t)!] 


a t,a) am 
= ae Sr 
m=0 


{ 20 
P A km+t 
m=0 


GQsts hh, 


m! 


where now A is a positive integer, satisfy a congruence of the form (5.9). 
A more elementary example of the same kind of result is furnished by 


(5.10) (®, (x) Ze — (lst<k-}), 
m 0 > 


where A again is a positive integer and ®,(x) is defined by (1.1); the case r = 0 
of (5.10) is of course covered by Theorem 1. We may evidently assert that 
a) satisfies 


(5.11) s*(- 1)" #(") als?» = 0 (mod p, pp") (lst<k-—- 1) 


subject to the usual conditions on p and w. Whether (5.11) holds for negative 
or fractional / is not clear. 
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Einleitung. 

In dieser Arbeit greifen wir das Problem, fiir die Distributionen von 
L. Scuwartz [S]') ein universelles Produkt zu definieren, welches das gew6hn- 
liche Produkt zweier Funktionen und das «produit multiplicatif» zweier 
Distributionen als Spezialfille enthalt, in méglichst umfassender Form an. 
Dieses Problem ist fiir die physikalischen Anwendungen von groBer Bedeutung. 
Der vorliegende erste Teil der Arbeit bringt die Grundlagen einer allgemeinen 
Multiplikationstheorie. Der Einfachheit halber beschrinken wir uns dabei 
auf den Fall einer einzigen unabhangigen Veranderlichen. 

Das «produit multiplicatif» S - 7 ¢ (D’) zweier Distributionen S, T «¢ (D’) 
(das wir im folgenden ,,inneres Produkt‘‘ nennen wollen), kann man nach 
L. ScuwartTz nur in speziellen Fallen definieren, wenn nimlich die eine Distri- 
bution um so ,,regulirer“ ist, je ,,irregulirer“ die andere ist. Genauer, wenn 
fiir ein geeignetes m etwa S ¢€ (H™), T € (D’™) ist, oder wenn dies auch nur 
in einer gewissen Umgebung eines jecen Punktes des Definitionsbereiches gilt, 
wie z. B. fiir S < (2), T € (D’). Insbesondere braucht S -7' nicht zu existieren, 


*) Den Herren Prof. Dr. L. Scowarrz, Paris, und Prof. Dr. K.-H. Weise, Kiel, bin 
ich zu herzlichem Dank verpflichtet. Mein Dank gilt ebenfalls der Deutschen Forschungs- 
gemeinschaft, deren Unterstiitzung mir die Durchfiihrung dieser Arbeit erméglichte. 

1) GroBe Buchstaben in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis 
am SchluB dieser Arbeit. 
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wenn S, 7' zwei lokal integrable Funktionen sind; das entspricht der Tat- 
sache, daB das gewohnliche Produkt zweier solcher Funktionen im allgemeinen 
nicht wieder lokal integrabel ist und daher keine Distribution definiert. 

In [K] haben wir den ScnHwarrzschen Distributionsbegriff nun so er- 
weitert, daB der Raum &F der verallgemeinerten Distributionen insbesondere 
alle im Grundbereich definierten reellen Funktionen (genauer wieder: alle 
Klassen von dort definierten und fast iiberall gleichen reellen Funktionen) 
enthalt. In § kann man in analoger Weise ein ,,inneres Produkt“ S -7' er- 
klaren, und dies umfaBt jetzt das gew6hnliche Produkt zweier Funktionen un- 
eingeschrinkt als Spezialfall (§§ 1, 9). Hierdurch wird nahegelegt, beim Multi- 
plikationsproblem von diesem allgemeineren Distributionsbegriff auszugehen. 

Unsere Aufgabe ist also, das in  definierte innere Produkt zu einem uni- 
versellen Produkt, d.h. zu einer bilinearen Abbildung § x F>D von ganz 
+x in einen zunichst beliebigen Erweiterungsraum PB von &F fortzusetzen. 

(1) & ist isomorph zu einem Unterraum von J (und werde im folgenden 
damit identifiziert). 

Wir wollen also nicht verlangen, daB das universelle Produkt wieder den 
Wertebereich F besitzt. Denn es ist véllig unklar, wie man ein solches Pro- 
dukt, das zudem allen spiteren Forderungen geniigt, erklaren kénnte. 

Dann liegt es aber nahe, zu fordern, daB sich F x F->YD auch zu einer voll- 
stindigen bilinearen Abbildung Bx B—D fortsetzen laBt. Wir wollen diese 
Forderung jedoch abschwachen und nur die Fortsetzbarkeit zu einer bi- 
linearen Abbildung § x B+ verlangen: 

(Il,) Fiir S € F, W¢ DP ist ein bilineares Produkt SoAc P erklart. 

(II,) Besitzen S,T €& in § ein inneres Produkt S -T', so stimmt So T damit 
iibe re in. 

Wir fordern weiter, daB sich die in § definierte Ableitung auch auf aus- 
dehnen laBt, und daB das Produkt So 2 uneingeschrankt die fiir die Defi- 
nition des inneren Produktes so fundamentale Produktregel erfiillt: 

(III,) nD ist eine lineare Ableitung erklirt, die die in§ definierte verallgemeinert. 

(III,) Es gilt die Produktregel (So A)’= S’'oA+ Sow’. 

AuBerdem miissen wir verlangen, daB ein Element von %, wie eine Distri- 
bution (und wie jede sinnvolle Erweiterung des Funktionsbegriffes iiberhaupt), 
, lokale‘‘ Eigenschaften hat und durch seine Vorgabe ,,im Kleinen“ auch ,,im 
GroBen‘‘, als Ganzes einceutig bestimmt ist. Und schlieBlich fordern wir 
selbstverstindlich, daB % nicht gréBer als nétig gewahlt werden soll, um alle 
diese Eigenschaften besitzen zu kénnen. Damit haben wir: 

(IV,) Beim Ubergang zu einer offenen Teilmenge A des offenen Definitions- 
bereiches {2 besitzt jedes Element A ¢ P eine wohlbestimmte Restriktion A,€ D4 
auf A, die die in & definierte verallgemeinert. Die Abbildung A+A, ist linear, 
ferner ein Homomorphismus in bezug auf die Multiplikation mit einer Distri- 
bution und in bezug auf die Ableitung. 

({V,) (Minimaleigenschaft.) Die Restriktion eines Elementes A € P auf eine 
hinreichend kleine Umgebung eines jeden Punktes von Q2 ist eine endliche Summe 
von Produkten endlich vieler Distributionen endlicher Ordnung (§ 1). 
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(IV,) (Lokalisationsprinzip.) Ist in einer gewissen Umgebung 2,  Q eines 
jeden Punktes y € Q ein Element A” P, gegeben und sind fiir alle y, z € Q mit 
2Q,7-\ 2,+8 die Restriktionen von A’, °A* auf diesen Durchschnitt gleich, so 
gibt es ein eindeutig bestimmtes Element A&P, dessen Restriktion auf Q, fiir 
jedes y € Q mit A” iibereinstimmt. 

Durch diese Forderungen (IV) wird das Multiplikationsproblem nun zu 
einem ,,lokalen“‘ Problem. In der Tat kénnen wir hiernach den Raum G% 
durch einen wohlbekannten ,,ZusammensetzungsprozeB“ gewinnen, wenn wir 
in einer gewissen, relativ zu 22 kompakten offenen Umgebung U, eines jeden 
Punktes y ¢ 2 den Unterraum p,c, aller endlichen Summen von Pro- 
dukten endlich vieler Distributionen endlicher Ordnung kennen. Unsere Auf- 
gabe reduziert sich also darauf, dem offenen, beschrinkten Intervall U einen 
Raum p zuzuordnen, der die folgenden Eigenschaften besitzt: 

(i) Der Raum f der (verallgemeinerten ) Distributionen endlicher Ordnung (§ 1) 
ist isomorph zu einem Unterraum von p (und werde im folgenden damit iden- 
tifiziert). 

(ii,) Fiir a €f, a € p ist ein bilineares Produkt ao a € p erklart. 

(ii,) Besitzen a,b €f in f ein inneres Produkt a-b, so stimmt ao b damit 
iiberein. 

(iii,) In p ist eine lineare Ableitung erklirt, die die in { definierte verall- 
gemeinert. 

(iii,) Bs gilt die Produktregel (a0 a)’=a'oa+aoa’. 

(iv,) Beim Ubergang zu einem offenen Teilintervall V von U besitzt jedes 
Element a € p eine wohlbestimmte Restriktion ay € py auf V, die die inf dejinierte 
verallgemeinert, usw. 

(iv,) Jedes Element a € p ist endliche Summe von Produkten endlich vieler 
Distributionen a € f. 

Auf Grund vor (iv,) wird nun durch 


a, @ 4, @ +++ @ a,-,@a,—>a, 0 (a, 0+ 0 (a,_,04,)) = a,04,0°*- Oa, ,04, 


eine lineare Abbildung der Tensoralgebra f von f (§§ 2, 4) auf p erklart. Diese 
Abbildung ist ein Homomorphismus in bezug auf die Multiplikation mit einer 
Distribution a ¢*; ferner wegen (iv,) ein Homomorphismus in bezug auf die 
Restriktion des Definitionsintervalles, und, wenn man die in f erklirte Ab- 
leitung (wie es sehr nahe liegt) mittels (4.3) auf f ausdehnt, auf Grund von (iii,) 
auch in bezug auf die Ableitung. Fiir einen gewissen Unterraum r von f ist 
p = f/r, und unsere Forderungen reduzieren sich auf 


(i') Es ist r-\f = {0}. 

(ii,) t ist Linksideal in f. 

(ii,) Besitzen a,b €f in f ein inneres Produkt a-b, so ista@b—a-bér. 

(iii,) t ist gegen die in § erklirte Ableitung abgeschlossen. 

(iv,) Ist V ein offenes Teilintervall von U, so wird t bei der kanonischen Ab- 
bildung f>fy in ty abgebildet. 
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Wir werden also auf die Frage gefiihrt, ob f Unterriume r mit diesen 
Eigenschaften besitzt. Ein solches tr kann jedenfalls kein zweiseitiges Ideal 
sein; denn wegen (iiz) miBte es dann 


b= (1-6-1@08)+(* oe ~@ 2) @ 5+ - @ (x @ 6— x°-d) 
enthalten, im Widerspruch zu (i’). 

Nun reichen unsere bisherigen Forderungen (I)—(IV) aber noch nicht aus, 
um ein befriedigendes Produkt S o 2 zu erhalten. Aus ihnen folgt z. B. nicht 
10% = & fiir ein beliebiges 2¢. Analog ist fiir ein beliebiges a ¢ p nicht 
notwendig 10 a = a oder fiir a,,...,a,€ f (n > 1) nicht notwendig 1 @ a,@ 
@***@a,— 4,@-+*+-@a,¢€r. Wir werden vont also noch verlangen miissen, 
daB es fir ,,hinreichend regulires‘ g €f das Produkt g @ a,®@ --- ® a, durch 
eines der Produkte a,@---@ (g-a;)®-+-:*@a, zu ersetzen erlaubt. Das 
ist aber fiir i = m wegen (ii,), (ii,) sicher dann der Fall, wenn ein solches g 
mit allen a, vertauscht werden darf: g @ a, @ --* @ a,— 4,@°**'@a@,@gEt. 
Als Bedingung ,,hinreichender Regularitat‘‘ geniigt dann jedoch, wie die zur 
eben benutzten analoge Identitat 


1 
6= (6-1 -8@1)+ + @ (d@2-6-2)-(L@ d@z-se(2-2)| 


zeigt, nicht, daB g, a, in f ein inneres Produkt besitzen. Vielmehr legt dieses 
Beispiel (wie mannigfache andere) nahe, fiir die in § 1 definierten ,,Ordnungen“ 
n (a), € (a) von a €f die Ungleichung 


n 


(1) C(g) + 2’ g(a) S0 
i=1 
zu verlangen. Unsere zusitzliche Forderung lautet also?): 
(ii,) Fiir 9, ay, . . ., Gy € f mit (1) ist g @ a, ® +++ @a,—a,@°'-@a,@G Et, 
(iis) Fiir g, a,,...,@,€f mit (1) ist gO a,0-++Oa,=a,0-°+-Oa,0g. 


Auf den Raum J iibertragen ergibt das, wenn wir die in §9 definierten 


,Ordnungen im Punkte x‘ n,(S), 6,(8) einer Distribution S¢G benutzen, 
die Forderung 


(II,) Fiir g, S,,...,8,€& mit 6,(g) + DY n(S,;) <0 ist go S,o---oS, 
i=1 
= 8,0---o8,0g. 

In Kapitel 1 dieser Arbeit, das den lokalen Betrachtungen gewidmet ist, 
studieren wir nun den Durchschnitt 9 aller Unterriume r von f, die die Eigen- 
schaften (ii’)—(iv’) besitzen. 0 ist offenbar der kleinste aller dieser Unterriume. 
Das erste Hauptergebnis dieses Kapitels wird sein, daB 9 auch die Eigenschaft 
(i’) besitzt (§ 7, Corollar 1 zu Satz 6). Es gibt also wirklich Unterriume von f, 
die alle unsere Forderungen (i’)—(iv’) erfiillen! — Dieser Nachweis erfordert 
ziemlich umfangreiche Vorbereitungen (§§ 3, 5,6; die §§ 1, 2, 4 enthalten die 
allgemeinen Grundlagen). 


*) Im Grunde ist es gleichgiiltig, ob wir etwa das erste oder das letzte der a; mit g 
multiplizieren. Aber auch die Form der Bedingung (1), die in jedem Falle dieselbe sein 
miiBte, sowie gewisse Griinde, die man aus den Rechnungen der §§ 4—6 herleiten kénnte, 
sprechen eindeutig fiir die zweite Méglichkeit. 
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Der zugehérige Quotientenraum 2 = f/o besitzt infolgedessen alle Eigen- 
schaften (i)—({iv) (§ 7, Satz 10, 11, 12). § 7 bringt weitere wichtige Ergebnisse 
iiber x (Satz 13, 14). In §8 beweisen wir sodann das zweite Hauptergebnis 
dieses Kapitels (Satz 16): (ii,) laBt sich fiir x verschirfen zu 

(ii,) Das Produkt ao b zweier Distributionen a, b ¢f ist genau dann wieder 
eine Distribution aus f, wenn a, b in f ein inneres Produkt a:b besitzen. Beide 
Produkte stimmen dann iiberein. 

Die globalen Betrachtungen des Kapitels 2 beginnen mit einem einfiihrenden 
Paragraphen iiber den Raum § und den genauen Existenzbereich des inneren 
Produktes (§ 9)*). Sodann fiihren wir in § 10 von z aus den oben beschriebenen 
ZusammensetzungsprozeB durch und gelangen zu einem Raum //, der alle 
unsere Forderungen (I1)—(IV) erfiillt (§ 10, Satz 18, 19, 22; § 11, Satz 24, 25). 
Die iiber a bewiesenen Tatsachen werden ins Globale iibertragen (Satz 20, 21, 
23). Insbesondere gilt fiir /7 wieder die folgende Verschirfung von (II,): 

(II) Das Produkt So T zweier Distributionen S, T'< § ist genau dann 
wieder eine Distribution, wenn S, T in & ein inneres Produkt S - T besitzen. 
Beide Produkte stimmen dann iiberein. 

Weiter entspricht der Minimaleigenschaft von 0: 

(v’) Erfillt cc § die Forderungen (i')—(iv’), so ist o in t enthalten,offenbar die 
folgende Eigenschaft von z: 

(v) Erfillt p die Forderungen (i)—(iv), so gibt es eine eindeutig bestimmte 
lineare Abbildung von x auf p, die alle Distributionen aus f fest laBt und ein 
Homomorphismus in bezug auf die Multiplikation mii einer solchen Distribution, 
in bezug auf die Ableitung und auf die Restriktion des Definitionsintervalles ist. 

In § 12 werden wir abschlieBend zeigen, daB auch fiir /7 ein analoger Satz 
gilt (Satz 27): 

(V) Erfillt B die Forderungen (1)—({IV), so gibt es eine eindeutig bestimmte 
lineare Abbildung von IT auf Y, die alle Distributionen fest laBt und ein Homo- 
morphismus in bezug auf die Multiplikation mit einer Distribution, in bezug 
auf die Ableitung und auf die Restriktion des Definitionsbereiches ist. 

Durch diese Eigenschaft, in Verbindung mit den ersten vier, wird der 
Raum /7 nun im wesentlichen, d. h. bis auf einen F elementweise fest lassenden 
Isomorphismus der gesamten definierten Struktur, eindeutig charakterisiert. 
Diese Charakterisierung ist insbesondere unabhingig von den Einzelheiten 
unserer Konstruktion dieses Raumes (dasselbe gilt natiirlich auch von z). 

Das von uns formulierte Multiplikationsproblem (I1)—(IV) ist also lésbar, 
und wir sind zu einer ausgezeichneten Lisung gelangt, die auBerdem (V) erfiillt. 
Damit haben wir fiir die weitere Untersuchung dieses Problems eine feste 
Grundlage gewonnen. 


Kapitel 1: Betrachtung im Kleinen. 
§ 1. Distributionen endlicher Ordnung. 
Es sei U ein offenes, beschrinktes Intervall der reellen Achse R. Mit 
g = ¢y° bezeichnen wir den R-Vektorraum der Klassen f,g,h,... von in U 


*) Die §§ 1,9 stellen eine fiir sich verstindliche Einfiihrung der verallgemeinerten 
Distributionen dar, wenn man 1), 2) in § 9 als Definition von § ansieht. 
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definierten und dort fast iiberall gleichen reellen Funktionen; die Elemente 
von g nennen wir kurz ,,Funktionen“. o™(m = 1, 2,...) sei der Unterraum 
der m—1-mal differenzierbaren Funktionen mit totalstetiger m—1-ter Ab- 
leitung. Alle g™ (m 0,1,2,...) sind beziiglich der gewéhnlichen Multi- 
plikation f -g R-Algebren. 

v sei der R-Vektorraum der Polynome a,b,c, ... in der Unbestimmten z 
mit Koeffizienten aus g: 


(1.1) a=Sh2, heg- 

1=0 
Als ,,Ordnung™ y(a) von a wird der Grad des Polynoms (1.1) definiert; dabei 
sei (0) = 0. Es gilt dann 


(1.2) n(a +b) S Max (7 (a), 4 (b)). 


Die Elemente a mit (a) < m (m = 0,1, 2,...) bilden einen Unterraum vp”. 
Es ist v°= q. Als ,,Ableitung® von (1.1) wird 
m 
(1.3) a’ = J" f, zt} 
l=0 


definiert. Die Abbildung a— a’ ist also linear, und es gilt 
(1.4) n(a) = Max (0, n(a’) — 1). 


SchlieBlich sei u der von den Elementen g’-- gz, g € gy erzeugte gegen die 
Ableitung abgeschlossene Unterraum, und u”™= u7\v™. Offenbar ist u° = {0}. 
Die Elemente a, b,c, .. . des Quotientenraumes f = p/u nennen wir ,,(ver- 
allgemeirerte) Distributionen endlicher Ordnung von U“. Als ,,Ordnung™ (a) 
von a wird (a) = Min y(a) definiert*). (1.2) tibertragt sich auf f; die Ele- 
aca 
mente a mit 7(a) < m bilden einen Unterraum f" = »”/u™. Insbesondere ist 
f°’= v°= @. Im folgenden identifizieren wir g und f° und verfeinern ent- 
sprechend die Definition von y(a): Fiir 4(a) > 0 sei (a) = (a), und fiir 
n(a) = 0, a € @ setzen wir f(a) - m, falls es ein gréBtes m mit a € m™ gibt, 
und sonst ¢(a) = — oo. Fiir €(a) gilt dann wieder (1.2). 

Da u gegen die in v definierte Ableitung abgeschlossen ist, wird durch (1.3) 
in f eindeutig eine lineare Ableitung erklart, fiir die wieder (1.4) und allgemeiner 
(1.5) C(a) = f(a’) - 1 
gilt. Hat die Funktion f in diesem Sinne die Funktion g zur Ableitung, so 
heiBt das genau, daB f ¢ g' und g die gewéhnliche Ableitung von f ist. Und 
a €f™ bedeutet, daB a im Sinne dieser Ableitung in der Form 

m 
(1.6) a= Xf, fe Y 


aww Fi? 


l=0 
darstellbar ist. 
*) Unsere Definition der ,,Ordnung“ einer Distribution stimmt mit der von I. Hat- 


PERIN ({[H], §5) gegebenen iiberein, weicht also geringfiigig von der Scnwarrzschen 
Definition ({S] I, 8. 25) ab. 
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Fiir g € o™, a € v™ definieren wir ein ,,inneres Produkt“ g-a ¢v™ durch 


m m 
(1.7) g:a= ( 3 (- *( 7) 9 t+ fy) 2h 
k=0\l=k 
Hierdurch wird »™ zu einem unitaéren g™-Modul. Aus a € u™ folgt g-a € u"; 
also wird auch f” zu einem unitéren g”-Modul, und fir das Element (1.6) ist 
m m ‘ k) 
(1.8) g-a-S( S(-y+(1) a »-h) 
k=0\l=k 
Allgemeiner kénnen wir das innere Produkt a-b fiir zwei Distributionen 
a,b €f mit (a) + €(6) < 0 definieren; denn dann ist fiir ein gewisses m ent- 
weder a € g™, b €f™ oder a cf", b€ p™. Fiir m = 0, also a,b €  ergibt sich 
das gewoéhnliche Produkt zweier Funktionen. Gilt auch noch €(a’) + €(5) 
= C(a) + C(b’) = f(a) + €(6) + 1 SO, so hat man die Produktregel 
(1.9) (a°b)'=a'-b+a-b’. 


§ 2. Tensorprodukte und Tensoralgebren. 

Im folgenden verwenden wir den Begriff des ,,tensoriellen Produktes‘‘ von 
Moduln, wie er etwa in [B], §§ 1—4 entwickelt ist. In unserem Falle handelt 
es sich stets um Tensorprodukte von R-Vektorraumen. 

n 
Die Elemente des Tensorproduktes @ F* von n Vektorriumen F* (1 <i<n) 
i=l 
schreiben wir 
(2.1) Dafic---of, fier, ) 
ersetzen hierin also das Zeichen @ durch das einfachere 0. Die Elemente des 
n-fachen Tensorproduktes @ F = F,, eines Vektorraumes F mit sich selbst 
n 


bezeichnen wir, ebenso wie die der unten definierten Raume F,, und F, mit § 
denselben Symbolen wie die von F, nur im Fettdruck. 
Ist EH‘ Unterraum von F‘(1 <i < n), so ist erstens 


n . n 
@ Etc @ F 
i=1 i=1 


und zweitens ) 
@ P/E x (@ ne Ph cise: 
[£*,F* vhsis <, soll den von allen denjenigen f'o --- 0 /" erzeugten Unterraum ‘ 
von 2 F* bezeichnen, fiir den mindestens ein f‘ in Z‘ liegt. Sind alle F* und 
alle FE tiatieinies gleich, so bezeichnen wir ihn mit [Z, F'],, und haben also 
(2.2) (FE), = Fy/(E, Fy : 
Wir setzen weiter F,, = ® F,, Ff = ® F,,. F heiBt ,,Tensoralgebra von ( 
F*. In der Tat ist F eine iiatien. wenn he Multiplikation durch 
(Po -+-0 f™)0 (glo-+-0g") = flo::-0 fmoglo-+-og" 8 


erklaren. Als ,,Stufe“ a(f) von f €¢ F definieren wir das kleinste n mit f € F,,. 
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Es gilt 
(2.3) o(f + 9) < Max (o(f), o(g)), 
(2.4) o(fO 9g) So(f)+ (9). 


Wir schlieBen diesen Paragraphen mit dem folgenden Zerlegungssatz, den 
wir mehrfach benutzen werden: 
Hilfssatz 1. Hs seien F', .. ., F? Unterriiume eines Vektorraumes F, i,, . 
ganze positive Zahlen mit 1 S< i,< ig< +++<i,Sn. Wir setzen 
Gi = F; _,@F@F,_; cCF,, 
3 F] 
Gk = F; _,@ F'® F; -i,-1® F*@ F,, -i, CFs 
q . 7 
(lsj<k<p). Ist dann fic G (1 <j S p) und 


— * 


(2.5) > fi-=- 0, 
1sisp 
so gibt es eine Darstellung 
j,k ce Gi,k 
(2.6) fi= vw fi*, [f” co”, 
l<ksp | 74.8 + f*i=0. 
k+j 


Den Beweis fiihren wir durch vollstaindige Induktion nach p. Fir p = 1 
ist nichts zu beweisen; es sei also p> 1 und der Satz fiir p — 1 bewiesen. 
Ist x eine Projektion F> F?, also G/— G’.” fiir 7 + p, so folgt aus (2.5) 


{? _ py {” 
lsi<p 
und 
» (f-f'*)=0 
1si<p 
mit f?;?= —f”4= x f/¢ G.”. Hieraus folgt aber nach der Induktionsvoraus- 


setzung die Darstellung (2.6) auch fiir j + p. 


§ 3. Hilfsbetrachtungen iiber Polynomialkoeffizienten. 


Wir fassen n ganze Zahlen s,, ..., 8, 20 zu einem n-Tupel s = (8,, .. ., 8) 
zusammen und setzen |s| = 8, ++-+++ 8,, 8* = (8,,..., 8-1, 0, 8p44,- + + 8n)> 
é.= (0,...,0,1,0,...,0). s jt bedeute s,= t, fiir alle 1 < k <n, und s >, 


daB die erste der von Null verschiedenen Differenzen s, — t, positiv ist (lexiko- 
graphische Anordnung). Wir werden hiaufig n durch n + 1 ersetzen; dann soll 
s’= s"*! sein, und lateinische Indizes sollen von 1 bis n, griechische dagegen 
von | bis n + 1 laufen. 
Wir setzen 
8\! 


I’, = 


8!+++ 8p! 


Diese ,, Polynomialkoeffizienten“‘ geniigen dem Additionstheorem 


(3.1) M=-DT, i ti Fone, 
k k 
k k 
8, + 0 
sofern nur s + 0 ist. Fiir zwei n + 1-Tupel s, ¢ mit |s| = |t] = m sei 


lf 3 
P,: = (- 1)" s—t’- 
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I’, ¢ und P, , sind nur fiir 8, = t,, t,,, = 8,,,; von Null verschieden ; insbesondere 
haben die aus diesen GréBen fiir festes m gebiideten Matrizen bei lexikographi- 
scher Anordnung der s, ¢ Halbdiagonalgestalt. AuBerdem sind alle Diagonal- 
elemente gleich 1; beide Matrizen sind also invertierbar. Mit Hilfe der aus 


(3.1) folgenden Relationen 


(3.2) Py—0 = Vee) — (-4) 
Pei F. ep t e 
Ss t >’ | e, t—e ’ 
(3.3) | oe 
ty P +p 
| a —t tie Cn sy! Onis 


fiir t,+0 bzw. t,,,+ 0 erkennt man leicht, daB sie zueinander invers sind: 


(3.4) z P, r, u’ fs t Py x = Ds ° 
t 


y 
x i 
Fiir u,,,,= 0 ist das klar, und fiir u,,,+ 0 hat man 
P.. I-w = 5 Po~a ,t-—e I ~e 


y bas 
a zk) — (¥ —€n+1) 


le e 


n+1) (“—€n41)’ ? 


—_ s-—e @ 
q 
q=m-1 
und damit, durch vollstindige Induktion nach m, wieder (3.4). 

Wir beweisen nun den folgenden Hilfssatz, in dem die GréBen al*!(|t| = m) 
und 5{¢](|q| = m — 1) Elemente einer beliebigen additiven abelschen Gruppe 
sein diirfen: 

Hilfssatz 2. Jedes der Gleichungssysteme 


(3.5) alt}—= SY (= 1)Pet Pasa 4nss Dy_ yk al? “re , 

pi =m-—1 
t.= 0(1 Sk S n) ist dquivalent der Darstellbarkeit 
(3.6) alt}= S" pl’ %) — pl’ *nsi, 

t,+0 

Hierin sind die bl*) eindeutig bestimmt und werden durch jedes der Systeme 
(3.7) bI¢] = bs (- 1)?x&~ %e* Pnti~ nti | a al? t x) 

P 

pi=m-1 


(1 SA S n) gegeben. 
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Beweis. a) Bei festem k berechnen wir aus vorgegebenen al‘! (t, + 0) die 


GréBen b{*) nach (3.7). Es folgt 


Tv pl! 1) _ pl! n+) — , 4 >" (— 1)?x t+ 
y I 
+0 +0 


DD (= 1am’ 
Pp 
'n+1 
P ( — 1)?« 'k Pri 
p 


+ 0 


Hierin ergibt die Klammer nach (3.1) 


» Va-e,-»t- Me 
Po A 


. (é P) 
A+tk 
~ an e,—v)* I 
A¢k 
Wir erhalten mithin 
{t] 
ws plt- 1) pl! here ja 


{+0 


insbesondere also (3.6) fiir t, + 0. 


1 Pr +1 Inst lt el p)* al” . ex] —— 


Pp 


fn +1 D ( 1 \Pk,A Tu 3 


A 
t, +0 
A 


k ry) 


1p e 


/ 7 
mii n+ Tu Cn+1 


’ 1 
| p+? ( L)Px* Pn+s ‘n+1 iy pk al? *k) 
D 


p)* al? ex] 


p)h \al? >], 


fir t,+0, 


fiir t,=(. 


fir t+ 0, 
fiir t, =0, 


b) Durch diese Gleichungen (3.6) fiir ¢,, + 0 sind die bi“) eindeutig bestimmt. 


Denn 


y~ ptt e;] _ pl! 
= 
l 
t;+0 


fiir alle ¢ mit ¢,,+ 0 bedeutet fiir alle g 


b{@) = x ole te 4 


l+k 
1 +0 


*n a = () 


Blt + e- ens 


und hieraus folgt nacheinander b!¢)= 0 fiir alle g, wenn man sie so anordnet, 
daB die (qx445-++sGn+1>%> ++ +s %&) lexikographisch geordnet sind. — Aus a) 


und b) folgen offensichtlich alle Behauptungen des Satzes. 
Ebenso beweist man den folgenden, fiir n-Tupel formulierten 


Hilfssatz 3. Jedes der Systeme 


alt] — » 
p 


p=-—m 1 


t.= 0(1 Sk Sn) ist dquivalent der Darstellbarkeit 


alti—= WS pl’-*x). 


aR 
te +0 


’ (— 1)% I; yt al? *r), 


Hierin sind die b\*) eindeutig bestimmt und werden durch jedes der Systeme 


b(¢) s 
oO 

Pp 
p|=m—1 


(lS k Sn) gegeben. 





( -1) Peo Iq - p)* al? *e] 
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§ 4. Die Raume p,,, f,,, v, f. 

In diesem Paragraphen beenden wir die vorbereitenden Betrachtungen 
mit den wichtigsten Definitionen und Formeln iiber die Tensorprodukte p,, , f,, 
und die Tensoralgebren », f. 

Als ,,Ordnung“ »(a) von a ¢ vp, definieren wir 


{/ n 
(4.1) n(a) = Min Max | B n(ai)) 
v \éi=] j 
worunter das Minimum fiir alle Darstellungen (2.1) von a zu verstehen ist; 
ebenso wird (a) fiir a ¢ » definiert. Die Relation (1.2) iibertrigt sich sofort, 
auBerdem gilt 


(4.2) n(@ 0 b) < n(a) + (6). 


Mit (v,,)", »” bezeichnen wir die Unterraiume aller a mit 4(a) < m. 
Durch 


rn 
(4.3) (ato ---oa")’= J alo---oai’o---oa" 
i=1 
wird in v,,, » eine lineare Ableitung erklart, die auBerdem der Produktregel 
(4.4) (ac b)'=a’ob+aobd’ 


geniigt. Wir fiihren noch die folgende, mit (4.4) gleichwertige Formel an, die 
uns schon in (1.7) zur Definition des inneren Produktes gedient hatte: 
m 
(4.5) ao bk™ = By (— 1)™-* (7 (a(™- Ko b)*). 
k=0 
Dieses innere Produkt mit einem g ¢ g™ verallgemeinern wir auf p,,_ , @ D™ C », 
» @ v™ Cw durch 


(4.6) g*(aob)=a0 (g-b). 


Insbesondere ist es also in (p,,)”, »” erklart. Alle diese Riume werden so zu 
unitéren m”-Moduln, und (1.9) iibertragt sich. 

In derselben Weise — oder durch Ubergang zum Quotientenraum gemaB 
(2.2) — definiert man Ordnung, Ableitung und inneres Produkt auch fiir die 
Elemente von f, , f und erhalt wieder die Formeln (4.1) bis (4.6). 

Nach [B], § 1, prop. 7 ist nun 


(4.7) D, = Pal%,- - +> 2%); 
der Ausdruck rechter Hand soll den R-Vektorraum der Polynome in den Un- 
bestimmten z,, . . ., z, mit Koeffizienten aus ¢, bedeuten: 
(4.8) a= ps Ban, int, Be B= Lh, h,,....8, =f € Pn- 
Bg 900 0 5, 2 


Der Isomorphismus (4.7) wird durch 
fp 2"O-+++O f, Zne+(f,O ++ f,) at... 2m 


gegeben. Fiir n > 1 (wir ersetzen hier n durch n + 1) verwenden wir neben 
(4.8) noch eine andere Darstellung, indem wir die Elemente von p,,, als 
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Polynome in 3 = 2, . . . 2, (%+ *** + 2, + Zn+,) schreiben: 
(4.9) a= D's, =D 113, 0,08 € Garr. 
8 t 


Die Umrechnung ergibt 


r fe eeoert es t : “ ra = he 
3° = 2 (z,+ + Zn43) m+1 ED r,# P— J} | a 
D 8 
P| = fast neal 


wegen (3.4) also fiir |s| = |¢|: 
|¥ =>’ as yf, 

(4.10) EF 

7" => es f, ° 


Die Ordnung (a) von (4.9) wird jetzt durch 


n(a) = Max (|s|; f,+ 0) = Max (|¢|; f{1+ 0) 
2 t 


gegeben, die Ableitung durch 





a’ = 2 1,2 (44 - 9° + 243) = <( af. i 
- x a 
s, +0 
(4.11) - “ 7 = 
a’ = SP Mgt (qt ++ + ener) = YS flee gt. 
‘ £0 
nvri 





Ein erzeugendes Element von [u, v],,,, ist jetzt von der Form 


9,—92%%, ge @” , = G-19 PO Mns1-2: 


. , : . 0 ‘ ; ‘ 7 
dabei ergibt sich g’, jz, 9 aus g, indem man in (2.1) alle 4-ten Faktoren ab- 


leitet. Ein beliebiges Element von [u, »],,,, wird also in der ersten Dar- 
stellung durch 


(4.12) f= S (gi - LY Gi, MEG, 
2,40 


gegeben. Zur Umrechnung auf die zweite Darstellung berechnen wir gemaB 
(4.10) aus den g? die g'*"!¢ g” | und erhalten fiir die zweite Summe in 


y= P, f,=D P,.(92)i- 


8, 8 


7 > A 

Z Pi 29 e 

A 

&, +0 
A 


A 


auf Grund von (3.2), (3.3) 
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Es ergibt sich also 


(4.13) sl= SY (gi*%),-— Y gl®*- el + / YS gl***'ex) — gi" **!~ens)), 
A k k 
i. +0 '. +0 


Hilfssatz 4. Hin a < [u,v],., mit y(a) = m ist in der Weise in der Form 
(4.12) bzw. (4.13) darstellbar, daf alle g? bzw. g'**) mit |s| =m verschwinden. 
Beim Beweise kénnen wir uns auf (4.12) beschranken. Sei M = m die 
kleinste Zahl, fiir die in der vorliegenden Darstellung (4.12) alle g? mit |s| >M 
verschwinden. Fiir M = m ist nichts zu beweisen; wir nehmen also M > m 
an und erbringen den Beweis durch vollstindige Induktion nach M. Fiir 
|s| = M haben wir dann 
9; 0, 


é 


‘ 
_ 
; A 
A 
+ 


s 0 
A 


also nach Hilfssatz 1 


A,@ (A, %) (A) (a) 
[h; 4 n+l ¢ n ¢ n 


gy: aie, ; \ 
ay? [peep att uo, 
8, +0 
Fir |q| = M — 1, |r| = M — 2 ist mithin 
¥ (92); »2 ( > (ore \’ 
A A a+A . a’e 
q + 0 
S(g)i- YS g--. a se 
F A . A . 
q,=9 1; +0 
~ A vy ia , 
9, 9, —— (h, +e e ? 
ated es 
& (97), = > (97); 
A F 


Wir sind damit zu einer Darstellung (4.12) gelangt, bei der alle g* mit |s 
- M — 1 verschwinden. Auf Grund der Induktionsvoraussetzung ist die Be- 
hauptung also auch fiir M bewiesen. 


§ 5. Die Riume g* . ,. g,41- 
Fiir ein n + 1-Tupel ¢ und 1 < k < n definieren wir é [k, t] C m4, durch 


(5.1) aT os bh Stee a 
| {0} fiir t, + 0. 

Insbesondere ist also 

(5.2) £[n, t] - | Pra -” t, = 0, 

| {0} fiir t,, + 0. 

dagegen fiir k+n,t, +0 

(5.3) E [k,t}< go, 

Ferner ist stets 

(5.4) & [k,t + e,4,] = & [K,t]. 


Fiir 1 s k,l < n setzen wir schlieBlich & [k,l,t] = & [k, t] & [Lt]. 
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Weiter sei ri, , C v,,, , der Unterraum aller Elemente (4.9) mit f'*)¢ é [k,t], 
ebenso i. : rf : ee der aller Elemente (4.9) mit f(tic & [k,1,#]. 
gi. 1 Cfn+ , Sei das Bild von ri, , bei der kanonischen Abbildung von p,,, 
auf f,.,, und 


i k 
- 


r f 1> Gn 1 > Gn 1- 
k 


nvi= Det 
P 
Nach (5.4) sind alle diese Raume gegen die Ableitung abgeschlossen. Umge- 
kehrt werden wir zeigen, daB aus a’¢€ g,,, auch uw ¢g,,. , folgt (Satz 2). Offen 
bar besteht g* _ , aus den endlichen Summen von Elementen 
(° fe-1-f€ 9, 
c € (f, 
m,é=0,1,3,..:. 


(5.5) (bogocofy, ny™, 9€ @”, 


Insbesondere besteht g} = g, also aus den endlichen Summen von Elementen 
f', f © @g. Daraus folgt, daB ao 6b und boa nur gleichzeitig in g, liegen. 
Satz 1. Es seia = 3’ atcg,,,, a*e gk. , mit n (a) = m. Dann gibt es eine 


k 
Zerlegung a* = b* + c*, wo die b*, c*¢ gt. , Repriisentanten b*, c*¢ r* . , mit 
g , Un 1 yi n 1 
b*.! ze! 
bk— V¥ pt! n+l 


<, | bt 4 64% = 0 
und »(¢*) < m besitzen. 
Beweis. Es seiena = 3° fltlgt, a* = »' fl*."1gtc ré . , Repriisentanten von 
t t 
a,a* mit 74(a) = m, Max »(a*) = M =m. Fiir M = m ist nichts zu beweisen; 
k 
wir nehmen also M > m an und beweisen den Satz durch vollstandige In- 
duktion nach M. Aus 


a—-SYat= ¥ /fii-- Yo ste 


k t k a° € [u, Dj,ay 
ii<M t 0 

folgt nach (4.13) und Hilfssatz 4 fiir |t} = M 

(5.6) y fe =o0, 

worin 

si f { € [A, ¢] fir lsAsn, t,=0, 
(5.7) RANE w lat . 4 ‘ P 
” J x14, t) | are fir 1s Asn,t,+0 oderA=n+1 


ist und die f!"*!.") (3.5) erfiillen. Auf die Gleichungen (5.6) fiir ¢, + 0 wenden 
wir Hilfssatz 1 an: 


(flea cy [A,a,t] = x [4,t]0 x [a, ¢], 


5.8 r[A.t] _ WV glda,t] , : 
(5.8) | ~,! ’ | siawe + fi%4t} — gO 
und setzen fiirt,=0,1lsk<n: 
(5.9) fim*t,*, ¢) = p (— 1)Pn 4 Pr +1 bas , I, yp” fi" +1kp fn), 
Pp 
Pp M-—1 


{& +1, 8) os > {* ti, kt). 
k 
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Wegen (5.3) gilt also fiir beliebiges t: f*+!.*. ic g®."*"; auch fiir t, = 0 
haben wir im Falle t, + 0 wieder f'"*1!.*."1¢ y [k,n + 1,t]. Im Falle t, = 0 aber 
ist dies fir k = nm wegen (5.2) klar, und fiir k + n folgt es daraus, daB in der 


Summe (5.9) dann nur Summanden p mit t,+ +++ + (+ t)4,;2Pi+°°*+ Det 
+ Pasar Pesat** + Pat letesit+***+t,, also x [k,p+e,jc x [k, ¢] 
auftreten. 


Die Gleichungen (5.6) schreiben sich fiir ¢,, = 0 jetzt 


xy (ft*. #14 fim+1.*, tl) =Q: 
k 


in diesem Falle brauchen wir den Hilfssatz 1 wegen (5.2) nicht noch einmal 
anzuwenden, sondern erhalten die Zerlegung (5.8) direkt in der Form 


fi® 1) = flenth4 sn+t) (kan), 
f@ = sim * tl + fin.m +4, t] 

ken 

mit fi*."+1,t)— — gin +1,*,*), 
Diese Zerlegung ergibt nun 
ay = SI yt = by + hy + Oy 
t 
t 0 


k 
t M 


mit 


bi, > (4, ean € ass 
t 
=9 cc 


te 1-0 


&, = b ( ps att rea, 
t l 
t,=0 \t +0 
k ’ 4 o k 
bie FS shntnagte rt, , 
t 
t,=0 : 
Hierin ist erstens } 
k,l ¢ yk,l 
bé a pt! by . Fas +4? 
M™~ fe "M? pt! + pit — 0 
lik M 7 fw ° 
Zweitens ist modulo [u, v],,., aa 
eae , ’ k.Lp+ P ai ‘ 
u=u-i= 2 (2 we “dia” € In+1 
P l+k 
P, 0 
Pp M—I : 
Und drittens hat man wegen (5.9) und Hilfssatz 2, sofern nur n > 1 ist, 
dh, = — ST git. gtt% 
q 
q,. = 0 
q=M-1 ' 
+ , > gi*! ¢;] _— gi®' Cn + i} \ 3° 4. x gi** - *e] gt 
t j t ( 
te 0 t +0 ty =} 
mit V 
’ a + a kn+l1,p+ 
(5.11) gi l= SY (— 11-2 t Passi Diy _ yl plbnt beta) ( 


Pp 
P,=0 
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(q_ = 0) bei beliebigem / + k. Nach (4.13) ist also modulo [u, v],,,, 


H=y.=- LY ((g 2), + (gl), .1) 3". 
qa . 0 
q|\=M-—1 
Im Falle k = n liegt Dj,_, sicher in x, , ,. Im Falle k + n hat man in (5.11) 
1 = nzusetzen; fiir alle vorkommenden Summanden p gilt dann g,+ ---+4,+ 
T Qn+1 = Pit a T Pr + Pn+1>Pr+1 » saadetiialls Pat l= de+1 hel enh T+ Unt 1 , also 
4 (kh. p + enlC x (hk. +e]; mithin ist gi*.*l¢ x [k,q + e,] und folglich auch 
hier D4,_, € x* . ,. — Fiir n = 1 kann man dies offensichtlich direkt einsehen. 


Insgesamt haben wir also modulo [u, v],,,, 
k— 6k 4 gk 
a*=bi,+a 
mit 
a* = (a* — aby) + hy. + Diy € hat 

und mit »(a*)< M—1. Aus der Induktionsvoraussetzung folgt daher die 
Richtigkeit der Behauptung auch fiir M, w.z.b.w. 

Corollar 1. Hin Element a€g,,, mit »(@) =m besitzt eine Zerlegung 
a = Sa‘, worin a* ¢ gk. , einen Reprisentanten a* ¢ x*., mit n(a*) < m besitzt. 

k 
Corollar 2. Es sei a* ¢ gt. , 


- 


ak —(). Dann besitzt jedes a* einen Repriisen- 


> hd 
k 
tanten 
ktc zk l 
a* - v’ gk! ja Inipa? 
ss ’ | at! i gtjt_(. 


Wir beweisen weiter den angekiindigten 

Satz 2. Ausa’¢g,,, folgt @ € gn. 

Beweis. Es sei y(a) = m. Fir m = 0 ist der Satz trivial; wir nehmen 
also m > 0 an und beweisen ihn durch vollstandige Induktion nach m. Ist 
(4.9) ein Reprisentant mit (a) = m, so folgt aus (4.11), dem eben bewiesenen 
Corollar 1 und Hilfssatz 4 nach Voraussetzung fiir |t] = m + 1: 


‘nial fii 0 
(5.12) vst 4) ¥" gl*! ex] L v’ gl" +1,t ey] - gi" +1,t Casi} ii _ fiir bit ’ 
~ q* 10 fiir t,.,=0 
t,=0 1. +0 t. +0 
. £ 7 [A,4 ‘ (A) v: . es 
mit f(*.l¢ & [k,t], g'*"¢ o_,. Wir setzen fiir 
|¢] = m+ 1, t.4,;+0: f= jh *nei] ¢ gh! — ene), 
lg] =m, drop 0: git” = gl*4-*ne] 
und erhalten aus den Gleichungen (5.12) fiir t,,, ,+ 0 mit t = ¢ + en4, 
(5.13) fia = fia — gin+, a1, 
wo der Summand — g/"*!. ¢] nur fiir g,,,= 0 auftritt und 
(5.14) ji = a jen = p> gl*t—*x) + ¥ gl" + 1,q—e,] _ gi" + 1q—e,,,] 
k k k 


q,=0 q,+0 1, +9 
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ist. Die Gleichungen (5.12) fiir t,, ,= 0 ergeben 


Sha J hal + J gh tl = © 


also nach Hilfssatz 3 fiir q,,. , = 0 


gin*i,a y hi*,4 
k 
mit 
’ , q ’ : , ’ r ’ fk > 
Al*.¢ > { ly n ‘mn Mq pn gl Pr en} 4 > ( L)Pn Tn Ve os p)" gi" Pre, 6; I, 
P v 
(p e,) 0 (Pp Cndk +0 


woraus man wie beim Beweis von Satz 1 hi*.11¢ g , und fiir g, = 0 hl*.«) 


£ [k,q] schlieBt. Dies und (5.13), (5.14) liefern modulo [u,»],,, 


a,= 2 fi'lg'=b,, + € 


f 


m 
t m 

mit b,.€ Faia 4(Cm) Sm l; also a=b-+€e mit 0€g,.,, y(e) Sm l. 
Nach der Induktionsvoraussetzung folgt aus e’¢€g,., jetzt ¢ €g,.,, also 
@ © G1, W-Z.b.w. 

Aus dem Beweis ergibt sich noch das folgende 

Corollar. Es sei n(d) < n(@) = m, a’—d¢g,,.,. Dann ist @ von der Form 
a b +e mitb<¢g,.,, n(¢) Sm l. 


$ 6. Die Abbildungen »* 


n+1 


Es sei b* , der aus den endlichen Summen von Elementen 


bcf - ie : 
(bogoco fy, Ties Tn- 
lt,g€@, t=0,1,2,... 
bestehende Unterraum von f,,,. Er ist gegen die Ableitung abgeschlossen 
und enthalt g* _ ,. Durch 
jk (bogocof) = boco(g:f) 


n 


wird eine lineare Abbildung 


(6.1) ut 1: fe 1@ P@f, ~®@ ¢ fn-1 8 ¢ 


definiert, und wir behaupten den 
Satz 3. Die Abbildung (6.1) lat sich zu einer mit der Ableitung vertausch- 
baren und folglich durch 
(6.2) uk, (bogoeof) =(boeo(g:f))” 
eindeutig bestimmten linearen Abbildung 
» bo 
(6.3) fear? Vesreh 


fortsetzen. 





(6 


m 


(6 


di 
di 
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Beweis. Fir den mit der Ableitung vertauschbaren Automorphismus 
v, ., von f,.,, der in der Vertauschung des k-ten und des n-ten Faktors be- 
steht, gilt 
es) [frr® P@ fr @ P=frr® Po, 
k * 1 
5’, 1 Tn 1 ® bs ’ 


und die Abbildung (6.1) kann man, wenn ¢,_, den identischen Automorphismus 
von f,_, bezeichnet, in der Form 


k 


(6.5) Mn = (bn-1 @ 3) o ak 


n l 


on 
schreiben. Wir brauchen von Satz 3 also nur den Spezialfall k = n = 1 zu 
beweisen; denn ist ~} zu einer mit der Ableitung vertauschbaren Abbildung 
bi—f, fortgesetzt, so wird die gesuchte Fortsetzung von ue . wieder durch 
(6.5) gegeben. Es bleibt also zu zeigen: 


m 


m 
Lemma. Aus ¥'f{?=0, f1€ gs folgt Y= 0, fr= uhh. 
0 l=0 


l 
Beweis. Nach Voraussetzung ist fiir 0 <|s| < m 
a ’ a ¥ m "(gyi 
(6.6) am Pm t — J (g*\, 
a a 
8, + 0 
mit g* = 0 fiir |s| = m. Wir zeigen der Reihe nach fiir alle |s| = 1, daB 
_- ’ a\ 7 o , 
(6.7) » (9%). = T(9. -—h) — YR, 
a x a 
es +0 
a 


mit h* € og und 


(6.8) » (he), = 0 

a 
ist. Fir / = m kann man namlich einfach h® = 0, Im= fm setzen; und wird 
die Behauptung fiir ein 0</<™m als richtig angenommen, so erhilt man 
durch Einsetzen von (6.7) in (6.6) fiir |s| = 1 


e_} 
a/ 


ra- (93 4 h* 
a 


s +0 
a 


oder 


‘ 
—_ | 
1 


Hieraus folgt erstens g, € g{'’” und zweitens nach Hilfssatz 1 
aa (1,2) 
{he al 


’ x — fh 
I 9, 9g. e . ? | ho’ j h*¢ 0. 


S” px? 
aa Os 

x a a Ata 
s, 0 
A 


Es ergibt sich also, wenn man s = q + e, setzt, den a-ten Faktor ableitet. 


hei festem gq iiber « summiert und (6.8) beriicksichtigt, 


Y (9%), = Ty (gis + (92) — NS ( Y (2. ),)- 
ra , A aeA = 
q+ 


Math. Ann. 128. 



































438 Hetnz Konic: 
Das ist aber (6.7) fiir |g) = 7 — 1; (6.8) ist wegen der schiefen Symmetrie der 
h*’* offensichtlich erfiillt. Also gilt (6.7) fir alle 0 <1 <m, und man kann 

Gm = En; 

9, = fhi+ (Gui + (Giads (OSlSm-1}1) 
wihlen. Hieraus folgt mit g,= «} g,¢ gy! aber 

Be - Im , 

f= 9 — +1 (0O<lsm- 1), 


m m 


d.h. ¥° f,z'¢ u oder ¥’ ff? = 0, womit das Lemma und also auch Satz 3 be- 
1=0 i=0 


wiesen ist. 
Corollar. Bei der Abbildung ut. 


Elementes von g* . ,. 


, tst jedes Element von f, schon Bild eines 
Setzt man nimlich in (5.5) g = 1, so erkennt man, daB jedes Element der 
Form (a0 f), a €f,_, Bild eines Elementes von g* , , ist. Nach (4.5) ist aber 
jedes Element von f, endliche Summe solcher speziellen Elemente. 
Offenbar ist 
k n+k 
fm @ 6, tae te 1? 
(6.9) fm @ Gn +1 =Gminsa? 
Tm ® Gn +1 ‘ Gm+in+1 
und fiir ¢ ¢f,,,@¢€b*_,: 


(6.10) com, a= pntt 


n+1 (co) 
Fiir @ €g,,, bezeichnen wir nun mit p, [@]Cf, die Menge der aus allen 


Zerlegungen a = Sat, a‘¢g*., resultierenden Elemente ¥ uk, , a*¢f,. 
r 


p, [0] = p, ist ein gegen die Ableitung abgeschlossener Unterraum von f,,, 
und die p,, [@] sind die nach dem eben bewiesenen Corollar f,, ganz ausfiillenden 
Nebenklassen nach p,,. Weiter werde q,,.,C9§,+, von allen Elementen @ mit 


(6.11) Pr {a} = De oder 0 € Pn {a} 
gebildet, und es werde q,= {0} gesetzt. q, ist gleichfalls ein gegen die Ab- 
leitung abgeschlossener Unterraum von f,,, und es ist 
(6.12) fm @ Pn©Pmins fm ®@ In © Gm+n- 

Satz 4. Hs ist p, = q,. 

Beweis. Nach dem Lemma zu Satz 3 ist p,= q,= {0}; wir kénnen also 
n > 1 annehmen. 

a) Aus b ¢ q, folgt nach (6.12) 106 <€q,,,, und hieraus nach (6.11) 6 € p,. 
Also ist q, C P,- 


b) Es sei b€ p,, d.h. b= ¥' pk, , a* mit Yat = 0, ate g* . ,. Nach Corol- 
k k 
lar 2 zu Satz 1 besitzt es also einen Reprisentanten 
4 k : 7 k . 
o= a Hn +1 a* = = ps fn + a*! 
lsken lsksnlsilsn 
(6.13) lek 


k kl 2 k k,til 
Mn 41 Or + a Mn+1@" ) 


y 
kon Isks/ 





al 


SC 


ni 
sc 






























Multiplikation von Distributionen. I. 


Nun ist offenbar 
pe atte rl fir 1<k<n, 
pk akttte xt fir ksl<n, 

sowie etwa fir k<l<n 

1 


l ,,k kt+1_ ,,¢ ,J+ k,t+1 
Hn Mn +1 @* +? = Uy fay @* ° 


Daraus folgt erstens b € r,,, 6 € g, und zweitens 


¥ I ¥ k kt ’ k kt+1 
p> el (Ee ee 


lislsn-l l<ksn 1<k<l 
= J th k,l > kb yl+1 ok,t+1 
; _ Pn Pn 41 O° + Ps Ma Pn @*** 
lsi<ksn lskslen 

- WwW . a k l k A 

= YS (uk. att+ wh ut. ab*) = 0, 
isi<ksn 


nach (6.11) also b ¢ q,,. Es ist mithin auch p,, C q,,, womit der Satz bewiesen ist. 
Corollar. Aus 106 €q,.,, folgtb€q,. 
Denn nach (6.11) folgt aus der Voraussetzung 6 ¢ p,, [1 0 b] = p,, = q,,. 
§ 7. Der Unterraum 9 und der Quotientenraum z. 


Der Unterraum o von f sei das von allen Elementen der Form 


jo f",g€ gy”, 


(7.1) et ie 


in f erzeugte Differential-Linksideal, d. h. das kleinste gegen die Ableitung 
abgeschlossene Linksideal, das alle Elemente (7.1) enthalt. 

o erfiillt also die Forderungen (ii; ), (iii; ) der Einleitung ; offenbar auch (iv; ). 
Die Forderung (ii,) folgt fir a ¢ my”, b ¢f™ unmittelbar aus (7.1), und fiir 
a<f™,b¢ m™ hat man nach (1.6), (4.5) 


aob—a-b= 3 (fo b — fi?-b) 
m I 
=F SF (1-4) (how — f-b-9y, 
i=Oj=0 


also wieder a 0 b — a+b € go. Hieraus und aus (4.6) folgt weiter (ii). Anderer- 
seits ist 9 offensichtlich der kleinste Unterraum von f mit allen diesen Eigen- 
schaften, es gilt also auch (v’). 

Satz 5. o besteht aus den endlichen Summen von Elementen 


k 
at 2» 

(7.2) a uk 44, { Sn bn 

\lsksn,n=1,2,... 

Beweis. Der Unterraum der endlichen Summen von Elementen (7.2) ist 
nach (6.9). (6.10) ein Linksideal und nach Satz 3 gegen die Ableitung abge- 
schlossen und in g enthalten. Es bleibt also zu zeigen, daB er alle Elemente (7.1) 
enthalt. Dazu kénnen wir in (7.1) 

a=co fi = _ (- 1) () (e(#-) 9 fy 
j=0 
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mit ¢ € (f,-,)"-® (0 <i < m) annehmen und erhalten 


i j 
goa—g-a _ > (— 1) *() 3) (g Doc Dof ef) 9 (gi) - f/ , 
j=O0l=0 


wegen g-) € gi) , ef #9 € (f,_,)"- also in der Tat eine endliche Summe von 
Elementen (7.2). 

Wir setzen wieder 9, = 0/\f,, oe" = o\f". Es gilt dann der 

Satz 6. Es ist 0, = qy. 

Beweis. Offenbar ist q,C 0,. Umgekehrt ist ein b € 9, nach Satz 5 von 
der Form 

N {a eg 

b= 3’ (a,—,_,), titer + 

i=2 | &,-, € Pr-1 [4] 
mit N =n. Daraus folgt 

N 
10°*-Olob=¥10---olo(a,—10b,,), 


—— 


N-n i=2 N-1 

und das liegt wegen a,— 10 b,_,€q, in qy. Nach dem Corollar zu Satz 4 
folgt also 6 € q,, und damit 0, C q,,, W.z.b.w. 

Dieser Satz besagt insbesondere, daB o auch die Forderung (i’) der Ein- 
leitung erfillt: 

Corollar 1. Es ist 9, = of = {0}. 

n 
Corollar 2. Das Element a = 3 a,¢f,,, @,¢f,, liegt genau dann in 0, wenn 
, l=1 
(a), = J 19-'*9 10a, €q, gilt. 
l=1 n—l 

Denn @ und (@),, unterscheiden sich nur um endlich viele Summanden 
1 o b — b, gehéren also nur gemeinsam zu 9. 

Satz 7. o” ist p™-Untermodul von f" . 

Denn aus @ € 9”, 9 € g™ folgtg-a=goa-—(goa—g-a@) € 9”. 

Wir fiihren jetzt den Quotientenraum x = f/o ein. Fiir « € a seien o(a) 

Min o(a), (x) = Min n(@). Die Ungleichungen (2.3), (1.2) iibertragen sich; 

aca aca 


die Elemente « mit ao(a) <n bzw. y(a) =m bilden einen Unterraum z, 
bzw. 2”. 

Satz 8. Ist o(a) = n, so gilt firn>1: ag, =Qund fiir N>n:anfyCgy- 

Beweis. Es sei a@€a/\f,,0€a-fy. Dann ist nach Corollar 2 zu Satz 6 
b—10°°'‘Oloa@égqy, also b€gy. Fir n>1 hatte a¢€g, andererseits 

N—n 
P,»-1[@]C «, also o(a) < m — 1 zur Folge. 

Satz 9. Jedes «€2 besitzt einen Reprisentanten af, fiir den zugleich 
a(@) = a(a) und n(@) = (a) ist. 

Beweis. Es sei @ ein Reprisentant von « mit o(@) = N >o(a) und 
n(@)=m=n (a). Nach Satz8 ist (@)>,€gy, also nach Corollar1 zu 
Satz 1 (a), = ¥ a*, atc (g)". Daraus gewinnt man den Repriisentanten 

k 
a-y uw a* von « mit o(a) < N — 1, n(@) m. Damit ist der Satz, durch 
k 


vollistandige Induktion nach N, bewiesen. 
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Hieraus und aus Corollar 1 zu Satz 6 folgt der 

Satz 10. Es ist 1,=f. Die Ordnungen (a) von a€f als Element von f 
und als Element von x sind gleich. 

Im folgenden diirfen wir also f und 2, identifizieren; und da aus 4(«) = 0 
offenbar o(a) = 1, « € m folgt, kénnen wir y(«) wieder zu (a) verfeinern. 

Uber die algebraische Struktur von x hat man sofort den 

Satz 11. Fiir a¢f, a € a ist ein bilineares ,,tensorielles*’ oder ,,formales 
Predukt* ao a¢€a erkléirt. Fiir €(a)+ C(a) <0 ist ein ,,inneres Produkt‘ 
a: a€2 erklirt, das mit dem tensoriellen Produkt iibereinstimmt und das in f 
gebildete innere Produkt a-b zweier Distributionen a, b € f verallgemeinert. In 
bezug auf dieses Produkt ist x™ unitdrer ~™-Modul. 

Aus der Definition (4.6) des inneren Produktes in p, f erhalten wir ferner 
fiir ¢ (g) + » (a) + (a) S O die Relation 
i 


(7.3) g°(a@a0a)=ao(g- a), 


die der Formel (ii,) der Einleitung gleichwertig ist. 

Satz 12. In a ist eine lineare Ableitung erklirt, die die in f definierte verall- 
gemeinert und der Produktregel (a 0 «)’= a’0%+a0 a’ geniigt. 

Zum AbschluB dieses Paragraphen untersuchen wir die Beziehungen 
zwischen Ableitung, Stufe und Ordnung. 

Satz 13. Hs ist o(a) = o(a’). 

Beweis. Offenbar ist zunichst o(«’)<o(a)=n. Fir ac anf, (n 1) 
ist nach Satz 8 a¢g,,, nach Satz 2 also a’ ¢g, und damit o(«’) = n. Fiirn = 1 
aber ist nichts zu beweisen. 

Satz 14. Es ist C(a) = C(a’) — 1 und y(a) = Max (0, n(a’) — 1). 

Beweis. Fiir €(«’) <= 0 ist o(«’) = o(a) = 1, die Behauptung also aus § | 
bekannt. Es bleibt also zu zeigen, daB fiir €(a’) = y(a’)>O6 in y(a’) Ss 

n(«) + 1 die Gleichheit gilt. Fiir o(«) = 1 kénnen wir wieder auf § 1 ver- 
weisen; den allgemeinen Beweis fiihren wir durch vollstandige Induktion 
nach o(«), setzen also o(a) = n+ 1 voraus. Ware nun 
(7.4) 0< n(a’)S n(a) =m 
und waren @¢ a\f,.,, @€ a’ fas, mit 4(@) = m, 4(@) = m, so hatte man 
a’— d €q,.,CG,+, und nach dem Corollar zu Satz 2a = b + e mit 6 €g,,,, 
n(e) < m— 1, also, wenn man zu a iibergeht, «= 8+ y mit o(f) <n, 
n(y) Sm — 1 und 

n(B) = nla — y) =m, 
n(p’)= nla’— y’) Sm. 

Nach der Induktionsvoraussetzung ist das aber fiir 4(f’) > 0 unmédglich, und 
aus 7(’) = 0 folgte 4(8) = 0. Also ist auch (7.4) unmdglich, w.z.b.w. 


§ 8. Reduktion des tensoriellen Produktes. 
Besitzen zwei Distributionen aus f in f ein inneres Produkt, so stimmt, wie 
wir sahen, ihr in a gebildetes tensorielles Produkt damit iiberein (Satz 11). 
Wir fragen jetzt allgemein, in welchem MaBe das formale tensorielle Produkt 
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in f durch den Ubergang zum Quotientenraum z ,,reduziert“ wird. Diese 
Frage wird weitgehend beantwortet durch den 

Satz 15. Es sei acf mit C(a) = nla) = m2. Fiir y < 2 gilt dann 
(8.1) a(a0 y) =o(y) +1 
aufer fiir y € p™, d.h. f(a) + C(y) S 0. 

Offenbar ist wegen (2.4) stets a(a0 y)<o(y)+ 1. Wir haben also 
erstens zu zeigen, daB (immer unter der iiber a gemachten Voraussetzung) 
(8.2) a(a0 y) Sa(y) 
fiir (vy) > 0 unméglich ist, und zweitens, daB fiir n(y) = 0, d.h. y=g € @, 
daraus g € gp” folgt: 

(B) Aus g € y, a9 9 € Gs folgtg « y™. 

Die erste Behauptung folgt aus 

(A) Fir n = 1 ist e€f,, n(e) = M>0, aoc €g,., unmiglich. Fiir n = 2 
folgt daraus ec = d + e mit d €g,,, n(e) < M. 

Sei nimlich o(y) =, ¢€ yO f,, 4(y) = nle) = M > 0. Dann bedeutet 
(8.2) nach Satz 8aoc €g,,,. Fiir nm = 1 erhalt man also unmittelbar die Be- 
hauptung, und fiir n >2 durch Ubergang zu 2: y= 6+ e mit o(d) < n, 
nle) < M und o(a0 e) Sa(y) = a(e) = n, also, da fiir M = 0 nichts zu be- 
weisen ist, durch vollsténdige Induktion nach M ebenfalls die Behauptung. 

Wir beweisen zuniichst (A) und lassen dabei vorerst auch M =0 zu. 
Nach Voraussetzung besitzt a einen Repriasentanten (1.1) mit f,,¢ g'. Ist 

c= [ie=- TMP 
u <M u < M 


ein Reprisentant von ¢, so hat ao e den Repriisentanten 


aoe= DP 7, 0fpz= J hitigt 
x t 
ssm+M ism+M 


mit 
hit) = d’P, , f,, OF. 


x 


Fir \t| = m + M ist also insbesondere 


tno f'"! fiir i; = m, 
Minto F P,..fe- | 
Im "* J |o fiir t,< m, 
4 =m 
mithin nach Voraussetzung 
(8.3) ZS en ¥ g* a) 4 ¥ git?) - 
k E : 
{= 0 i. +0 t. #0 
— glnth ens) es {fmos' fiir t, = m, 
d 0 fiir t,< m 


mit f(*.‘l¢ E(k, t], g'*¢ go) ,. Es sei nun x: g—> y/y,—>R eine lineare Ab- 
bildung, bei der f,,¢ g' das Bild 1 hat. Wir unterwerfen (8.3) der Abbildung 
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%@ bn Pnsy—> Py und bezeichnen das Bild von f € ~,,, mit i € @, - Das ergibt 
z= j" t} _ b gl! ©) 4 Es gl”? 1t—e] _ x" 1t—e,,,] 


l+1 +1 +1 
(8.4) t=0 +0 t; +0 
: a f*! fiir t;= m 
— gim+1e é,) —fieas 
: fiir t;< m, 


wobei auf der rechten Seite der erste Summand nur fiir ¢, + 0 und der zweite 
Summand nur fiir t, = --- = t, = 0 auftritt. 

Es sei nun erstens n => 2. Hier kénnen wir den Summanden — je. ‘) weg- 
lassen, indem wir ihn einfach zu f(. ¢) hinzuschlagen. Fiir m = 0 erhalten wir 
dann unmittelbar die Behauptung (A). Fir m > 0 gewinnt man unter Be- 
nutzung des Hilfssatzes 2 wie beim Beweis von Satz 1 nacheinander fir 
q,= 0,1,....% l, lai =m+M—-1: 


gin+1, a] — Ly ft-a— ’ git 1] 


l+1 l+1 
q%=90 +0 
mit file € (7 — 1, @), gl. "le g@!—”. Diese Gleichungen fiir g,= m — 1 aber 


ergeben, in (8.4) fiir t, = m eingesetzt, auch in diesem Falle die Behauptung (A). 

Es sei zweitens n = 1. Fiir m > 0 folgte aus (8.4) f!¢ o', im Widerspruch 
zur Voraussetzung 4(¢)= M> 0; also muB m= 0 sein. In diesem Falle 
aber vertauschen wir die Rollen von a und ¢, m und M.ao € € g, ist gleich- 
bedeutend mit ¢ 0a €g,, und hieraus wiirde nach dem eben Gesagten fir 
M>0Oaé€q folgen. Das widerspriche aber der Voraussetzung €(a) = 0; 
also ist die Behauptung (A) auch fiir » = 1 richtig. 

Zum Beweise der Behauptung (B) definieren wir zunichst die Zahlen A‘ , 





8 = (8,8), 1 < |s| + 1 Sk Sm, rekursiv durch 
{A;’ th = Tete: 
ey ee ee ee (k > |s| +0). 
Man findet leicht nacheinander fiir |s| = 1 = m — 1, m — 2,..., 0: 
m—l a 
en. m—l-—k 7 
A® == | 1) ae 
Hieraus folgt erstens 
m—I 

. a l+k .(/m\ (m —I _,(m 
Am .¥ - m—l—k a intl m—l—k _—— es m—l } 

te | 1) (mn —1—#)\ & ~ = ' l) (3) k i-% (; 
und zweitens 

m—l m—l—1 ” 
en} = m—l—k aT. % —) 
4p,= 2 (u(y )= 2-7), 

also fir 0 <1< m 
( a m m—l1 

8.5) - . AP wn oe = k eS | “Ss 0. 

5) Ap, — Afi, = 2 (Ug) = (-) "1 )* 
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Es sei weiter f,,...,/m€ 9,9 € gp” ', OS1-< m. Wir setzen fir |s| = 1 
m 
(8.6) e. P At t,o g*-, 
k=1+1 


ferner ¢, = 0 fiir |s| = m. Ist auch noch g € y™~‘'-», so folgt fiir |g) = 1—1 


m 
+ Ak k-~1+1 
e,=) A; hog ' 
k=l 


m 


Wyse hog + DY (Abe, —Wy+ 0 Abe) (feog*-”)s, 
k=1+1 
also 
(8.7) e, iF efiOg + (€, + e,)2 ly e, (Cte,)2- 


Unsere Voraussetzung a 0 g € g, schreibt sich nun nach Corollar | zu Satz | 
und Hilfssatz 4 fiir 0 <|s| =1<m: 


; : \ t,O¢ fiir s,= 0, 
(8.8) Pi %,— J 9-6, + D (G9s)s pnre ey 
- a 2 10 fir s,+ 0 
&q% +0 
mit g> = 0 fiir |s| = m. Wir beweisen nacheinander fiir 1 = m, m — 1, .. ., 0: 
1) Es ist g € pg”. 
2) Fiir |s| = / gibt es eine Darstellung 
(8.9) 2X (G91)a =F (4,-—)—- Y he. +4, 
x % . 
*, +0 
mit h? ¢ go und 
(8.10) > (hp), = 9. 
a 


Fiir / = m ist wegen g; = e,= 0 nichts zu beweisen; und wird die Behaup- 


tung fiir ein 0 <1<™m als richtig angenommen, so erhalt man durch Ein- 
setzen von (8.9) in (8.8) fiir |s| = 1 


. ya Og fiir s,= 0, 
(8.11) I, d, > G--. +2; [fog See 
- x 10 fiir s,+0 
tz #0 
mit 
(8.12) & (Gea = > (9¢)a- 


a a 
Zum Beweise von 1) wenden wir auf die Gleichungen (8.11) fiir s = le, die 
a 
Operation x @ 4, an und erhalten im Falle / = m 
d,= 49, 
* ie 
d, © ¥ 
und im Falle 0 < 1< m 
a. + Am nm —l) 1 
d, y 1M, g . 7; 
» Am —§ 1 
d,+ Ano" Eg’, 


wegen (8.5) also in beiden Fillen die Behauptung g ¢ g”™~'* 1. 
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Hieraus folgt weiter e,<¢ gi. Wir setzen 
>¥e ane ae 
(8.13) 9, - Gq — gies 
d, = d, — f,Og + &, 
und erhalten aus (8.11) 


oa” on a jo fiir s,= 0, 
r,4, — 9,-«,—-Gs , . 
' I, (€:.,—f1°9) fiir s,+ 0 
oder 
(g! ¢, as e, 4) 4 (g? és r, et - Py (frog - e.1,)) = 9, 
wo der erste Summand nur fiir s,+ 0 und der zweite nur fiir s,+ 0 auftritt. 
Hieraus folgt d,¢ gy: ; also liefert Hilfssatz 1 wie beim Beweis des Lemmas 
zu Satz 3 fiir |g] =7— 1 
(G1)i + (G52 = Ty (4a) + (412) + Dye (fh 9' — (€te)2) — YS Wp, 
wo die hF ¢ gf (8.10) erfiillen. Wegen (8.7), (8.12), (8.13) folgt weiter 
LD (G97 )2 = Ta (C4) + (hig) — Ye, + Ce 
, “a * 0 
also die Behauptung 2) fiir |g| = 7 —- 1. Damit gelten 1) und 2) fiir alleO <1 <m; 
insbesondere ist g € g™, die Behauptung (B) also bewiesen. 
Aus dem hiermit bewiesenen Satz 15 folgt nun sogleich der angekiindigte 
Satz 16. Das Produkt aob zweier Distributionen a,b €f ist genau dann 
wieder eine Distribution aus f, wenn C(a) + €(b) < O ist, also wenn a,b in f 
ein inneres Produkt a- b besitzen. Beide Produkte stimmen dann iiberein. 
Denn fiir f(a) y(a) = m=O muB nach Satz 15 b€ y™ sein, ebenso 
fiir ¢(6) = n(b) = m=O wegen der Symmetrie von g, notwendig a <€ gy”. 
Dann bleibt aber nur noch der triviale Fall €(a), €(b) < 0. 


Kapitel 2: Betrachtung im GroBen. 
§ 9. Distributionen. 

In diesem Paragraphen bendtigen wir von Kapitel 1 dieser Arbeit nur den 
Inhalt des § 1. 

Es sei 2 eine offene Punktmenge der reellen Achse R. Die Definition des 
taumes (F der ,,(verallgemeinerten) Distributionen von $2‘ in [K], § 3 und der 
damalige Satz 16 ergeben den folgenden Zusammenhang zwischen F und dem 
in § 1 dieser Arbeit definierten Raum f der ,,(verallgemeinerten) Distributionen 
endlicher Ordnung*: 

1) Die Restriktion einer Distribution S ¢ G auf ein relativ zu 2 kompaktes 
offenes Intervall U ist dort eine Distribution endlicher Ordnung S,, € f. 

2) Ist in einer gewissen, relativ zu £2 kompakten offenen Umgebung U, 
eines jeden Punktes x ¢€ Q eine Distribution endlicher Ordnung a, ¢ f, gegeben 
und sind fiir alle x, y ¢ 2 mit U,7\ U,+ 8 die Restriktionen von a,, a, auf 
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diesen Durchschnitt gleich, so gibt es eine eindeutig bestimmte Distribution 
S¢, deren Restriktion S, auf U, fiir jedes x ¢ Q mit a, iibereinstimmt. 

Das heiBt also, da8 wir die Distribution aus §F und die Struktur von F 
durch ein solches ,,Zusammensetzen“ von Distributionen endlicher Ordnung 
aus f definieren kénnen. 


Wir setzen 
(9.1) Nz(S) = Inf. n(Sy), 6.(S8) = Inf. C(Sp), 
reU réeUu 
wo U alle relativ zu 2 kompakten offenen Umgebungen von z durchlauft. 


¢,(S8) kann also wieder den Wert — co annehmen, und das natiirlich auch dann, 
wenn alle £(S,,) endlich sind. Fiir eine Punktmenge Ac 2 sei weiter 


(9.2) na(S) = Sup ne(S), €4(8) = Sup 6,(8), 
zeA z€A 

insbesondere 

(9.3) n(8) = no(S), C(8) = Co(8), 


endlich oder unendlich. Fiir alle diese GréBen gilt wieder (1.2). Die Distri- 
butionen S mit n,(8) < m, bzw. n(S) < m bilden einen Unterraum Fz bzw. 
" von § -F ist isomorph. zum Raum @ der Klassen von in 2 definierten 
und dort fast iiberall gleichen reellen Funktionen. ®": bzw. O" bzw. OD sei 
der von allen ,,Funktionen“ g mit C,(g)< —m, bzw. C(g)< —m bzw. 
f(g) = — © gebildete Unterraum von @. 

Fiir zwei Distributionen S, 7’ mit €,(S) + ¢,(7') < 0 ist wieder ein ,,inneres 
Produkt 8S -T ¢ & erklairt, das das gewohnliche Produkt zweier Funktionen 
verallgemeinert. Wahlen wir nimlich zu jedem x ¢ 2 eine Umgebung JU,, 
in der €(S,) + €(T,) <= 0 gilt, so erfiillen die in den zugehérigen f, nach § | 
gebildeten inneren Produkte S,- 7, die Voraussetzung von 2) und definieren 
mithin eine eindeutig bestimmte Distribution S-7'*). Insbesondere ist S -T 
also fir €(S) + €(7) < 0 erklairt. In bezug auf dieses Produkt ist F"» uni- 
tirer O™2-Modul, §” unitaérer O"-Modul und F unitirer O*-Modul. 

Fiir die in analoger Weise in & definierte Ableitung gibt es wieder die 
Regeln (1.4), (1.5), (1.9). 


§ 10. Der Raum //, 


Den in der Einleitung und im vorigen Paragraphen charakterisierten 
ZusammensetzungsprozeB fiihren wir jetzt von den Elementen des Raumes 2 
aus durch. 


Ist jedem Punkte z ¢ Q eine relativ zu 2 kompakte offene Umgebung U, 
und dort ein Element «,¢€ 2, zugeordnet mit der Eigenschaft, da8 fiir alle 
x,y € Qmit U,7\ U, +9 die Restriktionen von «,, «, auf diesen Durchschnitt 
iibereinstimmen, so fassen wir diese GréBen zu einem System {U,, «,} zu- 
sammen. Zwei Systeme {U!, a}, {U2, a2} heiBen aquivalent, wenn a}, «? in 


5) Diese allgemeinere ,,lokale“‘ Definition des inneren Produktes wurde fiir die 
Scuwarrzschen Distributionen schon von I. Hatperr ([H], § 7) gegeben. 
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einer gewissen Umgebung U,c U!;\ U2 eines jeden Punktes 2 ¢ Q iiberein- 
stimmen®). Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv und teilt 
also die Menge der genannten Systeme in Klassen ein. Der Bereich J7 dieser 
Klassen A= (U,,a,), B=<U,, B,) ,... wird durch die (wie alle fol- 
genden offenbar vom Reprisentanten unabhingige) Definition 


r4+sB=(U,0 Vz,ra,+8 p> 


wieder zu einem R-Vektorraum. 
Analog zu (9.1) setzen wir 


(10.1) o,(A) = Inf.o(a,), (A) = Inf. n(a,), ¢,(A) = Inf. C(a,), 


wo a(a,), 4 (a,), €(a,) in U, und die unteren Grenzen fir alle Repriisentanten 
{U,, a} zu nehmen sind. Wie in (9.2), (9.3) definieren wir weiter a, (A), 
n4(A), €4(A) fir Ac 2 und o(A), (A), (A). Fir alle diese GréBen gilt 
wieder (2.3) bzw. (1.2). Die von den Elementen A mit o,(A) <n, bzw. 
a(A) <n bzw. n,(A) Sm, bzw. 4(A) Sm gebildeten Unterriume von /7T 
bezeichnen wir mit IT, bzw. I7,, baw. [Tz bzw. I. 

Jeder Punkt x ¢ 2 besitzt eine Umgebung, in der o,(A) So,(A) und 
y(A) < ne(A) ist. Hieraus folgt mit Hilfe des Boretschen Uberdeckungs- 
satzes der 

Satz 17. Fiir ein relativ zu 2 kompaktes A sind o,(A) und n,4(A) endlich. 

Aus Satz 10 und den Tatsachen 1), 2) des vorigen Paragraphen folgt weiter 
der 

Satz 18. Hs ist I,~G. Die Ordnungen ,(8), 6,(S) usw. von S cF als 
Element von § und als Element von IT sind gleich. 

Jede Distribution S ¢ § bestimmt nimlich nach 1) zunichst ein eindeutiges 
Bild <U,, S,)¢€ IT, Sei umgekehrt AcJI, mit den Reprisentanten 
{U*, at}, ofa) = 1 (¢=1, 2). Diese Systeme bestimmen nach 2) eindeutig 
zwei Distributionen S‘, und diese beiden stimmen, da ihre Differenz in einer 
hinreichend kleinen Umgebung eines jeden Punktes von 2 die Restriktion 
Null hat, wiederum nach 2) iiberein. A bestimmt also eindeutig eine Distri- 
bution S, die ihrerseits offenbar wieder A als Bild hat. Diese Zuordnung ist 
natiirlich ein Isomorphismus, und der Rest der Behauptung folgt unmittelbar 
aus (9.1), (10.1). 

Im folgenden diirfen wir also F und JT, identifizieren und direkt S = (U,, 
S,) schreiben. 

Uber die algebraische Struktur von IT liefern die Satze 11, 12, 15 und 16 
die folgenden Resultate : 

Satz 19. Durch 


(10.2) SoA = (U,, 8,0 a) 

wird fiir SEG, AcII ein bilineares ,,tensorielles oder ,,formales Produkt‘ 
*) Daraus folgt, anders wie bei f, nicht, daB «}, «3 im ganzen Durchschnitt U}7\U} 

iibereinstimmen. Es sei z. B. U} = U} beliebig, aber zwei feste Punkte a,b enthaltend, 


und a} = 0, a2 = dia) O 5»), wo 42) die Drrac-Distribution in bezug auf den Punkt 
x bedeutet. 
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Hetnz Konic: 


erklirt. Durch 
(10.3) S-A=(U,, 8S, a) 


wird fiir C,(8) + C,(A) < 0 ein ,,inneres Produkt’ erklirt, das mit dem ten- 
soriellen Produkt iibereinstimmt und das in § gebildete innere Produkt S -T zweier 
Distributionen S,T €G verallgemeinert. In bezug auf dieses Produkt ist [T™* 
unitérer O"z-Modul, II™ unitérer O”-Modul und IT unitérer O*-Modui 

Satz 20. Allgemein ist o,(S0A)<S06,(A)+ 1. Das Gleichheitszeichen gilt 
fiir £,(S) + €,(A) Ss 0 nie und fiir F,(8) + €,(A) > 0, €,(8) = 0 immer. 

Satz 21. Das Produkt 
(10.4) SoT =<U,, 8,0T; 
zweier Distributionen S,T €& ist genau dann wieder eine Distribution, wenn 
C,(S) + ¢,(7') s 0 ist, also wenn S,T in GF ein inneres Produkt S -T besitzen. 
Beide Produkte stimmen dann iiberein. 

Zur Berechnung des inneren Produktes erhalten wir aus (7.3) fiir C,(g) 

nz(S) + n,(A) < 0 die Relation 
(10.5) g* (SoA) = So (g-A), 
die wieder der Formel (II,) der Einleitung gleichwertig ist. 

Aus den Sitzen 12, 13, 14 folgt schlieBlich: 

Satz 22. Durch A’=(U,, «,) wird in IT eine lineare Ableitung erklirt, 
die die in § definierte verallgemeinert und der Produktregel (So A)'= S'o A 

SoA’ geniigt. 
Satz 23. Hs ist o,(A)=a,(A’) sowie €,(A) =€,(A’)—1 und 7,(A) 
Max (0, 9,(A’) — 1). 

Mit A’ ist also auch stets A eine Distribution. Insbesondere folgt aus 
A’ = 0, daB A eine Konstante ist, usw. 

Wir beschlieBen diesen Paragraphen mit einigen einfachen Beispielen. 

1) Es sei Y = Y (x) die Heavistpesche Sprungfunktion, die fiir negatives x 
den Wert 0 und fiir positives 2 den Wert 1 hat, sowie 6 = Y’ die Drrac-Distri- 
bution in bezug auf den Nullpunkt. Nach Satz 21 sind dann Yo 6, do ¥, 
6?= 60 6 usw. keine Distributionen. Durch Differentiation von Y = Y? folgt 
jedoch 6 = 60 Y + Yo 58: hieraus schlieBt man weiter 60 Y+ Yo 6. 

2) Aus Satz 21 folgt, daB : 046,40 : keine Distributionen sind ; desgleichen, 


l l . 
wena man — durch Pf. ; 7 (log |x|)’ ersetzt. Aus (10.5) folgt jedoch 


oxo0d= 270 od6= odor=0, 
x zx zx 
1 1 l 
60—oz=46020—=2060—-=40. 
x zx x 
3) Nach (10.5) ist weiter fiir m = 1, 2,... 
20 6™= 60 (x0 6™"1) = ---=0, 
ebenso fir r+1>m 


|z|"o 6" = 60 (|z|" 0 6"-}) = 
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Alle diese Gleichungen kann man mehr oder weniger plausibel machen, indem 
man 6” durch die m-ten Potenzen f” von Funktionen /,; ,,approximiert*, die 
im Sinne der Theorie der Distributionen gegen 46 konvergieren. 


§ 11. Beweis der Forderungen (IV). 

Beim Ubergang von 2 zu einer offenen Teilmenge A besitzt jedes Element 
A ={U,, «,) = (Uz, &)2¢q aus IT in IT, eine wohlbestimmte Restriktion 
auf A, nimlich A, = (U,\ A, a) = (U,0A, &)2¢4- Die Forderung (IV;) 
der Einleitung ist offenbar erfiillt. — Der Einfachheit halber lassen wir den 
Index A im folgenden wieder fort. 

In U, ist insbesondere, mit der Definition (10.2), 

A =U, U,, a) = (Uz Uy, ay) = By. 
Wir haben also den 

Satz 24 (Minimaleigenschaft). Die Restriktion eines Elementes A «II auf 
eine hinreichend kleine Umgebung eines jeden Punktes von Q ist dort eine end- 
liche Summe von Produkten endlich vieler Distributionen endlicher Ordnung. 

Es gilt weiter das 

Lemma. Ist die Restriktion von A€IT auf eine gewisse Umgebung 2,¢c 2 
eines jeden Punktes y € Q Null, so ist auch A = 0. 

Denn in Q, ist A = (U,72,, a). Nach Voraussetzung ist also ins- 
besondere a, in einer gewissen Umgebung V,c U,7\ 2, von y Null. Daraus 
folgt A = (V,, a) = 0, w.z.b.w. 

Satz 25 (Lokalisationsprinzip). Ist in einer gewissen Umgebung 2,c 2 
eines jeden Punktes y € Q ein Element A” <¢ IT, gegeben und sind fiir alle y, z € Q 
mit 2, -\ 2, + 0 die Restriktionen von A” , A* auf diesen Durchschnitt gleich, so 
gibt es ein eindeutig bestimmtes Element A < IT, dessen Restriktion auf Q, fiir 
jedes y € Q mit A” iibereinstimmt. 

Beweis. DaB A ¢ JT mit dieser Eigenschaft eindeutig bestimmt ist, folgt 
aus dem eben bewiesenen Lemma; es braucht also nur noch die Existenz eines 
solchen A gezeigt zu werden. — Ferner brauchen wir von A nur nachzuweisen, 
daB es in einer evtl. kleineren Umgebung V,< 2, eines jeden y ¢ 2 mit A” 
iibereinstimmt. Fiir jedes z ¢ 2, sind dann namlich in V,7\ 2, sowohl A 
und A? als auch A* und A”, mithin auch A und A” einander gleich; nach dem 
Lemma, angewandt auf 92, , stimmen A und A” also auch hier iiberein. 

Es sei nun A¥= (U¥, a7). Fir z¢ U¥ ist in UY UY also a} = a}. Im 
Durchschnitt 2, > Q, ist weiter 

Av — A*= (U¥ 7 Ui, at — a), 
in einer gewissen, in UY -\ UZ enthaltenen Umgebung von z also aY = aj. Ins- 
gesamt ist fiir z ¢ UY in einer gewissen, von y abhingigen Umgebung V7? c U¥ 7) 

U? von z folglich a} = a2. 

Die Intervalle UY sind relativ zu Q kompakt und bilden eine offene Uber- 
deckung von Q. Aus ihnen wahlen wir eine lokal erdliche Uberdeckung 


Po (k = 1,2,...) aus. {U,} sei eine feinere lokal endliche Uberdeckung: 
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U,C U,*, und {f,}, {,¢ ®* eine zu {U,} gehérige Teilung der Einheit. Bei 
festem y ¢ Q gilt dann fiir fast alle k Uy € U;* C€D;,, also€V, > UY = Uy, 
und nur fiir endlich viele k ist y ¢ U,. Zu jedem y ¢ Q ist also 
Wy= 1 UN A EDN UY) COY 
k = k 
we 0, v¢ 0, 
eine offene Umgebung. Hierin verschwinden alle /, mit y ¢ U,, es ist also 


(11.1) > f= 1. | 
k 


In W, setzen wir nun 


t= 4, = Ie” Sy, - 


mh 


y,ze 0, 


Wir setzen daher A = « W,, ~,) und haben in 


Vy= Wyn n Veecuy 
k 
ye 0, 


nach dem im zweiten Absatz des Beweises Gesagten 
J y y 
ay— a= 5 fy-(ayt — af) = 0 


und folglich 


A— AY=(W, V,, a.) — (U4 V,, a% 
= (U¥0 Wr Vy, a — a = 9. 
Damit ist, nach den Bemerkungen des ersten Absatzes, der Beweis des Satzes 
erbracht. 
Corollar. Es ist 


o,(A) ‘. o,(A”), Ny(A) _ Ny(A"), Cy(A) — C,(A*). 
Sind alle A” Distributionen, so ist auch A eine Distribution. 


Nach Satz 25 (iibrigens schon nach dem vorangehenden Lemma) besitzt 
jedes A ¢ JT eine (evtl. leere) maximale offene Teilmenge von Q, in der es Null 
ist. Deren Komplement in Q nennen wir den ,, Trager” T (A) von A’). x € T'(A) 
bedeutet also, daB A in keiner Umgebung von x Null ist. 7'(A) ist in Q abge- 
schlossen. 


Satz 26. Der Triger von SOA ist im Durchschnitt der Triiger von S und 
von A enthalten: T(SoA)c T (8S) T(A). 


7) In Ubereinstimmung mit [S] I, 8. 27f. Vgl. daselbst S. 116, Théoréme I. 
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§ 12. Beweis der Forderung (V). 


Zum Abschlu8 beweisen wir den angekiindigten 


Satz 27. Erfiillt GB die Forderungen (1)—(IV) der Hinleitung, so gibt es eine 
eindeutig bestimmte lineare Abbildung von IT auf Y, die alle Distributionen fest 
lat und ein Homomorphismus in bezug auf die Multiplikation mit einer Distri- 
bution, in bezug auf die Ableitung und auf die Restriktion des Definitions- 
bereiches ist. 


Beweis. Wir brauchen nur die Existenz einer Abbildung mit den ver- 
langten Eigenschaften zu zeigen. Hat naimlich A ¢ J7 bei zwei solchen Ab- 
bildungen die Bilder 2, 2?¢€ 9, so stimmen beide wegen Satz 24 in einer hin- 
reichend kleinen Umgebung eines jeden Punktes von 2 iiberein, und nach 
(IV,) ist folglich 24 = 2(?. 


Es sei nun zunichst U ein relativ zu 2 kompaktes offenes Intervall. Wie 
in der Einleitung folgt aus (III,), (IV,), daB die kanonische Abbildung der 
Tensoralgebra fy, in By die im Satz genannten Eigenschaften hat (wenn man 
sich auf Distributionen endlicher Ordnung beschrainkt). Wegen (II) haben 
bei dieser Abbildung alle Elemente der Form (7.1) und also alle Elemente 
von gy das Bild Null. Wir erhalten somit auch eine lineare Abbildung von 
27, in B, mit denselben Eigenschaften. 


Es sei weiter A ¢ J7, mit den Reprisentanten {U‘,, «} (¢ = 1, 2). Bei der 
eben genannten Abbildung gehe a’, € 2‘ in 2‘, < Bt tiber. Nach (IV,) bestimmen 
die 2'. eindeutig je ein Element 2*¢%. In einer hinreichend kleinen Um- 
gebung U,c U!-\ U2 eines jeden Punktes x ¢ Q2 stimmen aber die «!, und 
folglich die 2. und die 2 iiberein; wiederum nach (IV,) ist also 2? = 2?, und 
1 < JT besitzt ein eindeutig bestimmtes Bild 2%¢%. Von dieser Abbildung 
brauchen wir offenbar nur noch zu zeigen, da8 umgekehrt auch jedes A «DB 
mindestens ein Urbild A € JT besitzt. 


Hierzu wahlen wir zu jedem Punkte y € Q eine relativ zu 2 kompakte 
offene Umgebung U}, in der wir die Restriktion von % auf Grund von (IV,) 
als endliche Summe von Produkten endlich vieler Distributionen endlicher 
Ordnung schreiben kénnen. Dadurch wird uns ein Element «’ ¢€ x) geliefert, 
das bei der obigen Abbildung in U¥ in diese Restriktion von % iibergeht. Wie 
beim Beweise von Satz 25 wihlen wir aus den U¥ jetzt eine lokal endliche 


Uberdeckung {Uy} (k = 1, 2,...) von Q aus, ferner eine feinere lokal endliche 
Uberdeckung {U,} und eine zugehérige Teilung der Einheit {f,,}. schlieBlich 
zu jedem Punkte y ¢ 2 die Umgebung W,c U}. In W, setzen wir 


ay = 3 fo! 
ye D;, 
und erhalten in W, W, wieder a, = «,. Wegen (11.1) und (II) geht a, in W, 


in die Restriktion von 2 iiber, das Element A = ¢ W,,a,) aus IT hat also 
das Bild 2¢%. Damit ist der Satz bewiesen. 






Hetnz Kénte: Multiplikation von Distributionen. I. 
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Zur Realisierung Riemannscher Flachen. 
Von 
Horst Tietz in Braunschweig. 


§ 1. Problemstellung. 


Eine Riemannsche Flaiche wird durch eine auf ihr eindeutige Funktion 
eineindeutig und konform abgebildet auf eine Uberlagerungsflache der Ebene; 
wir wollen sagen, daB diese konkrete Riemannsche Flache jene gegebene 
realisiert. Eine Realisierung mit besonderen Eigenschaften ist also gleich- 
bedeutend mit der Existenz einer Funktion von entsprechendem Verhalten. 

Wiahrend eine Riemannsche Flaiche nur dann durch schlichte Gebiete 
realisierbar ist, wenn sie das Geschlecht Null hat*), kann man nach Reali- 
sierungen einer Fliche von héherem Geschlechi fragen, durch die wenigstens 
eine vorgegebene schlichtartige Teilfliche schlicht realisiert wird. Diese Frage 
ist ein Beispiel zu folgendem allgemeinen 

Problem: F sei eine Riemannsche Fliche und M eine Punktmenge auf F. 
Gibt es auf F Funktionen, die auf M eine vorgeschriebene Eigenschaft E besitzen ? 

Es wird ein Prinzip angegeben, das in manchen Fillen die aufgeworfene 
Frage zu bejahen gestattet; es ist eine einfache Anwendung der allgemeinen 
Approximationssitze, die man den Herren BEHNKE und Stren?) verdankt. 

Zuvor seien einige Bezeichnungen und Begriffe eingefiihrt, die z.T. mit 
denjenigen in (BS) ibereinstimmen. 

Wir reden von einer Teilfliche F’ der Riemannschen Fliche F, wenn F’ 
eine offene Punktmenge ist, die aus endlich vielen Komponenten (maximalen 
zusammenhingenden Punktmengen) besteht. Wenn die Punktmenge A in F’ 
kompakt ist, schreiben wir AC F’. Auf F ist die Teilfliche F’ relativ einfach 
zusammenhingend, wenn jedes endliche System in F’ gelegener geschlossener 
Kurven, das in F berandet, schon in F’ berandet. 

Funktionen sollen in ihrem Definitionsbereich (der in endlich viele Kom- 
ponenten zerfallen darf) stets eindeutig analytisch und bis auf endlich viele 
Pole regulir sein. Wenn eine Funktion auf einer geschiossenen Riemannschen 
Flache nur eine Polstelle besitzt, soll sie Elementarfunktion heiBen. 

Eine Aussage iiber Funktionen ist auf einer Punktmenge A giiltig, wenn 
sie noch auf der im Definitionsbereich der Funktionen gebildeten abgeschlosse- 
nen Hiille von A besteht. 

Eine Funktion ist auf der Punktmenge A ihres Definitionsbereiches 
k-wertig, wenn sie auf A jeden Wert héchstens k-mal annimmt. 


1) Die Uniformisierung durch mehrdeutige Funktionen ist keine Realisierung im 
obigen Sinne. 

*) H. Beuwxke und K. Srermn: Entwicklung analytischer Funktionen auf RremMann- 
schen Flachen. Math. Ann. 120, 430—461 (1948); diese Arbeit wird hier mit (BS) zitiert. 
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In § 4 werden wir zwei verschiedene Zerschneidungen einer geschlossenen 
Riemannschen Flaiche F betrachten. Ein volles System C nichtzerlegender 
punktfremder Jordankurven auf F bezeichnen wir kurz als R-System; F — C 
ist schlichtartig. Fihren wir noch, unter Vermeidung unnétiger Doppel- 
punkte, von einem weiteren Punkt von F aus die konjugierten Schnitte zu 
einem R-System, so erhalten wir in der Gesamtheit der Schnittpaare ein 
RP-System J"; F — J’ ist einfach zusammenhingend. 

Mit Z£z,(F') bezeichnen wir die Klasse derjenigen Funktionen von F, welche 
auf M die Eigenschaft E besitzen. — Unser Problem verlangt also, festzustellen, 
ob Ez(F) nicht-leer ist, und es erscheint interessant jedenfalls dann, wenn 
E,(F) selbst leer ist. 


§ 2. Ein Lésungsprinzip. 

Die zu entwickelnde Methode besteht in der Umkehrung einer bekannten 
SchluBweise: anstatt aus den Eigenschaften einer Funktionenfolge auf Eigen- 
schaften der Grenzfunktionen zu schlieBen, werden hier aus dem Verhalten einer 
vorgegebenen Funktion Aussagen iiber dasjenige von Niherungsfunktionen 
gewonnen, und diese Aussagen sind fiir uns wertvoll, weil es nach (BS) Nihe- 
rungsfunktionen gibt, deren Definitionsbereich denjenigen der Grenzfunktion 
umfaBt, falls diese nicht auf der ganzen Riemannschen Filiche erklart ist. 


Bemerkung: In (BS) werden die Ergebnisse nur fiir offene Riemannsche 
Flachen formuliert. Sie gelten aber samt den Beweisen auch fiir geschlossene 
Riemannsche Flaichen, wenn man fiir die Naiherungsfunktionen noch eine 
beliebig gewahlte zusitzliche Polstelle zulaBt; das erkennt man, wenn man 
ir. der Cauchyschen Integralformel, die den Ausgangspunkt von (BS) bildet, 
anstelle des dort benutzten A(f,z) df ein Elementardifferential verwendet, 
das in z auBer dem Pol € nur eine beliebig gewihlte Polstelle besitzt; solche 
Elementardifferentiale sind in allgemeinster Form von Herrn RO#RL*) an- 
gegeben worden. 

Satz 1: L,(F) ist nicht leer, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

a) es ist Mc F, und es gibt zwei Teilfliichen F, und F, mit Mc F,c F,c F, 
so dap Ey (F;) regulaire Funktionen enthilt, 

b) die Eigenschaft E ist stetig in dem Sinne, daB es zu jedem reguliiren 
f¢ Ep(F,) ein e > 0 gibt, derart, daB f,¢ Ex( Fy) aus |f,— f| <e auf Fy folgt. 

Beweis: Sei f eine regulire Funktion aus Ep,(F,). Nach (BS) und obiger 
Bemerkung kann f auf F, gleichmaBig durch Funktionen auf F approximiert 
werden. Zufseie > Onach(b) gewahlt und f, eine Funktion auf F mit |/,— f| < 
auf F,; nach (b) gilt dann f,¢ Z»,(F,) und, da f, auf ganz F erklart ist, sogar 

Zusatz: Falls F, relativ zu F einfach zusammenhingend gewahlt werden 
kann, enthalt Z,,(F) Funktionen, die auf F sogar iiberall regular sind, falls F 
offen ist, und Elementarfunktionen mit beliebiger Polstelle, falls F geschlossen ist. 





*) H. Réurt: Die Elementartheoreme der Funktionenklassen auf algebraischen 
Flachen. Math. Nachr. 7, 65—84 (1952). 
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Diese Aussage ist enthalten in (BS), Satz 6, fiir ein offenes F’; falls F ge- 
schlossen ist, folgt sie aus dem Beweis dieses Satzes unter Beriicksichtigung 
obiger Bemerkung. 

Hilfssatz 1: F, ist dann und nur dann relativ zu F einfach zusammen- 
hiingend, wenn 

a) F offen ist, und F — F, keine kompakte Komponente enthilt; das ist 
insbesondere dann der Fall, wenn F, kompakt und F — F, zusammenhingend ist ; 

b) F geschlossen und F — F, zusammenhingend ist. 

Beweis: Zu a). F — F, enthalte eine kompakte Komponente F’. Der 
Rand C’ von F’ ist im Rand von F, enthalten. Wiirde C’ auch in F, einen 
kompakten Teil ¥’; beranden, so wire F’+ F; kcmpakt und randlos und daher 
mit F identisch, das entgegen der Voraussetzung geschlossen wire. Ein in F, 
zu C" hinreichend benachbartes Kurvensystem berandet also auf F, aber nicht 
auf F,, und F, ist relativ zu F mehrfach zusammenhingend. 

Nun sei C ein Kurvensystem in F,, das auf F, aber nicht auf F, berandet. 
Es gibt also ein nicht in F, enthaltenes kompaktes F’, dessen Rand C ist. 
Der Durchschnitt F’ = (F — F,)7\F’ ist nicht leer und ebenfalls kompakt. 
Der Rand C” von F”’ ergibt sich zu 


C” = Rand (F — F,)\ F’ + (F —F,)- Rand F’; 


wegen Rand F’= C ¢ F, verschwindet der letzte Summand, und C” ist im 
Rand von F — F, enthalten; also enthalt F — F, den kompakten Teil F”’, 
der innerhalb F — F, keinen Randpunkt besitzt. Jede Komponente von F’’ 
ist daher eine kompakte Komponente von F — F,. 

Sei insbesondere F, kompakt, dann ist F — F, nicht kompakt; ist letzteres 
iiberdies zusammenhingend, so enthalt es auch keine kompakte Komponente. 

Zu b). F — F,sei nicht zusammenhangend, enthalte alsozwei Komponenten 
F’ und F’’. Ist C in F, ein zum Rand von F’ hinreichend benachbartes Kurven- 
system, so ist es der Rand einer Komponente F’ von F, die F’ enthilt; © ist 
aber auch der Rand von F — F’= F”, in welchem F” enthalten ist. C be- 
randet also auf F, aber nicht auf F. 


F — F, sei zusammenhingend und C ¢ F, ein auf F berandendes endliches 
Kurvensystem. F — C zerfillt also in eine endliche Anzahl von Komponenten, 
von denen eine, etwa F’, ganz F — F, enthalten muB8; die iibrigen, deren 
Summe F”’ sei, liegen also alle in F,, und C berandet auf F, die Teilfliche F’’. 


§ 3. Anwendung auf k-Wertigkeit. 
Sei F,¢ F und f eine auf F, regulire Funktion; weiter sei /, eine auf F, 
gleichmaBige e-Approximation von f. Mit f(@) bzw. /,(@) bezeichnen wir das 
Bild, das von der Punktmenge @c F, durch f bzw. f, in der Wertebene ent- 
worfen wird. 
Hilfssatz 2: Zu jeder Punktmenge GC f(F,) gibt es ein e(G) > 0, derart, 
dap f, und f fiir e < e(G) auf F, jeden Wert aus G gleich oft annehmen. 
31* 
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Beweis*): Wegen Gc f(F,) und der GleichmaBigkeit der Approximation f 
ist fir hinreichend kleine e auch Gc /,(F,). Bezeichnet C den Rand von F,, I 
so ist fir w¢G die Differenz der Hiufigkeiten, mit denen w auf F, von f, 
und / angenommen wird, gegeben durch 

a ; fA) — 103) é 
A (w, e) = 3-5 fain(1 + Tne ). 
a(c) 
Nun ist |/(3) — w| fiir 3¢ C und w€ G gleichmaBig nach unten beschrankt, 
wihrend |/,(3) — {(3)| < e fir 4¢ C. Es folgt lim A (w, e) = 0 gleichmaBig in 
e—0 U 
w € G; andererseits ist A (w, ¢) eine ganze Zahl, und das ergibt die Behauptung. ( 


Hilfssatz 3: f sei auf F, regulér und k-wertig, und es sei MCF, Jede i 
hinreichend scharfe, auf F, gleichmaBige Approximation f, von f ist dann k-wertig 
auf M. 

Beweis: Da die Spurabbildung der Bildfliche von F, auf das Gebiet*) | 
/(F,) stetig ist, folgt aus Mc F, auch f(M) c f(F,). Es gibt also ein Gebiet G 
mit f/(M)c Gc f(F,), und wegen der GleichmaBigkeit der Approximation 
wird fiir geniigend kleine ¢ auch {,(M)c Gc f,(F,) gelten. Wegen Hilfssatz 2 
und der Voraussetzung nehmen daher alle hinreichend scharfen Naiherungen f, 
auf F, jeden Wert aus G héchstens k-mal an; sie sind also insbesondere 
k-wertig auf IM). 

Satz 2: Sei Mc F. Falls es eine Teilfliche F, mit MCF, CF gibt, auf der 
regulire k-wertige Funktionen existieren, so gibt es auf F Funktionen, die 
k-wertig auf M sind. : 

Beweis: Der Satz folgt daraus, daB fiir die EKigenschaft ,,k-wertig“ die | 
Bedingungen aus Satz | erfiillt sind. Denn nach Voraussetzung geniigt jedes 
Zwischengebiet F, mit Mc F,c F, der Bedingung a), waihrend b) wegen 
Hilfssatz 3 befriedigt wird. 


§ 4. Existenz- und Realisierungssitze. 


Auf der Riemannschen Flache F sei eine kompakte abgeschlossene Punkt- 
menge IN vom Geschlecht Null gegeben, das soll heiBen, daB M in eine schlicht- 
artige Teilfliche’) eingebettet werden kann. Dann gibt es aber auch eine 
schlichtartige Teilfliche F, mit Mc F,c F. Nach dem Riemannschen Ab- 
bildungssatz gibt es in jeder Komponente von F, regulire und schlichte (ein- 
wertige) Funktionen; da diese wegen der Kompaktheit von F, als beschrinkt 
angenommen werden kénnen, ist es erlaubt, ihre Wertmengen als getrennt 
liegend vorauszusetzen ; d. h. aber, daB es auf F, einwertige regulire Funktionen 


*) Der Beweis ist derselbe wie der des Roucn&schen Theorems; iiber dieses hinaus 
lhefert er die erforderliche GleichmaBigkeit in ©. 

5) Ein Gebiet darf endlich viele Komponenten enthalten. 

*) Dabei ist MC F, wesentlich. Denn sei z. B. F,:\z} <1, f =z, k = 1 und 


1 nm+t 
fa=2 (1 : | - = i ; jedes /,, hat m Kreuzungspunkte im Innern von |z| < 1, und 
jeder Punkt auf dem Rande des Einheitskreises ist Haufungspunkt solcher Kreuzungs- 
punkte. 


7) D. h. jede Komponente ist schlichtartig. 
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gibt; falls F — M zusammenhingend ist, kann das auch von F — F, ange- 
nommen werden. Damit folgt aus Satz 2, Hilfssatz 1 und dem Zusatz von 
Satz I 

Satz 3: Hine Riemannsche Fliche F kann atets so realisiert werden, daB 
eine vorgegebene kompakte abgeschlossene Punktmenge M vom Geschlecht Null 
schlicht dargestellt wird; wenn F —M zusammenhédngend ist, gibt es sogar 
regulire bzw. Elementarfunktionen, die eine solche Realisierung vermiiteln. 


Korollar 1: Zu jedem endlichen System C punktfremder Jordankurven 
auf F gibt es Realisierungen von F, die C schlicht abbilden. — Ist F insbesondere 
geschlossen und C ein R-System, so gibt es Elementarfunktionen, die auf C ein- 
wertig sind. 

F sei eine Riemannsche Fliche von endlichem Geschlecht; nach einem 
Einbettungssatz von BocuNeR und Sarro*) kann F in eine geschlossene 
tiemannsche Fliche F von demselben Geschlecht eingebettet werden. Sei 
nun C auf F, also auch auf F, ein beliebiges R-System, dann ist F — C schlicht- 
artig ; ist C speziell ein RP-System, dann ist / — C einfach-zusammenhingend, 
und zu jeder abgeschlossenen Punktmenge IN aus F — C gibt es daher eine 
einfach-zusammenhingende Teilfliche F, mit Mc F,, und dann ist F — F, 
zusammenhiangend. Es folgt 

Korollar 2: C sei ein beliebiges R-System auf der Riemannschen Fliche F 
von endlichem Geschlecht. Zu jeder abgeschlocsenen Punktmenge MCF — C 
gibt es Realisierungen von F, in denen M schlicht liegt. Es gibt solche Reali- 
sierungen durch reguliére bzw. Elementarfunktionen, falls C ein RP-System ist. 

Dieses Ergebnis besagt im wesentlichen, daB es auf einer Riemannschen 
Fliche von endlichem Geschlecht Funktionen gibt, deren Mehrwertigkeiten 
nur in beliebiger Nahe eines willkiirlichen R-Systems auftreten; es la8t daher 
die folgende Anwendung auf die Theorie der algebraischen Funktionen zu, 
wenn man bedenkt, daB eine Funktion f in der Umgebung einer Nullstelle 
oder eines Poles von df mehrwertig ist: 

Satz 4: Unter den algebraischen Funktionen, die zu der geschlossenen Rie- 
mannschen Fliiche F gehéren, gibt es solche, deren Pole sowie die Stellen ihres 
Differentialdivisors in beliebiger Nahe eines willkiirlich vorgegebenen R-Systems 
liegen; und es gibt Elementarfunktionen mit vorgegebener Polstelle }, deren 
Differentialdivisor nur Stellen enthilt, die in beliebiger Néhe eines durch d 
gefiihrten, aber sonst willkiirlichen R P-Systems liegen. 

Eine weitere Folgerung aus Satz 2 mége diese Untersuchung abschlieBen. 

F sei wieder eine Riemannsche Fliche vom Geschlecht p< oo. Ein 
System C aus p—1 punktfremden Jordankurven auf F nennen wir eine 
Kommutatorbasis, wenn F — C aus p Komponenten vom Geschlecht Eins 
besteht. Da jede solche Komponente in ein elliptisches Gebilde einbettbar ist, 
gibt es auf ihr zweiwertige Funktionen, die offenbar als regulir voraus- 


*) L. Sarto: Uber Riemannsche Flichen mit hebbarem Rand. Ann. Acad. Sci. fenn. 
Ser. A 1, 50, 1948, Satz 16. 
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gesetzt werden diirfen. Die Begriindung von Satz 3 bewirkt hier, daB es auf 
F,= F — C zweiwertige regulire Funktionen gibt. Damit folgt 

Satz 5: Auf einer Riemannschen Fliche F von endlichem Geschlecht sei C 
eine beliebige Kommutatorbasis. Es gibt Realisierungen von F, in denen eine 
vorgegebene abgeschlossene Punkimenge MCF —C die Wertebene héchstens 
zweifach iiberdeckt. — Insbesondere gibt es Funktionen auf F, die auf einem 
beliebigen System getrennt liegender kanonischer Riickkehrschnittpaare zwei- 
wertig sind. 

Dieser Satz kann dahingehend interpretiert werden, daB die ,, Abweichung* 
einer Riemannschen Flaiche endlichen Geschlechtes von einer geeigneten 
hyperelliptischen Flaiche durch die Umgebung einer beliebigen Kommutator- 


basis bedingt ist. 


( Bingegangen am 29. Juni 1954.) 
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Uber die wesentlichen Singularitaten einer 
Abbildungsschar. 
Von 
Joser Weiter in Fulda. 

Sind qg der Nullpunkt in einem Euklidischen Zahlenraum R, Z ein Zyklus 
und Z,, Z, stetige Bilder von Z in R — q, so erhebt sich die Frage: kann man 
Z, so in Z, deformieren, daB wihrend der Deformation keine Nullstelle auf- 
tritt; kann man also Z, und Z, innerhalb R — q ineinander deformieren? Dies 
ist ein bekanntes Problem der Verschlingungstheorie. 

Eine mit diesem Problem verwandte Frage lautet: 

1. Es seien f und f’ homotope Abbildungen eines Polyeders in sich ohne 
Fixpunkte. Lassen sich dann f und f’ derart ineinander deformieren, dab 
wahrend der Deformation kein Fixpunkt auftritt ? 

Die vorstehende Frage la8t sich in verschiedener Richtung abwandeln, 
etwa in folgender: 

2. Es seien f und f’ homotope Abbildungen eines Polyeders in sich, deren 
jede genau einen Fixpunkt hat. Gibt es dann eine f in f’ iiberfiihrende Ab- 
bildungsschar (/*, 0 < t < 1) derart, daB fiir 0 < t < 1 die Abbildung /f* genau 
einen Fixpunkt hat ? 

Weiter kann man fragen: 

3. Es seien f und f’ homotope Abbildungen eines Polyeders in sich, deren 
jede als Fixpunktzah] die Fixpunktmindestzahl der Homotopieklasse von f 
und f’ hat. Existiert dann eine f in f’ iiberfiihrende Abbildungsschar (/*, 
0<t< 1), so daB fir 0 <7 <1 die Abbildung f* als Fixpunktzahl die Fix- 
punktmindestzahl ihrer Homotopieklasse hat ? 

Endlich erhebt sich allgemein die Frage, und es besteht die Aufgabe der 
Prazisierung dieser Frage: 

4. Wie kann man zwei homotope Abbildungea eines Polyeders in sich, 
deren jede héchstens endlich viele Fixpunkte hat, derart ineinander iiber- 
fiihren, daB wihrend der Uberfiithrung méglichst wenig Fixpunkte auftreten ? 

Geht man den Fragen 1 bis 4 nach, so erweist sich der durch sie bestimmte 
Problemkreis als verzweigt und mannigfaltig. Und Untersuchungen, die tief- 
liegende Ergebnisse hierzu bringen, lassen sich in eine kiirzere Arbeit nicht 
wohl zusammendriangen. Wir beschrinken uns deshalb auf die Behandlung 
eines Problems, das, mit den vorerwaihnten Problemen verwachsen, doch eine 
gesonderte Untersuchung zulaBt. 

Es bedeute, und diese Bedeutung bleibe bis SchluB der Arbeit, n eine 
natiirliche Zahl, P ein endliches Polyeder in dem n-dimensionalen Euklidischen 
Zahlenraum R"; ferner (ft, 0<1t< 1) eine Schar stetiger Abbildungen /* 
von P in sich, deren jede héchstens endlich viele Fixpunkte hat. Statt /* (p) 
schreiben wir auch F(p, 7), so daB also F =: (ff, 0S tS 1). Wir nennen F 
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eine ,,isolierte‘‘ Abbildungsschar in P und fragen, in welcher Weise die Ab- 
bildungsschar F die Fixpunkte von f° in diejenigen von f' iiberfiihrt. Geschieht 
diese Uberfithrung, da iiber -# keine weiteren Voraussetzungen als nur die, 
fiir 0 <1 < 1 habe die Abbildung /* héchstens endlich viele Fixpunkte, ge- 
macht sind, in einer Art, fiir die Bezeichnungen wie ,,ungeordnet“, ,,beliebig“, 
,,planlos* treffend sind ? Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit, nachzuweisen, 
daB im Gegenteil einfache Gesetze bestehen, nach denen sich die durch F 
vermittelte Uberfiihrung von f° in f' vollzieht. 

Ein Ergebnis sei vorweggenommen. Sind 1, . . ., t,, t irngendwelche Zahlen 
und p der Punkt (t;, . . ., T,) des R", so bezeichnen wir den Punkt (r,, . . ., T,, T) 
des R"*! auch mit (p, rt); im iibrigen weisen wir auf die in Abschnitt 1 ge- 
machten Bemerkungen, die Bezeichnungsweise betreffend, hin. Ist dann S 
die Menge aller Punkte (p,t) des R"*', fiir die p wesentlicher Fixpunkt der 
Abbildung {*, so ist entweder S leer, oder es gibt Punkte a}, a;g< tT < %,,, in P 
und von Null verschiedene ganze Zahlen €;, i= 1,2,... evtl. ad inf., mit den 
Eigenschaften I bis IIT: 

I. Es bedeute a, die durch a;(t) = af, aj9< T < «;,, bestimmte Abbildung von 
(X:9, &) in P. Dann ist a, stetig. 

Il. Fiir ajg< t < «,, ist af Fixpunkt mit dem Index €; von {*. 

III. Ist A, die aus den Punkten (aj, t), ajg< T < %j,, bestehende Menge des 
R"*1, 80 sind die A, paarweise zueinander fremd. Und es ist 5 A, = 8. 

In den untenstehenden Definitionen 2 und 2’ haben wir die Mengen 4, 
auf einem unmittelbaren Weg erklart und sie als die ,,wesentlichen Singulari- 
tiiten‘’ von F bezeichnet. — Zuniichst einige Bemerkungen iiber den Index 
isolierter Fixpunkte. 

Ist 7' ein r-dimensionales Simplex, r > 0, im R", L die Triigerebene von 7’, 
ferner a ¢€ TC P und die Menge T in P offen, f eine stetige Abbildung von P 
in sich, f auf 7’ affin und a der einzige Fixpunkt von f auf 7’, so bezeichnen 
wir a als einen ,,affinen“‘ Fixpunkt von f und als ,,/ndex*‘ von a bei f die 
Zahl +(—1)" oder —(—1)’, je nachdem die durch g(p) = {(p)— p, p< T, 
bestimmte Abbildung g von 7 in L positiv oder negativ ist. 

Wenn U eine in P offene Menge, a ein Punkt aus U, f eine stetige Ab- 
bildung von P in sich und a der einzige Fixpunkt von f auf U, so heiBt a ein 
,,isolierter“* Fixpunkt von /; und der ,,Jndex** von a bei f ist die Summe der 
Indexe der in U liegenden Fixpunkte einer wie folgt bestimmten Abbildung /’. 
Fir p¢ P—U ist f’(p) = f(p), die Abbildungen f und f’ sind homotop, jeder 
in U liegende Fixpunkt von /’ ist affin. — Ist der Index von a bei f nicht 
Null, so nennen wir a einen ,,wesentlichen Fixpunkt von f. 

Wir kénnen nun erklaren: 

Definition 1. Es seien g ein Punkt aus P, « eine Zahl aus [0,1], q ein 
wesentlicher Fixpunkt von /*, U eine in P offene Menge > q und ¢ eine positive 
Zahl derart, daB fiir alle t aus [0, 1] mit |x —1| < e die Abbildung f* auf U 
genau einen wesentlichen Fixpunkt hat. Dann heiBt (q, x) ein ,,Normal- 
punkt“ von F. 
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Definition 2. Es seien x, «, Zahlen mit 0 < ag< a, <= 1 und a eine sietige 
Abbildung von (a, %,) in P. Fiir ag< t < a, sei, wenn der Punkt a (tr) auch mit 
a® bezeichnet wird, (a*, t) ein Normalpunkt von F. Ferner mége gelten: zu keinem 
(aq, %,) als echten Teil enthaltenden Intervall (B,, B,) existiert eine stetige Ab- 
bildung b von (fy, B,) in P derart, daB mit bt = b(t) die Gleichung at = b* fiir 
gx tT < a, gilt und (b', tr) fiir By< t< B, ein Normalpunkt von F ist. Dann 
heiBt die aus den Punkten (a™, tT), ag< Tt < %,, des R"*! bestehende Menge, die 
wir auch kiirzer durch (a™, %g< tT < %) bezeichnen, eine ,,wesentliche Singularitit™ 
von F. 

Definition 3. Ist A (a™, &j< T < a) eine wesentliche Singularitaét von F 
und ¢ eine ganze Zahl derart, daB a* fiir ag< t < «, Fixpunkt mit dem Index ¢ 
von f*, so heiBt ¢ der ,,Grad** von A bei F. 

Die Erklarungen | und 2 sind, wie in Abschnitt 1 gezeigt wird, mit den 
folgenden Definitionen 1’ und 2’ gleichwertig. 

Definition 1’. Es seien g ein Punkt aus P, « eine Zahl aus [0,1], q ein 
wesentlicher Fixpunkt von f* und U eine offene Menge 3(qg, «) im R"*?! von 
der Beschaffenheit: zu jeder Zahl t aus [0,1] gibt es in U héchstens einen 
Punkt (p, t) derart, daB p wesentlicher Fixpunkt von /f* ist. Dann heibt (¢, «) 
ein ,,Normalpunkt** von F. 

Definition 2’. Es seien a», a, Zahlen mit 0< a)< a,< 1, U eine offene 
Menge im R"* ! und a eine stetige Abbildung von (a,, «,) in P, so daB, wenn fiir 
%g< T < a, der Punkt a(t) auch a™ genannt wird, IV bis VI gilt. Dann heiBt 
(a", &y< T < @,) eine ,,wesentliche Singularitat‘’ von F. 

IV. Fiir a,< t < «, ist a” ein wesentlicher Fixpunkt der Abbildung f* und 
(a*, t) in U gelegen. 

V. Zu jeder Zahl rt aus [0,1] gibt es in U héchstens einen Punkt (p, r) 
derart, daB p wesentlicher Fixpunkt von f* ist. 

VI. Sind V eine offene Menge > U im R"*!, (By, £,) ein (%», «,) als echten 
Teil enthaltendes Intervall und 6 eine stetige Abbildung von (f,, £,) in P 
mit b(t) = a(r) fiir a< t < «,,80 sind IV und V bei Ersetzung von %, «,,a, U 
durch fy, B,, 6, V nicht mehr richtig. 

Die folgenden Untersuchungen werden das Bild einer isolierten Abbildungs- 
schar, welches durch das bis hierher Gesagte entstanden ist, ergiinzen und 
wesentlich verscharfen. 


1. Normalpunkte. 

Der vorliegende Abschnitt dient unter anderem dem Zweck, die obigen 
Definitionen 1 und 1’, ebenso die Definitionen 2 und 2’ als gleichwertig zu 
erweisen. Einige weitere Bemerkungen bereiten die Beweise der in Abschnitt 2 
und 3 angefiihrten Siatze vor. 

Zunaichst Bemerkungen zur Bezeichnungsweise. Sind a und } Punkte 
des R", so bedeutet @ die aus dem Punkt a bestehende Menge, o (a,b) die Ent- 
fernung der Punkte a und b. Ist jedem Punkt p einer Menge M geneu ein 
Punkt f(p) einer anderen Menge zugeordnet, so bezeichnet f(p) stets den 
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Punkt, wahrend die ganze Zuordnungsvorschrift — also die aus den Paaren 
(p,f(p)), p « M, bestehende Menge — mit f, nirgends mit f/(p) bezeichnet wird. 
Die Bezeichnung i = 1, 2,... bedeutet, daB i alle natiirlichen Zahlen durch- 
lauft. Durchliuft i nur endlich viele Zahlen, so geben. wir, wie dies z.,B. in 
i= 1,...,m geschehen ist, stets das letzte Glied an. Im R* liegende ,,Sim- 
plexe“* sind offen und gradlinig gemeint. Wenn S,,..., S,, Simplexe im R*, 


so nennen wir J S;, ein ,,endliches Polyeder*. 


Die oben definierte Abbildung F ist auf der Menge P’ aller Punkte (p,7) 
des R"*! mit p¢ P und 0s 1S 1 erklirt. Die eingangs gemachte Voraus- 
setzung, es sei F eine ,,Abbildungsschar‘‘, bedeutet, daB F eine stetige Ab- 
bildung von P’ in P ist. 

Ist U eine in P offene Menge und f eine stetige Abbildung von P in sich 
mit héchstens endlich vielen Fixpunkten, so bezeichnen wir als ,,/ndexsumme“ 
von f auf U, wenn f aui U keinen Fixpunkt hat, die Zahl 0, sonst die Summe 
der Indexe der in U liegenden Fixpunkte von f. 

Aus der Erklarung des Indexes folgt, nachdem man die Eindeutigkeit 
und Méglichkeit dieser Erklirung etwa mit Hilfe der Hoprschen Spurformel 
bewiesen hat, leicht: 

Satz 1. Es sei U eine in P offene Mengé und « eine Zahl aus dem Intervall 
[0,1], so daB p + f*(p) fiir pc U—U. Dann gibt es eine positive Zahl e derart, 
da fiir alle t aus [0,1] mit |a—t| <e die Abbildungen f* und f* auf U in 
ihren Indexsummen iibereinstimmen. 

Aus Satz 1 folgt weiter: 

Satz 1’. Ist U eine in P offene Menge, q ein in U liegender wesentlicher 
Fixpunkt von ;* und p+ {*(p) fiir p« U —q, 80 gibt es eine positive Zahl ¢ 
derart, daB fiir alle t aus [0,1] mit |a—t| < e die Abbildung ft in U wenigstens 
einen wesentlichen Fixpunkt hat. 

Der letzte Satz erméglicht, die obigen Definitionen 1 und 1’, ebenso die 
Definitionen 2 und 2’ als gleichwertig nachzuweisen. 

Die Definitionen 1 und \' sind gleichwertig. Zum Beweis sei zunichst (q, «) 
ein Normalpunkt von F im Sinne der Definition 1. Dann gibt es eine offene 
Menge U, im R* mit g < U, und eine positive Zahl ¢ derart, daB fir alle rt aus 
[0,1] mit |ja—rt| <e die Abbildung f* in U,- P genau einen wesentlichen 
Fixpunkt hat. Bedeutet hierauf U die Menge aller (p,t) des R"*! mit p€ U, 
und |a—t| <e, so ist U eine offene Menge > (q,«) im R"*! von der in Defi- 
nition 1’ bestimmten Art. Verbleibt zu zeigen: 

Ist (q,a) ein Normalpunkt von F im Sinne der Definition 1’, so ist (g,x) 
ein Normalpunkt von F im Sinne der Definition 1. 

Beweis. Es sei U, eine offene Mefige )(q,) im R"* + von der Beschaffenheit: 
Zu jedem 7 aus [0,1] gibt es in , héchstens einen Punkt (p,t) derart, daB p 
ein wesentlicher Fixpunkt von f* ist. 

Bedeutet dann U, die Menge aller Punkte p des R" mit (p,«) € U,, so ist 
U,= P- U, eine in P offene Menge 5 q, und es gibt eine positive Zahl e, derart, 
daB die Menge aller Punkte (p,r) des R"*+! mit p¢ U, und ja —t| < «, in U, 
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liegt. Somit gilt: zu jeder Zahl r aus [0,1] mit |a — t| < e, existiert in U, 
héchstens ein Punkt p, der wesentlicher Fixpunkt von f* ist. 

Es bezeichne nun U eine in P offene Menge, so daB g ¢ U Cc U, urd q der 
einzige Fixpunkt von /* auf U ist. Da q wesentlicher Fixpunkt von f* ist, 
gibt es nach Satz 1’ eine Zahl e mit 0 < ¢ < e, und der Eigenschaft, daB fiir 
alle t mit |«—t| <e die Abbildung f* in U wenigstens einen wesentlichen 
Fixpunkt hat. 

Fiir alle t aus [0,1] mit |x — t| < ¢ hat die Abbildung f* auf U genau einen 
wesentlichen Fixpunkt: wegen ¢ < ¢, und U Cc U, hat j* in U héchstens einen 
wesentlichen Fixpunkt, und es hat /* in U wenigstens einen wesentlichen 
Fixpunkt. 

Damit ist der Beweis beendet. 

Die Definition 2 und 2’ sind gleichwertig. Um dies nachzuweisen, wollen 
wir zunichst zeigen: 

Ist (a™, ag< tT < a) eine wesentliche Singularitét von F im Sinne der De- 
finition 2, so ist (a", ay< Tt < a) auch wesentliche Singularitiét von F im Sinne 
der Definition 2’. 

Beweis. Es sei £ eine Zahl aus (a, «,). Nach Definition 1 gibt es dann eine 
offene Menge U, im R" mit a‘¢ U, und eine positive Zahl ¢ derart, daB fir 
alle t aus [0,1] mit |¢-—t| <e die Abbildung f* in U,- P héchstens einen 
wesentlichen Fixpunkt hat. Wenn ¢ nur hinreichend klein, liegt fiir alle r 
mit |¢ —t| < e der Punkt a* in U,. Es gibt also eine positive Zahl e, derart, 
daB fiir alle r aus [0,1] mit |¢ — t| < e, der Punkt at in U, liegt und der einzige 
wesentliche Fixpunkt von f* in U,- P ist. Bezeichnen wir alsdann mit Uj die 
Menge aller Punkte (p,t) des R"*', fiir die p in U, gelegen und |{ —t| < ¢,, 
so ist US eine offene Menge des R"*! der Eigenschaft: ist (p,t) ein Punkt aus 
U; derart, daB p wesentlicher Fixpunkt von /*, so ist t in (a%»,«,) gelegen und 
p=a". 





Nun sei U* die Vereinigungsmenge aller offenen Mengen U3, des R"*+! 
folgender Art: der Punkt (a*,¢) liegt in U5; ist (p,r) ein Punkt aus Uj, derart, 
daB p wesentlicher Fixpunkt von /*, so ist t in (%»,a,) gelegen und p = at. 
Die Menge Uj ist von der Art der Mengen U$. Wir bezeichnen die Menge 
2 UT, ag<t<a,, mit U = U*. 

Dann gilt IV bis VI iiber die Abbildung a. 

Zu IV. Da (a‘™,t) ein Normalpunkt von F, ist a* ein wesentlicher Fixpunkt 
von f*. Wegen (a‘,r) € U* ist (a*,r) € U. 

Zu V. Es seien € eine Zahl aus [0,1] und p,,p, Punkte aus P derart, 
daB p, wie p, wesentlicher Fixpunkt von f* ist und (p,,¢) wie (p,,¢) in U liegt. 
Dann gibt es Zahlen ¢, und ¢, mit (p,,¢) € U** und (p,,¢) € U**. Und aus der 
Bedeutung der Mengen U* folgt, daB p,= p,= a’. 

Zu VI. Angenommen, es wire V eine offene Menge >U im R**?, (B5,A;) 
ein (%»,«,) als echten Teil enthaltendes Intervall und 6 eine stetige Abbildung 
von (f,f,) in P mit b(t) = a(t), %< t< a, und der Eigenschaft, daB IV 
und V bei Ersetzung von a», «,, a, U durch fp, f,, 6, V richtig sind. Nach 
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Definition 1’ ist dann (6*,r) fir 8,< t < 8, Normalpunkt von F: ein Wider- 
spruch zur Eigenschaft von (a‘, a)< t < 4%), wesentliche Singularitét von F 
im Sinne der Definition 2 zu sein. 

Weiter gilt: 

Ist (a*, ag< T < a) eine wesentliche Singuiaritét von F im Sinne der Defi- 
nition 2’, so ist (a™, ag< tT < a) eine wesentliche Singularitat von F im Sinne 
der Definition 2. 

Beweis. Wegen IV, V und Definition 1’ ist (a*,r) fiir ag< t < «, ein Normal- 
punkt von F. 

Angenommen, es existierte ein («,,«,) als echten Teil enthaltendes Intervall 
(Bo, B,) und eine stetige Abbildung 6 von (f,,8,) in P mit den Eigenschaften: 
fiir ag< Tt < a, ist a(t) = b(t); wird der Punkt 6(t) auch 5* genannt, so ist 
(b*,r) far By< t < f, ein Normalpunkt von F. Dann ergibt sich, wie oben die 
Menge U* erklirt wurde, die Existenz einer offenen Menge V* des R"*!, iiber 
die gilt: fiir B,< t < f, liegt der Punkt (b*,r) in V*; ist (p,r) ein Punkt aus V* 
und p ein wesentlicher Fixpunkt von /*, so liegt t in (fp, 8,), und es ist p = LU. 

Die Existenz von V* widerspricht aber der Eigenschaft von (a™, ag< t < a), 
wesentliche Singularitaét von F im Sinne der Definition 2’ zu sein. Und damit 
ist der Beweis beendet. 


Die Erklirung eines Normalpunktes wird durch den folgenden Satz weiter 


erlautert. 

Satz 2. Wenn (q,«) ein Normalpunkt von F, so existieren eine in P offence 
Menge U 3 q, eine positive Zahl e, eine stetige Abbildung a von (a — &, x + &) in U 
und eine ganze Zahl £ +0 derart, daB gilt: fiir alle Zahlen t aus [0,1] mit j 


|ja—t| < e ist der Punkt a(t) der einzige in U gelegene wesentliche Fixpunkt 
von {* und sein Index bei f* gleich ¢. 


Beweis. Nach der Erklirung eines Normalpunktes gibt es eine in P offene é 
Menge U, >q und eine positive Zahl ¢, derart, daB fiir alle r aus [0,1] mit 
la — t| < e, die Abbildung f* auf U, genau einen wesentlichen Fixpunkt hat. 


Hierauf bezeichne U eine in P offene Menge derart, daB q ¢ UC U, und q 
der einzige Fixpunkt von f* auf U ist. Nach Satz | existiert eine Zahl ¢ mit J 
0 < e <e, und der Eigenschaft, daB fiir alle t aus [0,1] mit |«—t| <e die 


Abbildungen /* und ft auf U in ihren Indexsummen iibereinstimmen. d 
Da q ein wesentlicher Fixpunkt von /*, ist sein Index ¢ + 0. Es hat also . 

f* far alle r aus [0,1] mit |«—1| <« auf U wenigstens einen wesentlichen 

Fixpunkt, wegen U c U, und «¢ < e, weiter héchstens einen wesentlichen Fix- . 

punkt, daher genau einen wesentlichen Fixpunkt. Bedeutet dann a‘ = a(t) 

fir alle r aus [0,1] mit |a — | < e den in U liegenden wesentlichen Fixpunkt . 

von {*, so ist fiir alle diese t der Index von a* bei f* gleich ¢. 
Verbleibt nachzuweisen, daB die Abbildung a stetig. Zum Beweis be- (1 

zeichne § eine Zahl aus [0,1] mit |a— A| <«, ferner y eine positive Zahl e 

und V eine in P offene Menge mit den Eigenschaften: der Punkt a liegt in V 

und ist der einzige Fixpunkt von /? auf V, der Durchmesser von V ist < y, f 


es ist Vc U. 
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Nach Satz 1’ gibt es eine positive Zahl 6, so daB erstens (6 — 6, B + 4d) 
in («—e, « + e) liegt und zweitens fiir alle t aus [0,1] mit |B —r| < 6 die 
Abbildung f* in V wenigstens einen wesentlichen Fixpunkt hat. Hieraus 
und aus VC U folgt, daB fiir alle r aus [0,1] mit |B —r| < 6 der Punkt,a* 
in V liegt, also von a’ einen Abstand < y hat. Mithin, da y irgendeine positive 
Zahl: die Abbildung a ist in f stetig. 

Hiermit ist Satz 2 bewiesen. 


2. Einfache Intervalle. 


Die Bedeutung von n, P, f* und F ist schon in der Einleitung erklart: 
Es bezeichnet n eine natiirliche Zahl, P ein endliches Polyeder in dem n-dimen- 
sionalen Euklidischen Zahlenraum R" und F = (f*,0<1< 1) eine Schar 
stetiger Abbildungen f* von P in sich, deren jede héchstens endlich viele 
Fixpunkte hat. 

Die Untersuchungen dieses Abschnitts leisten in der Frage, nach welchen 
Gesetzen die durch F vermittelte Deformation von f® in f' vor sich geht, ein 
Erstes. Wir werden nimlich zeigen, daB es paarweise zueinander fremde 
Intervalle (a; 9, %;;),t=1,2,... evtl. adinf., gibt, die simtlich ,,einfach“ 
sind im Sinne der folgenden Erklarung und fiir die 2'(«;,, «;,) = [0,1] gilt. 

Definition. Sind a,,a, Zahlen mit 0S a<a,< 1, 80 bezeichnen wir 
(%, «,) als ein ,,einfaches Intervall‘ von F, wenn eine ganze Zahl m = 0 existiert, 
so dap 1) und 2) gilt. 1). Fiir ag< t < a, hat die Abbildung f* genau m wesent- 
liche Fixpunkte. 2). Wenn (By, By) ein (a, a) als echten Teil enthaltendes Inter- 
vall, so existiert in (By, B,) eine Zahl y derart, daB die Anzahl der wesentlichen 
Fixpunkie von f” nicht m. 

Dann wollen wir zeigen: 

Satz 3. Sind « eine Zahl aus [0,1] und « eine positive Zahl, so gibt es ein 
einfaches Intervall (a, «,) von F mit o(%,(a%,0,)) < e. 

Beweis. Wenn p ein Punkt im R* und 6 eine positive Zahl, so bezeichne 
U (p; 6) die 6- Umgebung von p beziiglich des R”. 

Wir fiihren nun zunichst folgende Annahme auf einen Widerspruch: Zu 
jeder Zahl o aus (0,1) mit |« — o| < ¢ und jeder positiven Zahl 7 gibt es eine 
Zahl t mit o< t< 1 sowie t—o < » und der Eigenschaft, daB die Abbil- 
dungen f° und /f* in der Anzahl ihrer wesentlichen Fixpunkte nicht iber- 
einstimmen. 

In (0,1) existiert eine Zahl «, mit |a — «,| < ¢ derart, daB f/** wenigstens 
einen wesentlichen Fixpunkt hat. Denn sonst wire die Annahme falsch. 

Hierauf seien m eine natiirliche Zahl, weiter «,, . . ., &m, 5,, .. -, d_ positive 
Zahlen und g*, k = 1,...,i,i = 1,..., m, Punkte aus P derart, da8 I, bis III, 








fiir i = 1,..., m gilt und ferner: wenn m > 1, ist 
(1) 0< a,< a4,<1 fir s=1,....m—1; 
es ist |x — a,,| << ¢; firi=1,..., mist 6;< L/i. 


I,. Jeder der Punkte g}, .. ., gj ist wesentlicher Fixpunkt der Abbildung 
fri. 
Il,. Fir r + 8 ist o(¢;, gj) > 2 6;. 
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III,. In allen Paaren (i,k) natiirlicher Zahlen i,k mit k < i ist U (qF; 6,) 
U (qi 1; 5;-1)- 

Sind gi,,...,q@ die simtlichen wesentlichen Fixpunkte von /*m, so sei 
=m. Sonst bezeichnen wir die von Gn, - ++ en verschiedenen wesentlichen 
Fixpunkte der Abbildung /*m mit gh*},...,q%. Ferner seien V',..., V“ in P 
offene Mengen mit den Eigenschaften: fiir k = 1, ..., u ist g¥,¢ V* der einzige 
Fixpunkt von /*m auf V*; fiir k = 1,..., m liegt V* in U(gé; 6,,); die Mengen 
V1,..., V* sind paarweise zueinander fremd. 

Wegen Satz 1’ existiert fir k= 1,..., 4 eine positive Zahl w* derart, 
daB fiir alle t aus [0,1] mit |«,,— t| < w* die Abbildung /* auf V* wenigstens 
einen wesentlichen Fixpunkt hat. Es sei wm = min(",.. ., w*“). 

Die Zahl «,, liegt in (0, 1) -(a—e, «+ ). Nach der obigen Annahme gibt 
es daher eine Zahl «,, ., Mit «),< &,+4,< 1 und a, 4 ;— &,_,< w derart, daB die 
Abbildungen f*m und /f*m+: in der Anzahl ihrer wesentlichen Fixpunkte 
nicht iibereinstimmen. 

Wegen a&,41—%m< w= w* hat die Abbildung f*m+: fiir k=1,...,m 
in V* wenigstens einen wesentlichen Fixpunkt. Wir bezeichnen mit ¢‘, , ; 
einen solchen. 

Da die Punkte g', . . ., q% die simtlichen wesentlichen Fixpunkte der Ab- 
bildung {*m,die V1, .. ., V“ paarweisezueinander fremd sind und fiirk = 1,..., yu 
in V*ein wesentlicher Fixpunkt von f*m+: liegt, hat /*m+1 wenigstens so viele 
wesentliche Fixpunkte wie f*m. Da weiter {*m und f*m+1 in der Anzahl ihrer 
wesentlichen Fixpunkte nicht iibereinstimmen, hat f*m+: mehr wesentliche 
Fixpunkte als /*m, im besonderen also auBer den Punkten q},.;,..., m4, 
noch mindestens einen weiteren wesentlichen Fixpunkt. Bezeichnen wir mit 


qn *} einen solchen, so sind die Punkte gj, .. ;, - . -, 7 + } paarweise verschieden. 
Wegen gf. ,€ Vc U(¢,; 6,,), k= 1,..., m, gibt es eine Zahl 6,,,, mit 
0 < 6,,+,< 1/(m + 1) derart, daB I,, , , und III,, , , richtig sind. 
Damit ist gezeigt: es gibt positive Zahlen «,, a, . . ., d,, dg, .. . mit O< a;< 
< &4,< lund 6;< 1/i,i = 1, 2, . . ., sowie Punkteg}, k= 1, ..., i, i= 1, 2, .., 
in P derart, daB I, bis II, fiir i = 1, 2, . . . gilt. 


Fiir jedes Paar natiirlicher Zahlen i und k mit k <i folgt aus den III,,;, 
g=1,2,...,daB 
(2) g@.;€U (qi; 6,) fir 7 = 0,1,.... 
Wir bezeichnen fiir k = 1,2,... die Folge (qf, gf .,,...) mit F*. Dann gilt, 
wie wir zeigen wollen, IV und V. 

IV. Jede der Folgen F', F?, . . . konvergiert. 

V. Fiir r + 8s haben F’ und F* verschiedene Grenzwerte. 

Zu lV. Nach (2) ist © of ,,4; ¢ U (qk. 1; 6,4.) fiir alle natiirlichen Zahlen J, 

=, 

daher IV wegen 6,4 < I/(k + l) richtig. 

Zu V. Es sei etwa r < s. Nach II, ist dann | 


(3) U(¢,; 6,) - 0 (¢; 6,) = 0. 
Nach (2) ist weiter 
(4) > +5 ¢ U (q;; 6), p> G+5C U (qi; 6,). 


i720 j20 
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Da ferner F* = (q7, g7 41, ...-) und F*= (q3, g3.,,...), so folgt V aus (3) und (4). 

Fir k = 1, 2, . . . bezeichnen wir den nach IV existierenden Punkt limgf , ,, 
i gegen oo, mit g*. Nach V ist g’+ q° fiir r = s. Die Zahl lima,, i gegen oo, 
nennen wir f. 

Jeder der Punkte q', g*, ... ist Fixpunkt der Abbildung f°. Zum Beweis 
wollen wir, wenn ¢ eine positive Zahl bedeutet, zeigen, daB o(g*, f’ (g*)) << 3¢ 
ist: Wenn nur ¢ hinreichend groB, ist 

e(g*, gi) <¢, o(fi(at), f(g") < f, elf, fF) < ¢, 
wegen /%i (qf) = gf also 9(q*, f*1(qi)) + o(f*(at), P(g") + o(f*(g*), P(g") <3 6, 
woraus o(q*, f° (g*)) << 3 ¢ folgt. 

Mithin hat die Abbildung / unendlich viele Fixpunkte, ein Widerspruch 
zur Voraussetzung. Die obige Annahme ist also falsch; woraus leicht Satz 3 
folgt. 

Zur Herleitung von Satz 4 benutzen wir folgenden 

Hilfssatz. Sind (a, «,) ein einfaches Intervall von F, « eine Zahl aus (a, %,) 
und q ein wesentlicher Fixpunkt von {*, so ist (q,«) ein Normalpunkt von F. 

Beweis. Wir bezeichnen mit q,, . . ., g,, die wesentlichen Fixpunkte von /* 
derart, daB g=q,. Weiter seien U,,..., U,, in P offene Mengen mit den 
Eigenschaften: fiir i = 1, . . ., m ist g, € U,; der einzige Fixpunkt von /* auf U;; 
die U,,...,U,, sind paarweise zueinander fremd. Statt U, schreiben wir 
auch U,. 

Nach Satz 1’ existiert eine positive Zahl ¢, so daB: fiir alle (i, t), wobei ¢ 
eine der Zahlen 1, ...,m und t eine Zahl aus [0,1] mit |a— t| < e bedeutet, 
die Abbildung f* in U, wenigstens einen wesentlichen Fixpunkt hat; und iiber- 
dies (a — €, a + &) in (a, «,) liegt. 

Gabe es eine Zahl f in (a — e, « + €) und unter den Zahlen 1, .. ., m eine 
Zahl j derart, daB in U, zwei wesentliche Fixpunkte von f° lagen, so hitte, 
da die U; paarweise zueinander fremd sind und in jedem U, ein wesentlicher 
Fixpunkt von f? liegt, /6 mehr wesentliche Fixpunkte als /*, obschon doch « 
und # Zahlen aus (%»,«,) sind. 

Mithin: Fiir alle t aus [0,1] mit |x—t|<e hat die Abbildung f* in U 
genau einen wesentlichen Fixpunkt. Nach Definition 1 ist daher (g,«) ein 
Normalpunkt von F, womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Satz 4. Ist q ein wesentlicher Fixpunkt von f* und « eine positive Zahl, so 
gibt es einen Normalpunkt (r,B) von F mit 0((q,«), (r,B)) < e. 

Beweis. Es seien U eine in P offene Menge 5 q und 6 eine positive Zahl mit 
den Eigenschaften: der Punkt qg ist der einzige Fixpunkt von /* auf U, jeder 
Punkt (p,t) des R"*+ + mit p¢ U und |« —t| < 6 ist von (g,a) um weniger als ¢ 
entfernt. 

Nach Satz 1’ gibt es eine positive Zahl 4,, so daB fiir alle t aus [0,1] mit 
|ja— t| < 6, die Abbildung f* in U wenigstens einen wesentlichen Fixpunkt 
hat. Nach Satz 3 existiert ein einfaches Intervall (a ),«,) von F mit 0(a, (ap, 
%)) < min(6, 4,). 

Hierauf sei # eine Zahl aus (a»,«,) mit |«— | < min(6,6,). Dann hat 
die Abbildung f* in U wenigstens einen wesentlichen Fixpunkt, wir bezeichnen 
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mit r einen solchen. Nach dem obigen Hilfssatz ist (r, 8) ein Normalpunkt 
von F. SchlieBlich ist o((¢,«), (r, 8)) << « wegen r¢ U und |a— f| < 4, also 
(r, 8) von der verlangten Art. 


3. Wesentliche Singularititen. 

Bis zum SchluB der Arbeit bedeute S die Menge aller Punkte (p,t) des R"* }, 
fiir die p wesentlicher Fixpunkt der Abbildung f* ist. Dann finden sich in 
der Einleitung iiber S die Aussagen I bis III gemacht, die zu Ende des vor- 
liegenden Abschnitts bestatigt und um die Satze 5 bis 8 vermehrt werden. 

Beziiglich der eingangs gegebenen Erklirung einer wesentlichen Singu- 
laritét von F sei noch bemerkt: Wenn A =(a™, a»< t < «) eine wesentliche 
Singularitét von F, so ist fiir ag< t < a, der Punkt a*™ ein wesentlicher Fix- 
punkt von f*. Jedoch ist nicht notwendig, wenn A = (at, ag< tT < &) eine 
Kurve von Punkten a™ aus P und at™ fiir aj< t < a, wesentlicher Fixpunkt 
von /* ist, A eine wesentliche Singularitaét von F. 

Satz 5. Ist A = (a™, ag< 1< a) eine wesentliche Singularitét von F, so 
gibt es eine ganze Zahl [ + 0 derart, daB a* fiir ag< t < a, Fixpunkt mit dem 
Index € von f* ist. 

Beweis. Es sei 8 eine Zahl aus (a,,a,) und 6b der Punkt a’, ferner ¢ der 
Index von b bei f* und f, die untere Grenze aller Zahlen y, < f der Eigenschaft: 
fiir alle r mit y»< t < f hat a* bei f* den Index ¢. Entsprechend bezeichnen 
wir mit £, die obere Grenze aller Zahlen y,= f derart, daB fir Bst< y, 
der Punkt a* bei /* den Index ¢ hat. Die Annahme, es sei a,< f,, fihrt wie 
folgt auf einen Widerspruch. 

Da (a%o,8,) ein Normalpunkt von F, gibt es eine in P offene Menge U 3 a's 
und eine positive Zahl e derart, daB fir alle rt aus [0,1] mit |8,—t| <« die 
Abbildung f* auf U héchstens einen wesentlichen Fixpunkt hat. 

Dann bedeute U, eine in P offene Menge, so daB g ¢ U,c U und p + f*o(p) 
fiir p ¢ U,— q. Mit a bezeichnen wir die durch a(t) = a*, a)< t < a, bestimmte 
Abbildung von (a»,«,) in P. 

Wegen Satz 1 und der Stetigkeit der Abbildung a existiert eine Zahl e¢, 
mit 0<¢,<e und den Eigenschaften: fiir alle t mit |f,—t| < e, ist die 
Indexsumme von f* auf U, gleich dem Index 7 von ae bei fo; fiir alle r mit 
|B,— t| < e, liegt der Punkt a* in U,. 

Da U,C U und ¢,<e, ist fiir alle r mit |8,—t| < e, der Punkt a™ der 
einzige in U, liegende wesentliche Fixpunkt von f*. Mithin: Fiir alle t mit 
{By—t| < e, hat a* bei /* den Index 7. 

Unter den Zahlen t mit |8,—t| < ¢, gibt es solche, fiir die a* bei f* den 
Index ¢ hat. Es ist also = 7. Daher hat fiir alle Zahlen t aus (f,— &,, f) 
der Punkt a*™ bei /* den Index ¢, ein Widerspruch zur Bedeutung von fy. 

Wie a,= f, findet man a,= £,, und damit ist Satz 5 bewiesen. 

Satz 6. Die wesentlichen Singularitiiten von F sind paarweise zueinander 
fremd. 

Beweis. Gabe es zwei verschiedene Singularitaéten A = (a™, ag< tT < a%) 
und B= (b*, Bj<1t< B,) von F sowie eine Zah! y in (a ,«,)*(8,8,) mit 
a’ = bY, so existierte weiter eine Zahl 6, iiber die entweder 1) oder 2) gilte. 
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1). Es kommt 6 unter den Zahlen a, «,, By, 8, vor, 6 liegt in (a»,a,) + 
| (85, B,), und fiir alle Zahlen t mit min(y, 6) < t < max(y, 6) ist a* = B¥. 
2). Es liegt 6 in (a»,a,) + (Bp, ,), fiir alle t mit min(y,6) < t S max(y,6) 
ist at = 6", in jeder Nahe von 6 existieren Zahlen t mit a* + 6°. 

Wenn 1) gilt, kann man annehmen, daB a,= 6 und £,< a. Denn die 
Fille «,= 6, By= 6, B,= 6 erledigen sich wie der Fall a)= 6. Ist dann c* fiir 
Bo< t < a der Punkt 6° und fiir a,< t < a, der Punkt a‘, ferner c die durch 
c(t) = c*, By< t < a, bestimmte Abbildung von (f,,«,) in P, so ist ¢ stetig, 
ferner (c*,t) fiir By< t< a, Normalpunkt von F und (a ,«,) echter Teil von 
(By,%,). Die Existenz der Kurve C = (c™, 8y< t < «,) widerspricht aber der 
Eigenschaft von A = (a™,a)»< tT < «,), wesentliche Singularitét von F zu sein. 

Gilt 2), so gibt es, da (a®,d) Normalpunkt von F ist, eine in P offene Menge 
U > a® und eine positive Zahl e derart, daB fiir alle r aus [0,1] mit |a—t| < 
die Abbildung f/* in U héchstens einen wesentlichen Fixpunkt hat. Nun 
existieren aber in jeder Nahe von 6 Zahlen t mit a*+ b*; wegen a’= 0° im 
besonderen eine Zahl € mit |a — ¢| < e, a* + b und a‘ ¢ U sowie b& ¢ U. Wegen 
x — | < e hat f in U héchstens einen wesentlichen Fixpunkt, wegen a‘ + b* 
hat f in U wenigstens zwei wesentliche Fixpunkte, ein Widerspruch. 

Der folgende Hilfssatz bereitet den Beweis von Satz 7 vor. 

Hilfssatz. Hs seien y,, y, y, Zahien mit 0 < yyo< y < y;S 1 und a, b stetige 
Abbildungen von (75, y;) in P mit a(y) = 6{y) und der Higenschaft: werden 
die Punkte a(r), b(t) auch mit a*, b* bezeichnet, so ist fiir yy< t < y, der Punkt 
(a*,t) und ebenso der Punkt (b*,t) ein Normalpunkt von F. Dann ist at = * 
fiir yo<t< .- 

Beweis. Gabe es Zahlen 7 in (79,y,) mit at + b*, so existierte eine Zahl 6 
in (79,7,) von der Beschaffenheit: es ist a®= &, in jeder Umgebung von 6 
liegen Zahlen t mit a* + b*. 

Da (a*,d) ein Normalpunkt von F ist, gibt es eine in P offene Menge U 5 a® 
und eine positive Zahl e derart, daB fiir alle t aus [0,1] mit |6—t| <e die 
Abbildung f* in U héchstens einen wesentlichen Fixpunkt hat. 

Wegen a*= und der Bedeutung von 6 giibe es aber eine Zahl ¢ mit 
6—¢| <e und der Eigenschaft, daB a‘,b° zwei in U gelegene verschiedene 
Punkte. Da a* wie 6° wesentlicher Fixpunkt von f* ist, hatte also f# in U 
zwei wesentliche Fixpunkte, wahrend doch |é — ¢| < e¢ ist. 

Satz 7. Ist (q,a) ein Normalpunkt von F und 0< «<1, 80 gibt es eine 
wesentliche Singularitét A von F mit (q,a) € A. 

Beweis. Wegen Satz 2 existiert zunichst eine positive Zahl e mit 0 < « — 

e<a+e<1 und eine stetige Abbildung f von («—e, «+ e) in P mit 
{(a) = q und der Eigenschaft, daB fiir |a —t| < e der Punkt (f(r),t) des R"*? 
ein Normalpunkt von F ist. 

Hierauf betrachten wir die offenen Intervalle des R' als Punktmengen 
und bezeichnen mit (%»),«,) die Summe aller « enthaltenden Intervalle (f,,f,) 
folgender Art: Es gibt eine stetige Abbildung g von (f,,8,) in P mit g(a) = q 
und der Eigenschaft, da® fiir alle Zahlen r aus (f,,8,) der Punkt (g(r),z) des 
R"*} ein Normalpunkt von F ist. 
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Sind (f}, Bi), i= 1,2, zwei Intervalle von der Beschaffenheit der Inter- 
valle (f,,8,) und g‘, i = 1, 2, die zugehérigen Abbildungen g, so ist nach dem 
obigen Hilfssatz g'(t) = g*(r) in allen Zahlen t aus (f}, 81) - (65, 6%). 

Daher ist die wie folgt bestimmte Abbildung a von (a%»,«,) in P eindeutig, 
ja stetig: Es seien ¢ eine Zahl aus («,,«,) und (8°,89) ein € enthaltendes Inter- 
vall von der Art der Intervalle (f,,8,), ferner g® die zu (89, 6?) gehdrige Ab- 
bildung g; dann ist a(¢) = g®(¢). 

Schreiben wir endlich statt a(t) auch a‘, so ist A = (a™,a,< tT < a), wie 
leicht aus Definition 2 folgt, eine wesentliche Singularitét von F. Und der 
Punkt (q,«) liegt in A, womit Satz 7 bewiesen ist. 

Satz 8. Die isolierte Abbildungsschar F hat hichstens abzihlbar viele wesent- 
liche Singularititen. 

Beweis. Wir ordnen die rationalen Zahlen zu einer Folge ¢,, ¢,,... und 
bezeichnen fiir jede wesentliche Singularitét A = (a™,a,< 1 < «,) von F mit 
a A) jene der Zahlen (,, die die erste in (a»,«,) liegende Zahl der Folge ¢,, 
¢.,... ist. Zum Beweis von Satz 8 geniigt es dann nachzuweisen, daB zu 
jeder rationalen Zahl ¢; héchstens endlich viele wesentliche Singularititen A 
von F existieren mit €(A) = ¢,;. 

Die Annahme, es seien 7 eine rationale Zahl und A,;= (aj, a; 9< t < «@;,), 
+= 1,2,..., paarweis verschiedene wesentliche Singularitéten von F mit 
¢(A,) = n, widerspricht der Eigenschaft der Abbildung /”, héchstens endlich 
viele Fixpunkte zu haben. Denn jeder der Punkte a}, aj,... ist Fixpunkt 
von /”. Und nach Satz 6 sind die Punkte a paarweis versshioden. 

Damit ist Satz 8 bewiesen. 

Die Menge S des R"*? ist zu Anfang dieses Abschnittes erklirt. Unsere 
Untersuchungen schlieBen mit dem Nachweis, daB S die in der Einleitung 
angefihrten Eigenschaften I, II und III hat. Zunichst folgt aus Satz 4 und 
Satz 7: Wenn S + 0, besitzt F wesentliche Singularititen. 

Hierauf seien S + 0 und A;= (aj, a;g< t < a), i= 1,2,... evtl. ad inf., 
die wesentlichen Singularitaten von F, ferner ¢; der Grad von A;. Dann gilt, 
unmittelbar aus den obigen Satzen folgend, I und II. Die in III angegebene 
Gleichung S = Y'A;, die eine um Haufungspunkte modifizierte Zerlegung 
von S in die wesentlichen Singularitéten von F darstellt, folgt aus 1) und 2). 


1). Es ist 2 A;c 8S. Zum Beispiel sei (¢g,x) ein Punkt aus 2 A;. Dann ist 
q wesentlicher Fixpunkt von /*, also (g,a) ¢ S, mithin 2 A,c S. 

2). Es ist Sc A,. Denn ist (¢,«) ein Punkt aus S und « eine positive 
Zahl, so gibt es nach Satz 4 einen Normalpunkt (r, 8) von F mit o((q,«), 
(r, B)) < e, nach Satz 7 daher weiter eine wesentliche Singularitét A, von F 
mit o((¢,a), A;)<e. Mithin ist jeder Punkt der Menge S Haufungspunkt 
der Menge 2 A,, woraus 2) folgt. 


( Eingegangen am 12. Juni 154.) 
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Konstruktion Riemannscher Flaichen mit vorgegebener 
Ordnung der erzeugenden Funktionen‘). 


bzw. linke’) Berandung einer Periode des Endes e, (v= 1,.. 


Von 


Hans P. Konzi in Zirich. 
1. Einleitung. 

Nach dem DenJsoy-AuLForsschen [1,2] Randstellensatz weiB man, daB die 
erzeugende Funktion einer Riemannschen Flache des parabolischen Typus 
mit p logarithmischen Windungspunkten mindestens vom Mitteitypus der 
Ordnung p/2 ist. Als Beispiele solcher Flichen erwihne ich die von ULL- 
RICH [5] und Wrrrticu [6] betrachtete Klasse Riemannscher Flachen mit end- 
lich vielen einfachperiodischen Enden. Die Ordnungen der erzeugenden Funk- 
tionen dieser Klasse lassen sich bekanntlich direkt aus den zugehdérigen 
Streckenkomplexen (vgl. Kitwzi [3] und Péscut [4]) berechnen. Besitzt ein 
derartiger Streckenkomplex p einfachperiodische Enden und weist die rechte 


-» p) w, bzw. wy, 


Innenknoten auf, so hat die erzeugende Funktion die Ordnung 


A=4-p mit 


und 
{ @1* O2°** Wy 
‘ Wi" W',-++ W), 
Beispiel : 
w,= 2, w= 1 
2-1-2 2 
@,= 1, we=3 A= 373-3 
Ws 2, 3 = 2 p= 3 
2 log ?/, \? = 
B=1+(5 2a) = 1,00185--- 
—. oe 
A==° B = 1,50278 ---. 


te 


Gilt fiir simtliche Enden w, = w}, 
was z. B. fiir symmetrische Enden 
(vgl. Ende e,) der Fall ist, so besitzt 


die erzeugende 


Funktion die 


kleinstmégliche Ordnung p/2, so- 
bald hingegen A >1 wird, was 
durch gewisse Asymmetrien im 
Aufbau der Enden bedingt wird, 
erhoht sich die Ordnung. (Vgl. 


p=1+(2 nal 
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*) Vortrag, gehalten am Internat. Mathematiker-KongreB 1954 in Amsterdam. 
) Die rechte bzw. linke Berandung eines Endes wird vom Kern des Komplexes aus. 
bestimmt. 
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auch die vom Verfasser betrachtete Klasse Riemannscher Flaichen mit einfach 
und doppeltperiodischen Enden [3)). 
Im Falle der einfachperiodischen Enden kénnen Funktionen mit beliebig 
hoher (endlicher) Ordnung angegeben werden, denn 
{2 lbgA\? 
1+( |. 


p 22 


A= f(p, A) : 
Da aber A stets eine rationale Zahl darstellt, so ist es nicht méglich, mit Hilfe 
dieser Klasse Funktionen jeder beliebigen endlichen Ordnung zu erzeugen. 
In der vorliegenden Arbeit geben wir eine Funktionsklasse an, die sich 
dadurch charakterisiert, daB jede beliebige Ordnung 4 >1 angenommen 
wird. Andererseits ist es méglich, zu irgendeiner Zahl 4 > 1 eine Flache zu 
konstruieren, die 4 als Ordnung annimmt. 





2. Die erzeugende Fliche eines Viertelsende. 

In meiner friiheren Arbeit [3] ,,Neue Beitrige zur geometrischen Wert- 
verteilungslehre“ befaBte ich mich eingehend mit den sog. doppeltperiodischen 
Enden. Ein solches Ende (Fig. 2a) kann als die Hialfte des Komplexes der 
Fig. 2c aufgefaBt werden, der bekanntlich von der WeierstraBschen 6-Funktion 
erzeugt wird. Interessiert man sich nur fiir die Halfte eines doppeltperiodischen 
Endes (Fig. 2b), so sprechen wir von einem Viertelsende. Das Viertelsende 
weist ein logarithmisches sowie unendlich viele algebraische Elementargebiete 
auf. Der doppeltperiodische Teil kann mit dem vierten Teil des Komplexes 
der Fig. 2c identifiziert werden. Sind die vier Grundpunkte a, .. ., a,, iiber 
denen die Flache verzweigt ist, vorgegeben, so sind dadurch die Perioden 2, 
und Q, der zugehérigen 6-Funktion, welche zum Streckenkomplex der Fig. 2c 
gehért, gegeben. — o.B.d.A. setzen wir Re 2, > 0 und 2,= 2 zi. 
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3 
Nach WEIERSTRASS normieren wir die Grundpunkte durch 5’ a, = 0 und 

v=] 
a,= co. Den logarithmischen Windungspunkt legen wir nach a,. Die er- 
zeugende Funktion, die zur Fliche mit dem Viertelsende gehort, ist explizite 
nicht bekannt. Mit den in [3] entwickelten Methoden uniformisieren wir die 
Flache teils konform, teils quasikonform in eine schlichte Z-Ebene, wobei die 
quasikonformen Abbildungen dem Teichmiller-Wittichschen Verzerrungssatz 
geniigen, nach dem die WertverteilungsgréBen statt im konformen ¢-Bild, 
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Konstruktion Riemannscher Flachen. 473 
im quasikonformen Z-Bild der Riemannschen Flache berechnet werden 
kénnen (vgl. [3]). Auf die in [3] verwendeten konformen und quasikonformen 
Abbildungen wollen wir hier nicht weiter eingehen, sondern begniigen uns 
mit einem Hinweis auf die Hauptpunkte in der Uniformisierung. 

In einem ersten Schritt schneiden wir eine Kreisumgebung des logarith- 
mischen Windungspunktes um a, aus der Riemannschen Flache und bilden 
diese Umgebung mit Hilfe des Logarithmus in eine Halbebene Lz ab. 

Mit Hilfe der Umkehrfunktion von §(Z) wird der restliche Teil der Flache 
in ein Gebiet PZ abgebildet. PZ wird mit bestimmt konstruierten quasi- 
konformen Abbildungen in einen 
Sektor P, iibergefiihrt mit 0 < arg 


- Re Q, = 5 
Z<« fiir « = arctg To. Fiir die 
JQ, 


weiteren Untersuchungen legen wir 
die beiden Gebiete Lz und Pz nach 
Fig. 3 aneinander. 

Die oben erwahnten quasikonformen 
Abbildungen kénnen nach [3] so 





bestimmt werden, da nachher die 
Lander arg Z= a fiir Lz und Pz 
identifiziert werden kénnen. Desglei- 
chen die Rander von arg Z = 0 und 





arg>7 2=27+«a. Fig. 3 
“<3 


Fiir die letzte Verheftung der Rander arg Z = 0 und argZ = «+zisteine Spiral- 
abbildung des Sektors 0 < arg Z < «a + 2 auf die z-Ebene nétig, die wir durch 
Z = zrrid — ofa + td) (logr+i®) (z = re'®) 

darstellen. Dabei sind folgende Identifizierungsvorschriften zu beachten, die 


die Konstanten a und 6 bestimmen: 
Z=Xord® Z=AX elt + 9p retlO +2) 
mit 
|2,| 
|2,| ° 
Durch Logarithmieren der obigen Gleichungen folgt: 
log X = alogr—b@®+i(blogr+a®) 
log AX +i(a+ a) =alogr—b(®+22)+i(blogr+a{®+ 22z}). 


Subtrahiert man die beiden letzten Gleichungen, so erhalten wir 


A= 


log A = 2(2ai— 2b)—i(a+ a) 
und daraus 
ata log A 


a= >_> — 


2x 2a 
Legen wir in der z-Ebene einen Kreis mit dem Radius r, so entspricht diesem 
in der Z-Ebene ein Spiralbogen zwischen 


a+x a+an 


B p Aes 
Z=oer %s und Z=r 2" |-Aettat+P 
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mit 
log A \? 

B=1 + (385) . 
Zur Bestimmung der Ordnung beachten wir, da jeder Wert a in einem 
Periodenparallelogramm genau 2 mal angenommen wird. Die Flache eines 
Parallelogramms betrigt 22-Re2,. Die Anzahl der a Werte im Kreise 
|Z| = R bew. |z| =r nennen wir nach Nevaniinna n(R,a) bzw. n(r,a) und 
erhalten dafiir 


R 
n (R, a) = =>—— (1 + €(R)), e(R)>0 fir Roo. 
= ° Re Q, 
Wegen 
N(r, cc) =¢, R?(1+e(r))=c,r * (1+ e(r)) 
und m(r, co) = 0 (1) gilt fiir die Nevantiynasche Charakteristik 
T(r)=c,r * (1+ e(r)). 
Fiir die Ordnung A der erzeugenden Funktion eines Viertelsende ergibt sich 
die Hauptformel: 
a+x 
B. 
Pf 


A= 


3. Ergebnisse. 
Aus der Hauptformel schlieBen wir, daB A jeden reellen Wert zwischen 1 und 
unendlich annehmen kann. 
Spezialfille : 
1. Fir «0; B-+1 strebt 41. Dieser Grenzwert wird aber nicht an- 
genommen, da sonst Re {2, = 0 wiirde. 
2. Fir «—-2/2 wird 2,>0, die Periodenparallelogramme werden zu 
Rechtecken. Fiir A ergibt sich 
A= 3/2 B fiir |Q2,| = |Q,| also 
A= 3/2. 
3. Fir «> 2 strebt 4 + 2 6 und fiir |2,| = |2,| wird A 2. 
Dies ist aber gerade die Ordnung des doppeltperiodischen Endes der Fig. 2a. 
Bei gegebenem « und A kénnen wir aus der Hauptformel auf die Periode 2, 
schlieBen nach 





a 
Q,=2 a eli xlat x) - (at av. @(> a) 
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Storage Problems. 
By 
J. M. HamMmerstey in Oxford *). 


The general treatment of storage problems in economic theory (for in- 
stance, how large should a warehouse be to meet specified conditions of supply 
and demand ?) leads to some rather sophisticated mathematics. The purpose 
of this note is to show, by means of an illustration, how some of these pro- 
blems may be resolved by more familiar analytical tools. We shall, in fact, 
employ nothing more elaborate than distribution functions and characteristic 
functions, which are tools encountered in most statistical textbooks. For the 
sake of completeness, we begin by recalling briefly those properties of these 
functions which we shall need. 

The distribution function F(z) associated with a random variable é is 
defined to be the probability of the statement & < x. F(z) is a non-decreasing 
function of x; and it is continuous on the right, that is to say F(x) = F(x+0) 


lim F(x+ y). It is not however necessarily continuous on the left, that is to 
y—0 


say we may perhaps have F(x) + F(x—0) = lim F(x—y). With the distri- 
y—04 
bution function F(x) there is associated the characteristic function 


(1) y(t) = f e** dF (2). 
Obviously F determines y uniquely, by virtue of this definition; and it is 
shown in the textbooks that the converse is true as well. In fact, we have the 
inversion formula 
r 

(2) F(x + h) —F(x—h) = lim : | sin ht e~*** w(t) dtft 

Tro ™ J 
whenever F is continuous at the points x + h. 

The specific problem we use for illustration is the following. A wholesale 
trader has a warehouse of capacity c, which he restocks completely each time 
the manufacturer is able to deliver supplies to him. The time intervals between 
successive deliveries by the manufacturer are independent of each other and 
p(t) is the characteristic function of their common distribution. In any small 
interval of time dt, there is a probability Adr + 0(dr) (as dr > 0+) that 
a retail trader will demand supplies from the warehouse, where A is a constant 
and this probability is independent of time and of the corresponding prob- 
abilities in all other elementary time intervals. The amount demanded by a re- 
tailer is independent of the time of that demand and also of the times and 


*) Lectureship in the Design and Analysis of Scientific Experiment University of Oxford. 
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amounts of all other demands by himself and other retailers, and has a cha- 
racteristic function y(t). What is the probability that the warehouse will not 
become empty during the period between one delivery and the next, assuming 
that retailers are supplied immediately upon demand either with their full 
demand or with as large a part of it as the then existing stocks permit ? 

The formulation of this problem has been to some extent determined by 
the analytical technique we wish to illustrate; but it is, nevertheless, a rea- 
sonably general formulation. For instance the time distribution between the 
manufacturer’s deliveries is quite arbitrary, and, of course, includes as a par- 
ticular case a deterministic supply scheme: thus, if the manufacturer delivers 
at fixed regular intervals 7’, we merely take g(t) =e''’. The same con- 
siderations apply to the amounts demanded by retailers. The main restrictions 
lie in the various assumptions of independence. Thus the formulation is quite 
inadequate when, say, shortage threatens the general market so that retailers 
as a whole simultaneously clamour for supplies. On the other hand, the inde- 
pendence clauses are probably satisfactory when the wholesaler is supplying 
a fairly large number of retailers under stable market conditions. 

In solving the problem, let us write G(r) for the cumulative distribution 
function of the time interval t between successive deliveries by the manu- 
facturer; and let F(x) be the cumulative distribution function of the amount x 
demanded by a randomly selected retailer. This method of defining F(z) 
makes due allowance for the possibility that the various retailers concerned 
will not necessarily engage in businesses of similar size or organization: so 
that, if we had instead fixed our attention on two specific retailers, their 
demand cumulative distribution functions might have been quite different 
in that, say, one of them orders large quantities at regular intervals while the 
other orders small quantities at irregular intervals. By definition of g(t) 
and y(t) we have 


(3) p(t) = f et dG(z) 
0 

and 

(4) p(t)= f et* dF (zx). 


We write — co for the lower limit of integration in (4) and not zero, since we 
may wish to allow for a negative demand corresponding to a return of material 
by a retailer to the wholesaler: it is assumed that the wholesaler can and will 
accept returns without limit, even when his warehouse is already full. Let F,,(2) 
denoté the n-fold convolution of F(x), i.e. the distribution function of the 
sum of n independent demands. The characteristic function of F,,(2) is then 
[w(t)}". The probability that exactly n demands are made in a specified time 
interval is e~** (Ar)"/n!; and hence the distribution function of the total demand 
in this interval is 


x e~4* (Ar)" F,(x)/n!, 


n=0 
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where 
l z20 


F(z) = to zr<0’ 


since, if no demands are made, the amount demanded will be nil. Therefore 
the cumulative distribution function of the amount demanded between any 
two successive manufacturer’s deliveries is 


20 
Go 
’ 


(5) H(z) = / Sew al F,(2) d@(x) 
6 n=0 ° 
whose characteristic function is 
6) w(t) = f ef** dH (x) 
> 00 ° _ 
| eit2qd / ¥ ete S™" P(x) dG (er) 
— 6 n=O 
[ dares Fy A" este a, (2) 
6 n=0 7! i. 
faamerfis 5 aver 
3 | a ™ 


: fe Ar +arv(t) dG(r) 
0 

f &e64n vO) dG(z) 
0 


p {tA [1 — p(t)}}. 


Hence by the inversion formula (2) with z = 0 and h = y 


T 
1 ff si = 
(7) H(y)—H(—y)=lim — | = py {iA [1 — p(t)}} dt, 
T+ “ pT 
provided that H is continuous at + y. Let us now suppose that, between 


any two successive deliveries by the manufacturer, the total amount returned 
to the wholesaler by the retailers never exceeds the amount supplied from the 
warehouse by as much as the whole capacity of the warehouse. Then H(—c) 

0; and so H(—c + 0) = 0, since H is continuous on the right. In (7) let 
y-c—O through continuity points of H, which may be done because H is 
continuous on the right. We find 

Pi 
(8) H(c—0)= lim lim + | net oi A[L— yi} at 
y>e-0 Ta * , 


oo 





v—>c—0O 


= lim af mvs (p {iA l—y)]+p{iALl—yp(—a}} dt, 
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which is the required probability that the warehouse will not become empty 
between two successive deliveries. 

We have not yet justified the rearrangements in the manipulation of (6). 
To do so we observe that, when ¢ is real, the infinite series is absolutely con- 
vergent. Further the integrand is bounded and the integrations are with 
respect to distribution fun. sions, which are also bounded between 0 and 1. 
Hence the multiple integral exists; and therefore is equal (by Fusrn1’s theorem 
on the interchange of the order of integration) to either of the repeated inte- 
grals. Moreover the imaginary part of i A[1— w(t)] is non-negative since 
|w(t)| < 1 for real t; and hence the final integration is permissible, since ¢ is 
analytic in the upper half of the complex plane in view of the lower limit of 
integration in (3). 

When 9 and y are specified, the right-hand side of (8) can be evaluated 
numerically if not analytically; and thus we can plot H(c—0) against c, 
namely the operating characteristic of the warehouse, which will yield the 
desired conclusions on the optimum size c. 


References. 


DvoreTzky, A., J. Krerer and J. WoiFrowrz: “The inventory problem’’. Econometrica 
20. 187—222, 450—466 (1952). — Kenpat., D. G.: “Stochastic processes occurring in the 
theory of queues and their analysis by the method of the imbedded Markov chain’’. 
Ann. Math. Statist. 24, 338—354 (1953). — Liypuey, D. V.: “The theory of queues with 
a single server.” Proc. Camb. Phil. Soc. 48, 277—289 (1952). — Smrru, W. L.: “Asymp- 
totic renewal theorems.” Proc. Roy. Soc. Edinburgh (A) 64, 9—48 (1954). 


( Bingegangen am 15. September 1954.) 








Kreyszic, E. 
Math. Annalen, Bd. 128, 8S. 479—492 (1955). 


Stetige Modifikationen komplexer Mannigfaltigkeiten. 
Von 
Erwin Kreyszie in Miinster i. W. 
1. Einleitung. 

In der algebraischen Geometrie kennt man seit lingerer Zeit das Ver- 
fahren, eine Funktion /f(z,,z,) zweier komplexer Variablen, die in einem 
Punkte P eine auBerwesentlich singulire Stelle zweiter Art!) besitzt, sich 
also dort als Quotient zweier holomorpher und teilerfremder Funktionen dar- 
stellen laBt, die beide im Punkt P verschwinden, eindeutig zu machen. Hierzu 
entfernt man auf dem Riemannschen Gebiete von f (dem zweidimensionalen?) 
Analogon der Riemannschen Fliche) den Punkt P und ersetzt ihn mittels 
einer oder mehrerer quadratischer Transformationen durch eine oder mehrere 
eindimensionale komplexe Mannigfaltigkeiten, deren jede homéomorph einer 
komplexen projektiven Geraden ist. H. Hopr*) hat diese Methode auf topo- 
logische Fragen iibertragen, indem er fiir zweidimensionale komplexe Mannig- 
faltigkeiten M? den sog. ,,c-ProzeB im Punkte P ¢ M*“ definierte. Dieser 
Proze8 besteht darin, daB der Punkt P ohne Anderung der komplexen Struktur 
von M* — P durch eine komplexe Mannigfaltigkeit S'(P), die einer komplexen 
projektiven Geraden homéomorph ist, derart ersetzt wird, daB der dadurch 
entstehende Raum ‘M*= (M*— P)S'(P) wieder eine komplexe Mannig- 
faltigkeit ist. Es handelt sich also um einen lokalen Vorgang im Punkte P. 
Der Repriisentant von S'(P) ist das Biischel der Linienelemente mit dem 
Traiger P. — H. Bennxke und K. Stern‘) haben dann kiirzlich den Begriff 
der Modifikation einer komplexen Mannigfaltigkeit M”" und eines Riemann- 
schen Gebietes eingefiihrt, dem sich der o-ProzeB als Sonderfall unterordnet. 
Es handelt sich darum, einen abgeschlossenen Teil NV aus M*” herauszunehmen 
und dann zu fragen, in welcher Weise der Rest M"— N zu einer umfassenden 
Mannigfaltigkeit 'M” ergiinzt werden kann, also um ein Fortsetzungsproblem 5). 

1) Vgl. z. B. H. Benwke und P. Tuutien: Theorie der Funktionen mehrerer kom- 
plexer Verainderlichen. Erg. Math. 3, 3 (1934). 

*) Die Dimension bezeichnet durchweg die Anzahl der komplexen Veranderlichen. 
Die (hier nicht interessierende) topologische Dimension des Riemannschen Gebietes von 
/ ist also 4. 

3) H. Horr: Uber komplexe-analytische Mannigfaltigkeiten. Rend. Mat. Roma 10, 
169—182 (1951). 

*) H. Bennxe und K. Srern: Modifikationen komplexer Mannigfaltigkeiten und Rie- 
mannscher Gebiete. Math. Ann. 124, 1—16 (1951). Den Verfassern danke ich sehr fiir 
die Anregung und Férderung der vorliegenden Untersuchungen. 

5) Beziiglich entsprechender Fragen bei Funktionen von einer komplexen Verander- 
lichen siehe 8. Bocnner: Fortsetzung Riemannscher Flachen, Math. Ann. 98, 406—421 
(1927); M. Hers: On the continuation of a Riemann surface, Ann. of Math. 48, 280—297 


(1942); L. Sarto: Uber Riemannsche Flachen mit hebbarem Rande, Ann. Acad. Sci. 
fenn. No. 50 (1948). 
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Genauer: 

(Def.1) M" und 'M" seien komplexe Mannigfaltigkeiten. NC M*" und 
‘N C'M" seien abgeschlossene Mengen. Dann heift 'M”" eine Modifikation von 
M* in N, wenn 

1. eine. eineindeutige analytische Abbildung T’ von 'M"—'N auf M=— N 
existiert und wenn es 

2. zu jeder beliebigen Umgebung U(N) und zu jedem Punkte 'P¢'N eine 
Umgebung gibt, deren Durchschnitt mit 'M"—'N in U(N) — N abgebildet wird. 

Die besondere Bedeutung des Modifikationsbegriffes erhelit unmittelbar, 
wenn man sich die Frage vorlegt, in welcher Weise der n-dimensionale kom- 
plexe Raum C* der Verianderlichen z,, 22, . . ., Z, 
durch diese Frage wurden die genannten Verfasser angeregt, den Modifi- 
kationsbegriff einzufiihren. Sie gaben eine wichtige und tiefliegende Er- 
weiterung eines Satzes von T. Rapo*) und bewiesen mit deren Hilfe den 
folgenden Satz: Das Riemannsche Gebiet ‘G" sei eine Modifikation des Rie- 
mannschen Gebietes G" in der kompakten Menge N CG". In einer Umgebung 
U(N) existiere eine eindeutige holomorphe Funktion, die nirgends identisch 
verschwindet und iiberall auf N den Wert Null annimmt. Dann unterscheidet 


abgeschlossen werden kann; 


sich ‘G" von G"— N nur durch Stiicke eines analytischen Gebildes. — Sodann 
hat F. Hrrzeprucn’) das Verfahren der Modifikation mit groBem Erfolg ver- 
wendet, um zweidimensionale Riemannsche Gebiete zu komplexen Mannig- 
faltigkeiten zu machen; modifiziert wird hierbei in den (in diesem Fall isoliert 
liegenden) nichtuniformisierbaren Punkten. Ob dieses Problem fiir héhere 
Dimensionen stets eine Lésung zulaBt, ist noch unbekannt. Die topologischen 
Prozesse korrespondieren dabei mit algebraisch-geometrischen, die von 
H. June ®) herriihren. — Aus alledem ergibt sich die fundamentale Wichtigkeit 
des neuen Prozesses der Modifikation. 

Bei verschiedenen Problemen ist es sehr oft méglich, eine stetige bzw. eine 
analytische Abbildung der modifizierten Mannigfaltigkeit in die urspriingliche 
anzugeben. Man ist dann in der Lage, hieraus eine Reihe wesentlicher Folge- 
rungen zu erschlieBen. Deshalb gilt unsere Untersuchung besonderen Formen 
der Modifikation, die wir folgendermaBen definieren : 

(Def. 2) LaBt sich bei einer Modifikation nach Def. 1 die eineindeutige ana- 
lytische Abbildung T’ des ,,Restbereiches‘‘'’M"—'N auf den Restbereich M"— N 
zu einer stetigen bzw. analytischen bzw. eigentlichen Abbildung T von 'M" in 
M™ fortsetzen, so heiBe die betreffende Modifikation stetig bzw. analytisch bzw. 


*) T. Rapo: Uber eine nicht fortsetzbare Riemannsche Mannigfaitigkeit. Math. Z. 20, 
1—6 (1924). 

’) F. Hrrzesrucu: Uber vierdimensionale Riemannsche Flachen mehrdeutiger ana- 
lytischer Funktionen von zwei komplexen Veranderlichen. Diss. Miinster 1950. Veg. 
auch das Exposé eines Vortrages von H. Cartan im Séminaire Bourbaki, Fonctions et 
variétés algebroides, d’aprés Hirzeprucu, Dezember 1953. 

*) H. June: Darstellung der Funktionen eines algebraischen Kérpers zweier unab- 
hangiger Verinderlichen z, y in der Umgebung einer Stelle x = a, y= 6. J. reine u. 
angew. Math. 188, 289—314 (1908). Vgl. auch die Literaturangaben bei B. L. vaAN DER 
WaERDEN: Die Bedeutung des Bewertungsbegriffes fiir die algebraische Geometrie. 
Jber. dtsch. Math.Ver. 52, 161—172 (1942). 
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eigentlich. T heiBt die zu der Modifikation gehérende Modifikationsabbildung. 
Ist T eineindeutig und analytisch, so heiBt die Modifikation trivial. Dabei be- 
zeichnet man eine Abbildung als eigentlich (propre im Sinne von N. Bour- 
RAKI®)), wenn das Urbild jeder kompakten Menge im Bildbereich wieder 
kompakt ist. GemaB Forderung (2) von Definition 1 wird ‘N in N abge- 
bildet. : 

Wir kénnen dann fiir diese besonderen Formen der Modifikation folgende 
Kigenschaften beweisen: Eine analytische Modifikation ist trivialerweise 
immer eine stetige. Ist N eine analytische Menge, so gilt auch die Umkehrung, 
und ‘N muB8 ebenfalls eine analytische Menge sein, wie Satz 1 besagt. Aus 
den Satzen 2 bis 5 und 7 ergibt sich, daB die Ringe der holomorphen und die 
K6rper der meromorphen Funktionen von M® und ’M* isomorph sind und daB 
die natiirliche Isomorphie der Verbénde der analytischen Mengenkeime von 
M*— N und 'M*—'N zu einer Homomorphie des genannten Verbandes von 
‘M” auf denjenigen von M*” erweitert wird, wenn eine eigentliche analytische 
Modifikation vorliegt. Der Hilfssatz 6 besagt u. a., daB bei derartigen Modi- 
fikationen eine Abbildung von ‘M” auf M® vorliegt. Sind iiberdies N und 'N 
irreduzible analytische Mengen gleicher Dimension, so ist nach Satz 8 die be- 
treffende Modifikation trivial. 

Im zweiten Teil der Arbeit, der die Abschnitte 3 und 4 umfabt, wird ge- 
zeigt: Die verschiedenen n-dimensionalen einfach oder mehrfach projektiven 
2iume, die man durch die AbschlieBung des n-dimensionalen affinen Raumes 
unter Zugrundelegung verschiedener Transformationsgruppen gewinnen kann), 
gehen durch eine Folge von analytischen Modifikationen, die wir unter dem 
Begriff der mehrfachen Modifikation zusammenfassen, in ganz bestimmter 
Weise auseinander hervor, wie in Satz 13 angegeben ist. Zur Behandlung 
dieser verschiedenen AbschlieBungen vom Standpunkt der Modifikationen aus 
definieren wir den ,,o"*-ProzeB‘, eine Verallgemeinerung des Horrschen 
o-Prozesses. Das algebraisch-geometrische Analogon dieses Prozesses ist als 
monoidale Transformation bekannt. Der o”*-ProzeB ist nach Satz 9 eine 
analytische Modifikation und nach Satz 10 koordinateninvariant. Satz 11 
betrifft die Auswirkungen des o”*-Prozesses auf Teilmannigfaltigkeiten von 
M*. Wie sich die Aussagen der Sitze 1 bis 6 auf mehrfache Modifikationen 
iibertragen lassen, ist in Satz 12 angegeben. 


2. Das Verhalten holomorpher und meromorpher Funktionen 
und analytischer Mengen bei Modifikationen. 

Abkiirzend setzen wir (z,, 2,,...,2,) = (z) umd ('z,, 'Z,..., ‘Z,) = (2). 
Eine analytische Modifikation ist immer eine stetige. Die Umkehrung gilt, 
wenn N eine analytische Menge ist: 

Satz 1. ‘M" sei eine stetige Modifikation von M" in N. Ist N eine analyti- 
che Menge, so ist 'N eine ebensolche, und 'M" ist eine analytische Modifikation 
von M". (Fiir die Bezeichnungen vgl. Def. 1 und 2.) 


*) N. Boursak1: Topologie generale, Kap. I. 
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Beweis. [(P) sei eine Koordinatcnumgebung eines Punktes P¢ N mit 
den Koordinaten (z). Jedes Urbild ‘P von P gehért zu ’N. Die Modifikations- 
abbildung 7 ist stetig. Also gibt es zu U(P) eine Umgebung ‘U('P), deren 
Bild U(P) in U(P) liegt. ‘U('P) liegt dann in einer Koordinatenumgebung 


von ’M*; deren Koordinaten bezeichnen wir mit (‘z). — U(P) ON ist nach 
Voraussetzung identisch mit dem gemeinsamen Nullstellengebilde von in U (P) 
holomorphen Funktionen g,(z) + 0, s = 1, 2,..., 8S. Hitte ‘N innere Punkte, 


so enthielte jede Umgebung ‘U('Q) eines beliebigen Randpunktes ‘Q ¢«’N 
innere Punkte von ‘N. AuBerdem ist sicher ‘U('Q)-\('M"—'N)+0. Die 
Abbildung 7'-! existiert im Rest M"— N. Folglich haben wir in ‘U ~ (‘M"—'N) 
holomorphe Funktionen!®) ‘g,= g,7', die genau fiir diejenigen Punkte von 
‘M* verschwinden, fiir deren Bildpunkte auch g,= 0 wird. Die Voraussetzungen 
der Beunke-Srernschen Erweiterung des Raposchen Satzes‘) sind also fiir 
alle Funktionen g, erfiillt; dem Teilgebiet G’ bei BeHnkKE und STE ent- 
spricht hier ein in ‘U — ('U -\'N) enthaltenes maximales Teilgebiet. Also sind 
die Funktionen ‘g, in ganz ‘U holomorph fortsetzbar und haben genau ‘N -\'U 
als gemeinsame Nullstellenmenge. ‘N ist also analytisch in dem beliebig ge- 
wahlten Randpunkte ‘) ¢'N, besitzt also keine inneren Punkte. ‘N ist ab- 
geschlossen. ‘N ist folglich eine analytische Menge und es liegt, wie behauptet, 
eine analytische Modifikation vor. 

Satz 1 hat eine unmittelbare wesentliche 

Folge: Ist ‘M" eine stetige Modifikation in der analytischen Menge N, so 
kann 'N niemals n-dimensional sein. 

Da die Einsetzung einer holomorphen Funktion in eine ebensolche wiederum 
eine holomorphe Funktion liefert und da jede meromorphe Funktion lokal 
als Quotient zweier hoiomorpher Funktionen darstellbar ist, so folgt mit Hilfe 
von Satz 1 unmittelbar der 

Satz 2. Ist’ M* eine stetige Modifikation von M" in der analytischen Menge N, 
so entspricht jeder in M” holomorphen bzw. meromorphen Funktion g(z) eine in 
"M* holomorphe bzw. meromorphe Funktion 'g('z) derart, daB die Beschrinkung 
‘9 von ‘g auf 'M"—'N und die Beschrinkung 9 von g auf M"— N analytisch 
dquivalent sind, 'g = 9T. 

Die entsprechende Frage beziiglich einer in der modifizierten Mannig- 
faltigkeit ‘M" gegebenen Funktion stellen wir zuriick, da wir zu ihrer Beant- 
wortung die folgenden Sitze iiber die Fortsetzung analytischer Mengen heran- 
ziehen werden. 

Satz 3. 'M™* sei eine stetige Modifikation von M" in der analytischen Menge N. 
Dann existiert zu jeder analytischen Menge ACM" eine analytische Menge 
‘A C'M*"derart,dap'A ~ ('M"—'N) und A r\ (M*— N) analytisch dquivalent sind. 

Beweis. ‘M*” ist nach Satz 1 eine analytische Modifikation von M*. Die 
Menge A ist in M* lokal als gemeinsame Nullstellenmenge von Systemen 
holomorpher Funktionen umgebungsweise definiert, etwa in Uc M" durch 
F,(z) = 0, k= 1,2,..., K. Nach Satz 2 existieren dann in ’'U = T-1U c'’M* 
holomorphe Funktionen ‘F,(‘z), k= 1,2,..., K, deren Beschrinkung auf 


1°) Derartige Zusammensetzungen sind von rechts nach links zu lesen. 
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‘U \((M"—'N) analytisch aquivalent zu der Beschrinkung der Funktionen 
F,(z) auf U ~\(M"— N) ist und deren gemeinsames Nullstellengebilde in ‘U 
eine analytische Menge ‘A 7\’U mit den behaupteten Eigenschaften lokal 
definiert. 

Wir benétigen nun den folgenden 

Satz von R. Remmert''). Hs sei 7 eine eigentliche analytische Abbildung 
der komplexen Mannigfaltigkeit 'M" in die komplexe Mannigfaltigkeit M". 
Dann ist T('M*) eine in M" analytische Menge. Hat T den Rang r, so hat 
T ('M") in jedem ihrer Punkte die Dimension r. Jede analytische Menge 'A c'M* 
wird durch T auf eine analytische Menge A in M” abgebildet. 

Aus diesem Satz und Satz 1 folgt der 

Satz 4. Ist 'M" eine eigentliche Modifikation von M" in der analytischen 
Menge N, so gibt es zu jeder analytischen Menge 'A <'M" eine analytische Menge 
Ac M*" derart, daB A -\(M"— N) und'A -\('M"—'N) analytisch dquivalent sind. 

Mit Hilfe des Satzes 4 gewinnen wir nun ein Gegenstiick zu Satz 2. Fiir 
meromorphe Funktionen gilt 

Satz 5. ‘M" sei eine eigentliche Modifikation von M" in der analytischen 
Menge N. Dann gibt es zu jeder in 'M" meromorphen Funktion 'h('z) eine in M” 
meromorphe Funktion h(z), deren Beschriinkung h(z) auf M=—N analytisch 
diquivalent zu der Beschrinkung 'h('z) von ‘h('z) auf ‘M"—'N ist, h = ‘hT-. 

Beweis. Nach Satz 1 liegt eine eigentliche analytische Modifikation vor, 
und ‘N ist eine analytische Menge. Im Rest M"— N ist die Modifikations- 
abbildung 7’ eineindeutig, also ist h ='h 7'-! eine dort meromorphe Funktion. 
Ware h nicht zu einer in M" meromorphen Funktion h fortsetzbar, so miBte 
jede wesentliche Singularitét P«¢N von h nach einem Satz von E. E. Levi 
und F. Harrogs?*) in einer Umgebung U(P) c M* einer oder mehreren n — 1- 
dimensionalen Komponenten K von N7\U angehéren, die nur aus wesent- 
lichen Singularitaéten von h bestiinden. Wir zeigen, daB es kein derartiges K 
gibt. Bezeichnet ¥ die Menge der Pol- und Unbestimmtheitsstellen von h in U, 
so ist h holomorph in ’'U = U —(K UF) und wesentlich singulir in jedem 
Punkte von K -\(U — F). Nach einem Satz von P. THULLEN!’) miiBten dann 
alle a-Stellenflachen von h, mit Ausnahme héchstens eines Wertes a = ao, jeden 
Punkt von K7\(U — F) als wesentliche Singularitét besitzen. Dies ist un- 
méglich, weil die Urbilder dieser Flichen analytische Menge in dem Durch- 
schnitt des Urbildes ‘U von U mit dem Rest ‘M"—’N und damit nach Satz 3 
in ganz ‘U sind und diese nach Satz 4 als Bilder analytische Menge in M* be- 
sitzen. Da P beliebig aus N gewahlt war, so ist A nicht wesentlich singular 
in M*. 

‘P €'N heiBe ein nichttrivialer Punkt beziiglich einer analytischen Modi- 
fikation ‘M" von M*, wenn die Modifikationsabbildung 7' in keiner Umgebung 





4) R. RemMertT: Holomorphe und meromorphe Abbildungen analytischer Mengen. 
Diss. Miinster 1954. 

#2) Vgl. H. Bennxe und P. THuten, siehe Anm. 1, Kap. IV. 

13) P. Tautten: Uber die wesentlichen Singularitaten analytischer Funktionen 
und Flichen im Raum von n komplex:n Veranderlichen. Math. Ann. 111, 137—157 
(1935). 











































484 Erwin KReEyszic: 
‘U ('P) eineindeutig ist. Trifft diese Eigenschaft fiir jeden Punkt von 'N zu, 
so sagen wir, N wird in nichttrivialer Weise durch ‘N ersetzt. 

Die Beweise der Satze 7 und 8 stiitzen sich auf den folgenden 

Hilfssatz 6. Ist 'M” eine analytische Modifikation von M" in N und wird N 
in nichttrivialer Weise durch 'N ersetzt, so ist 'N eine n — 1-dimensionale ana- 
lytische Menge. Ist die Modifikation auBerdem eigentlich, so gilt: a) Die Modi- 
fikationsabbildung T ist eine Abbildung von 'M" auf M*. b) N ist eine ana- 
lytische Menge. c) Ist N reduzibel, so ist auch 'N reduzibel. 

Beweis. Der Beweis der ersten Aussage ist klar. Zu a): ‘N wird in N 
abgebildet. Wir zeigen, daB jeder Punkt Q von N Bildpunkt von Punkten ’Q 
von ‘N ist. (Q,,) sei eine gegen Q¢ N konvergierende Folge von Punkten 
aus M"— N. Diese ist mit Einschlu8 von Q eine kompakte Menge. Folglich 
ist 7T-((Q,,). UU Q@) kompakt in ‘M" und enthalt eine konvergente Teilfolge. 
Letztere konvergiert wegen der Eineindeutigkeit von 7’ im Rest ‘M"—’N und 
der Separabilitaét der vorliegenden Mannigfaltigkeiten gegen einen Punkt 
‘Qe«T“Qc'N und nicht gegen einen Punkt 7-'Q,,. b) folgt aus Satz 4. 
Zu c): Jeder irreduziblen Komponente N; von N = UN, entspricht nach 


Satz 3 eine analytische Menge 'N, als Urbild, und 'N, wird auf N, abgebildet. 
Da auch jeder Punkt P¢ N,, P¢ N;,i +k, Bildpunkt von Punkten von ‘NV 
sein muB, aber nicht Bildpunkt von Punkten von ‘N, sein kann, so gibt es 
Punkte von ‘N, die nicht zu ‘N, gehéren, d. h., ‘N muB reduzibel sein. 

Die Umkehrung der Aussage c) kann falsch sein; man denke z. B. an den 
Hoprschen iterierten o-ProzeB*), bei dem ein Punkt durch eine Anzahl kom- 
plexer Mannigfaltigkeiten ersetzt wird, die homéomorph einer komplexen 
projektiven Geraden sind. Das Gegenstiick zu Satz 2 bildet beziiglich holo- 
morpher Funktionen der 

Satz 7. Unter den Voraussetzungen des Satzes 5 gibt es zu jeder in 'M" 
holomorphen Funktion ‘f('z) eine in M” holomorphe Funktion f(z), deren Be- 
schrinkung auf M"— N analytisch dquivalent zu der Beschriinkung von ‘f(‘z) 
auf 'M"—'N ist. 

Beweis. Nach Satz 1 liegt eine eigentliche analytische Modifikation vor. 
Nach Hilfssatz 6 ist die zugehérige Modifikationsabbildung eine Abbildung 
von ‘M" auf M", die 'N auf N abbildet. Nach Satz 5 kann f(z) nicht wesent- 
lich singulér, sondern héchstens meromorph sein und hatte daun Pole und 
Unbestimmtheitsstellen auf N. Ist die Dimension von N kleiner als n — 1, 
so ist f holomorph in M”. Wir zeigen, daB f auch dann holomorph ist, wenn V 
die Dimension n — 1 besitzt. Ad absurdum nehmen wir an, P<¢ N sei ein 
(beliebiger) Pol von f. Es sei U(P) eine kompakte Umgebung von P und 
‘U('P) deren Urbild, wobei ‘P ein Urbild des Punktes P ist. 'U('P) ist kom- 
pakt. Einerseits wiichse nun f bei Annaiherung an P gleichmaBig iiber alle 
Grenzen, wahrend andererseits ‘f in jeder Umgebung von ‘P beschrankt 
bleibt. Dies kann nicht sein, da die Modifikationsabbildung analytisch ist. 
P kann also nicht Pol von f sein. Da P beliebig gewahlt war, so besitzt f 
iiberhaupt keine Pole, ist also, wie behauptet, holomorph in M”. 
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Man bemerkt, daB in Satz 4, 5 und 7 eine schirfere Voraussetzung als in 
Satz 2 und 3, naimlich die der Eigentlichkeit der Modifikation, notwendig ist. 

Satz 3 und 4 besagen zusammen, da8 unter den fiir ihre Giiltigkeit not- 
wendigen Voraussetzungen die natiirliche Isomorphie der Verbiinde der ana- 
lytischen Mengenkeime von ‘M"—'’N und M*— N zu einer Homomorphie des 
genannten Verbandes von ‘M* auf denjenigen von M™* erweitert werden kann. 
Aus Satz 2, 5 und 7 folgt die Isomorphie der Ringe der holomorphen und der 
Kérper der meromorphen Funktionen in 'M*" und M". 

SchlieBlich wollen wir ein Kriterium fiir das Vorliegen einer trivialen 
Modifikation angeben. Hierfiir benétigen wir beim Beweis den Begriff des 
gewohnlichen Punktes P evner m-dimensionalen analytischen Menge N™ cM". 
Kin solcher liegt vor, wenn das N™ (lokal) definierende Gleichungssystem in 
der Koordinatenumgebung U(P) von P den Rang n — m besitzt. Es gilt nun 

Satz 8. Ist ‘M” eine eigentliche analytische Modifikation von M" in N und 
sind ‘N und N beides irreduzible analytische Mengen gleicher Dimension, so 
liegt eine triviale Modifikation vor. 

Beweis. Nach Hilfssatz 6 ist die Modifikationsabbildung eine Abbildung 
von ‘M" auf M", die 'N auf N abbildet. Fiir Dimensionen von ‘N (und N), 
die kleiner als n — 1 sind, folgt die Behauptung unmittelbar aus dem Hilfs- 
satz 6. Es seien nun ‘N und N beides n — 1-dimensionale Mengen. Die 
Modifikationsabbildung 7 ist auf ‘M*—'N eineindeutig, ihre Jacobische 
Determinante D kénnte also héchstens auf ‘N verschwinden, und dies miiBte 
dann, da ‘N irreduzibel sein soll, auf ganz ‘N eintreten. Wir zeigen, daB dies 
nicht sein kann. Es gibt gew6hnliche Punkte von N, deren Urbilder gewéhn- 
liche Punkte von ‘N sind. Denn ist P € N ein gewoéhnlicher Punkt, so liegen 
in einer (hinreichend kleinen) Umgebung U(P) dieses Punktes nur gewéhn- 
liche Punkte von N. 'P sei ein Urbild von P. Zu ’P existiert in einer Um- 
gebung ‘V (‘P) ein gew6ohnlicher Punkt ’Q derart, daB ’Q samt einer Umgebung 
‘'W ('Q), die nur gewohnliche Punkte von ‘N enthalt, in U(P) abgebildet wird, 
so daB also das Bild W(Q) von ‘W (’Q) ebenfalls nur gewéhnliche Punkte von NV 
enthalt. Fiir Punkte Q mit den soeben angegebenen Eigenschaften ist die 
Beschriankung der Modifikationsabbildung 7 auf ‘N eine analytische Ab- 
bildung 7’, und die zugehérige Jacobische Determinante D kann, weil ’N 
und N beide n — 1-dimensional sind, nach dem Satz von R. REMMERT (s. vorn) 
aus Dimensionsgriinden nicht identisch verschwinden. Wir kénnen D + 0 im 
Punkte ‘Q <’W(’Q) annehmen. Sind 2,, Z., . . ., Z, lokale Koordinaten in W(Q) 
und ist N > W durch 


(1) f(s, Zq,.- +» Z_) = O 
gegeben, so kénnen wir, da N -\ W aus lauter gewohnlichen Punkten besteht, 
die Gleichung (1) z. B. nach Z, auflésen, z, = g(Z,, Zg,- +» Z,—3), und in W(Q) 
neue Koordinaten z,= Z,, 8 = 1, 2,...,n — 1, = Za— 9 (2, 2 - + +> Zn—3) ein- 
fiihren. Dann ist NW durch z,= 0 gegeben. Entsprechend kann man in 
‘'W ('Q) Koordinaten ‘z,,’z, . . ., 'z, so einfiihren, daB’N -\'W ('Q) durch ‘z, = 0 
gegeben ist und die Abbildung 7’ die Gestalt z,,= ‘z,,, m= 1,2,..., n—1, 
Z,= F'('z,'Z, .. +, 'Z,) hat. Hierbei kann aus der Potenzreihe F'('z,,’Z», . . .’,Z,) 
33 
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ein Faktor ‘zi, derart herausgezogen werden, F =‘z’ F, daB F keine allen 
Gliedern gemeinsame Potenz von ‘z, mehr enthilt. In dem aurch ’z,, = 'z,, (0) 
= konst, m = 1, 2,..., — 1, gegebenen eindimensionalen Ebenenstiick, das 
‘Nc\'W punkthaft schneidet, muB die Abbildung auBerhalb dieses Schnitt- 
punktes eineindeutig sein. Dies kann nur eintreten, wenn in 


FP = G,,,('2,'Zq) - + +> ‘Zn-1) ‘H+ °*° 
8 = 1 ist. Es hat also die zu 7 gehérige Jacobische Determinante D nun die 


Gestalt 


D= 1 = F+' = 


z 
na? 
2 ’Zn 





wobei alle nicht explizit angegebenen oder nicht durch Punkte gekennzeich- 
neten Elemente von D verschwinden. Fir ‘z,=0 wird D=F. Damit D 
iiberall auf ‘N verschwindet, miiBte F einen Faktor ‘z,, enthalten, was nach 
obigem nicht zutrifft. D kann also iiberhaupt nicht verschwinden, die Modi- 
fikation ist trivial. 

3. Der o”: *-ProzeB. 

War das bisherige allgemeiner Natur, so definieren wir nun eine spezielle 
analytische Modifikation, eine Verallgemeinerung des von H. Hopr*) einge- 
fiihrten o-Prozesses, die wir als ,,o"-*-ProzeB bezeichnen. Dieser ProzeB, 
der ein Analogon zu der aus der algebraischen Geometrie bekannten mono- 
idaien Transformation darstellt, ist u.a. geeignet, die eingangs formulierte 
Frage nach der verschiedenartigen AbschlieBbarkeit des n-dimensionalen 
affinen komplexen Raumes C" vom Standpunkt der Modifikationen aus zu 
beantworten. Wie gezeigt wird, kann man mit seiner Hilfe jede k-dimensionale 
irreduzible singularitatenfreie analytische Menge N*, 0< k < n — 1, in einer 
komplexen Mannigfaltigkeit M" durch einen n — 1-dimensionalen Faserraum 
mit k-dimensionaler Basis und einem n — k — 1-dimensionalen projektiven 
Raum als Faser in der Weise ersetzen, daB das Ergebnis ‘M* dieses Vorganges 
eine analytische Modifikation von M* in N*, also insbesondere wieder eine 
komplexe Mannigfaltigkeit ist. Er gilt entsprechend auch fir reell-analytische 
Mannigfaltigkeiten. Bei der Bezeichnung ,,o**“ ist also k die Dimension 
der zu ersetzenden Menge N* und n die der Mannigfaltigkeit, in der N* liegt. — 
Dabei heiBt eine analytische Menge N*c M" singularitétenfrei, wenn sie nur 
aus gewohnlichen Punkten besteht. Dann gibt es in jeder Umgebung U, 
U -\ N*= N*, + 0, Koordinaten, beziiglich deren N*, durch z,,= 0,m = 1, 2,..., 
n — k, gegeben ist. Diese nennen wir ,,beziiglich N*¥, ausgezeichnete Koordinaten“. 


(A) | Die Definition des o*.°-Prozesses. 
Wir definieren zuerst den o*: °-ProzeB, der eine Modifikation einer h-dimen- 
sionalen komplexen Mannigfaltigkeit in einem Punkt 0 ist, und fiihren spater 
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die Definition fir allgemeines k auf diesen Sonderfall zuriick. 0 sei der Null- 
punkt einer Koordinatenumgebung U*c M* mit den lokalen Koordinaten 
2, qs - + +» Z,- S*-1 sei ein hk — 1-dimensionaler projektiver Raum mit den 
homogenen Koordinaten 9,, p2,..., P,- Wir bilden den Produktraum P?*-1 
= U*x S*-1, dessen Punkte P = (U; 8), U ¢ U*, S€ S*-1, dann die Koordi- 


naten (2Z;, .. ., 2,3 Py, +--+» P,) besitzen. In P?*-? ist durch die Forderung 
R (* er Zp \ _] 
\ ) ang Pris Pas ++ + ne 


eine irreduzible analytische Menge H definiert. H ist h-dimensional und ist 
singularitatenfrei in P**-! eingebettet, wie man sieht, wenn man (1) in seiner 
einfachsten Form 


(1’) 2:Pr— 2nPi:= 9, ¢=1,3,...,4—1, 


schreibt. Die natiirliche Projektion 7’ von P?"~1 auf seinen ersten Faktor U" 
induziert eine Projektion 7, von H auf U*. 7’, ist eineindeutig fir U*— 0 
und bildet 0x S*-1! auf 0 ab. Die modifizierte Umgebung ‘U* ist definiert 
als die Menge H, wobei Punkte von H und U”* zu identifizieren sind, die 
einander vermége der Projektion 7’, entsprechen. Das heiBt, durch den 
o*. °-ProzeB wird der Nullpunkt 0¢ U* durch einen n — 1-dimensionalen pro- 
jektiven Raum S*-! ersetzt und sonst nichts verindert. 

Der o*.°-ProzeB laBt die folgende geometrische Deutung zu: Er bewirkt, 
daB der Nullpunkt 0¢ U* durch das Biindel B aller Linienelemente mit dem 
Tragerpunkt 0 ersetzt wird. B ist einem h — 1-dimensionalen projektiven 
Raum isomorph. 

(B) Satz 9. Der durch einen o*.°-ProzeB aus M” entstehende Raum 'M* 
ist eine analytische Modifikation von M* in einem Punkt 0¢ M*. 

Beweis. Zu zeigen ist, daB ‘M* eine komplexe Mannigfaltigkeit bildet, 
und die analytische Modifikationsabbildung von ’M* in M”* ist anzugeben. — 
Es gelten die vorhergehenden Bezeichnungen. — In einer Umgebung V (P) eines 
Punktes P ¢ Hc P?*-! sei etwa p,+ 0. Dann setzen wir 


(2) oa: 2L, p,+ 0, j=1,2,...,4—-1. 
Ph 
So gewinnen wir in V(P) lokale Koordinaten (z,, 29, . . ., 2,3 1, 8g) - - +» 8n—1)- 


Aus (1’) folgt dann unmittelbar die koordinatenmaBige Darstellung der Pro- 
jektion 


(3) Ty: Z;= 2, 8; = 2, B., P,+ 0, j= 1,2,...,k-1. 
Diese stellt nach Definition zugleich die Modifikationsabbildung von ‘'U* auf 
die urspriingliche Umgebung U* dar. (s,, 89, . . ., 8,— 1, 2,) ist also ein lokales 
Koordinatensystem in ‘U*. Die iibrigen der insgesamt h-Systeme in ‘U" erhilt 
man, indem man in (2) ein anderes p,,+ 0, m=1,2,...,4— 1, annimmt. 
U —0 ist das Restgebiet der Modifikation. Die Koordinateninvarianz des 
Modifikationsprozesses wird spiter und dann gleich fiir allgemeine Werte 
von k gezeigt. 
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(C) Die Definition des o”.* -Prozesses fiir allgemeines k, 0 < k s n l. 

N*c M™ sei eine singularitatenfreie irreduzible k-dimensionaie analytische 
Menge, U c M* eine Koordinatenumgebung mit den beziiglich N= N* ~ U 
ausgezeichneten Koordinaten 2,, 22, . . ., Z,, also N*, durch 


(4) = Z%= °° *' = 2,-,= V 

in U lokal gegeben. Abkiirzend setzen wir im folgenden 

(5) n—k=h. 

Da N*c M" lokal gegeben ist, miissen wir den o”: *-ProzeB, den wir nun defi- 
nieren, zu Definitionszwecken in eine Anzahl von Teilprozesse aufgliedern, 
die je in einer Koordinatenumgebung ausgefiihrt werden, die mit N* nicht- 
leeren Durchschnitt hat. Es geniigt, eine davon, etwa U, zu betrachten. Den 
in U ausgefiihrten ProzeB bezeichnen wir als o”:*. Teilprozep. 


Durch die Beziehung z,,,~= 2,42=°** = 2%,= 0 ist ein h-dimensionales 
analytisches Ebenenstiick U* c U eget das mit N* genau den Nullpunkt 
0«¢ N*, gegeben durch z,= z,=--- = z,= 0, gemeinsam hat. Wir kénnen U 
als Produkt 
(6) U we x U* 


wihlen. Der o7;*,-TeilprozeB besteht darin, daB in dem Ebenenstiick U* ¢ U 
ein o*. °.ProzeB beziiglich 0 ausgefiihrt wird, wodurch U” in das modifizierte 
Ebenenstiick ‘U* iibergeht, das sich von U* nur dadurch unterscheidet, daB 
statt des Punktes 0¢ U ein h — 1-dimensionaler projektiver Raum S*~' ein- 
gesetzt ist. So haben wir vermége (6) die modifizierte Umgebung ‘U unmittel- 
bar in der Form 

(7) 'U = N*x'U* 

und den statt Nt eingesetzten Raum 


‘N* 1 Nt . pa 1 


Wegen (7) und (4) bildet (8,, 8, . . ., 8,~ 4, Zn, Za+1- , Z,) ein lokales Koordi- 
natensystem in der modifizierten Umgebung ‘U, and die ‘ule der insgesamt 
h Systeme erhalt man wie in (B). 

So wird N* infolge des o”.*-Prozesses, d. h. infolge der Gesamtheit der 
lokalen Teilprozesse, durch einen n — 1-dimensionalen Faserraum ‘N"~! mit 
der k-dimensionaien Basis N* und einem h — 1-dimensionalen projektiven 
Raum S*~! als Faser ersetzt. — Im Durchschnitt U,;-U,; zweier lokaler 
Koordinatenumgebungen mit der Eigenschaft U, ~\ U; ~, N*+ 0 fiihren beideTeil- 
prozesse zu Ergebnissen, die analytisch homéomorph sind: Die eineindeutige 
holomorphe Koordinatentransformation in U, » die wir mit B bezeichnen 
wollen, hat im Rest ('U,—'NGZ')q('U,—'NY r eine ebensolche Transfor- 

t F 
mation A’ zwischen den lokalen Koordinaten der modifizierten Umgebungen 
‘U, und ‘U, zur Folge, die sich zu einer in ganz ‘U, -\'U, eineindeutigen holo- 
morphen Koordinatentransformation fortsetzen laBt, wie sogleich gezeigt wird. 
Damit gilt in Erweiterung von Satz 9 .er 
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Satz 9’. Der durch einen o”*-ProzeB aus M*" entstehende Raum 'M* ist 
eine analytische Modifikation von M* in N*. 

Aus (A) folgt, daB sich der o':*.TeilprozeB geometrisch deuten liBt als 
der Ersatz der Menge NE durch das Biischel C aller k + 1-dimensionalen 
analytischen Ebenenstiicke, die N*, enthalten und mit Punkten Q¢ U — NE 
verbinden. C ist isomorph dem h — 1-dimensionalen komplexen projektiven 
Raum S*-!, 

(D) Die Koordinateninvarianz des o”. *-Prozesses. 

Satz 10. Der o”.*-ProzeB ist unabhiingig von der Wahl der lokalen Ko- 
ordinaten auf M”. 

Beweis. Eine Umgebung eines Punktes P ¢ N* Cc M* versehen wir auf zwei 
verschiedene Weisen mit beziiglich N* ausgezeichneten Koordinaten (z,, 
2g) - » +> Z_) baw. (yy, Ya, - - -> Yn) und bezeichnen sie dann mit U bzw. U. N# ist 
in U durch 


(9) 


4=2%=°°° z,= 0 
und in U, wo wir diese Menge mit N*, bezeichnen, durch 
(10) A- m= °""- R= 9 


gegeben. Es existiert eine eineindeutige holomorphe Koordinatentransfor- 
mation 


(11) B: g,= J, (es, Se .- +» %), y=1,2,...,%. 


Es seien 'U bzw, 'U die modifizierten Umgebungen und [vgl. (2)] 


(12) Ty: % = 82, _ 2 P,*0, j=1,2,...k-1, 
bzw. 

(13) Ty: ¥5=t nr 7 %,9, +0, §=1,2,...,4— 1, 
die zugehérigen Modifikationsabbildungen, wobei q,, qo, . . -, ¢, die homogenen 


Koordinaten der Faser S*-! des statt N*, eingesetzten Raumes'N}-!= N4 x 
< S*-1 bedeuten. Dann gilt folgendes Abbildungsschema: 


ahi A 9 bi 
Tx ’ ss Ty 
17 B 0 


Anzugeben ist die eineindeutige analytische Abbildung A von ‘U auf 'U. 
In den Restgebieten der Modifikationen, wo 7, und T'y eineindeutig sind, 
liegt eine solche Abbildung unmittelbar vor, und diese ist zu einer in ganz 'U 


eineindeutigen holomorphen Abbildung A fortzusetzen. — Hierzu betrachten 
wir die Abbildung B. Aus (9) und (10) folgt 
fa(O, O, .. ., 0, Zp 43. Zp4q,--->%) = 0, m= 1,2,...,h. 
Ferner sollen die Nullpunkte beider Koordinatensysteme einander entsprechen, 
,(0,0,...,0) = 0,» = 1,2,...,”. So gilt fir (11) 
h 
(L1’) Yn = Omi 2+ Omegtzet °** + Omnzat 3, %Pmi(2), m=1,2,...,h, 
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wobei die P,,,(z) Potenzreihen in allen z,, z,, . . ., z, ohne konstante Glieder 
sind und die Matrix (a,,;) den Rang h hat. AuBerdem fehlen in simtlichen 
f,(z) ebenfalls die konstanten Glieder. (11’) ergibt, in (13) eingesetzt, 
h 
Py Qiuety P;; (z) 
“— Ve) —. 1 


j Yn h 


2D ani % + 2% Prj(z) 
j=] 


Wir ersetzen hierin die z; nach (12) und erhalten, indem wir durch z, kiirzen, 
die Abhiangigkeit der Koordinaten in 'U von denen in ‘U, 


h—1 
aja tT P5n T = (aj; 8 + & P;;) 
¥j i=1 


(14) 5= Yr 


Ghn+ Pant Zi & + 8 Pri) 
Es bleibt nur noch zu zeigen, daB sich (14) fiir jeden beliebigen und dann festen 
Punkt Q der Basis N*, auf eine projektive Transformation zwischen den 
Koordinaten der Fasern S*-1(Q) und S*-1(Q), @ = BQ, reduziert. 

N* ist durch z,= 0 gegeben, womit in den P,, 
schwinden, die z, als Faktor enthalten. Die iibrigen haingen wegen (12) nur 


und P, , alle Glieder ver- 


von den fiir festes Q konstanten Koordinaten z, ,,, Zz, 4.9, .-.-,Z, ab, kénnen 
also zu den a;, und a,, hinzugenommen werden. Ubrig bleibt eine projektive 
Transformation 
h-1 
Asn t+ 3 Asis 

q i 1 
15 2 
(15) t; qh h-1 


Ann + X Anis 
zwischen den lokalen Koordinaten ¢t; von S*-! und den lokalen Koordinaten 
8, von S*-!. Dabei sind die Koeffizienten A;, holomorphe Funktionen der 
Koordinaten z, 41, Z, +9) - - -» 2,» hangen also von der Wahl des Basispunktes ( 
ab. Damit ist gezeigt, daB der o”: *-ProzeB in beiden Umgebungen zu analytisch 
homéomorphen Ergebnissen gefiihrt hat. 

(E) Die Wirkung des o”. *-Prozesses in Teilmannigfaltigkeiten. 

Satz 11. M™ sei eine m-dimensionale Teilmannigfaltigkeit der komplexen 
Mannigfaltigkeit M". N* Cc M” sei eine k-dimensionale irreduzible singularititen- 
freie analytische Menge, die mit M™ einen d-dimensionalen Durchschnitt N4, 
0<d< k, derart gemeinsam habe, da fiir alle Punkte von N4 die k-dimensionale 
Tangentialebene von N* nicht in der m-dimensionalen Tangentialebene von M™ 
enthalten sei oder umgekehrt. Dann induziert die Ausfiihrung eines o”:*-Pro- 
zesses in M” beziiglich N* einen o”™.*-ProzeB in M™ beziiglich N“. 

Beweis. U sei eine Umgebung des Punktes P¢ N4 mit den beziiglich 
Ni, = N*-\U ausgezeichneten Koordinaten z,, z,,..., 2, die auf Grund der 
obigen Voraussetzungen so gewihlt werden kénnen, daB N*. durch z,= 2, 

* = 2,-,= 0 und U™= Ur M™ durch 
(16) 


= %=°*: 
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gegeben ist. GemaB (A) und (C) ist die modifizierte Umgebung ‘U als die 
Menge H definiert, die im Produktraum U x S"-*-1 durch die Forderung 


Re Bs cw Man 
Rang (** -*) 21, 
Pir Pa ++ +> Pn—k 
also z. B. durch 


(17) 2: Pn—k — 2n-KPi= 9, += 1,2,....2—k-—1, 
gegeben ist, wobei Punkte von H mit denen von U zu identifizieren sind, die 
einander vermége der natiirlichen Projektion 7’, von H auf U entsprechen. 
Durch (16) ist zugleich im Produktraum U x S"-*-1 diejenige m-dimensionale 
Teilmenge H™ c H bestimmt, die durch 7', auf U™ abgebildet wird. Wie in (A) 
und (C) gezeigt wurde, ist 7', eineindeutig auBerhalb Ny und bildet ‘N7-' 

Nt x S"-*-1 auf Nt ab, also den m — l-dimensionalen Raum ts Ya 

(N47 U™) x S™-4-1 auf N47 U™, denn es ist, indem von den in (16) auf- 
tretenden z; nur 2), Zg. . . ., Z,—7—m+q auch in (17) vorkommen, (x — k — 1) — 

(n—k—m+d)=m—d-—1 die Dimension des projektiven Raumes 
Sm-4-1¢ §n-*k-1, durch den jeder Punkt von N4c M™ bei der Modifikation 
ersetzt wird. Das bedeutet aber, der o7;*-TeilprozeB in U induziert, wie be- 
hauptet, in U™ einen om LeilprozeB. Entsprechendes gilt in den itibrigen 


Koordinatenumgebungen, die mit N@ nichtleeren Durchschnitt haben. 
SchlieBt man in umgekehrter Richtung, so erhailt man entsprechend den 
Satz 11’. Hin o*.*-ProzeB beziiglich N* C M" laBt sich zu einem o*:"-ProzeB 

beziiglich N* C M* erweitern, wenn N* -\ M"= N* und M* c M‘ ist und fiir keinen 

Punkt von N* der Tangentialraum von M* (beziiglich M*) in demjenigen von N* 

enthalten ist oder umgekehrt. 


4. Der Begriff der mehrfachen Modifikation und die AbschlieBung 
des affinen Raumes. 


Mit Hilfe des o”.*-Prozesses wollen wir nun die einleitend angedeutete 
Frage nach der AbschlieBung des n-dimensionalen (komplexen oder reellen) 
affinen Raumes zu einem einfach oder mehrfach projektiven Raum vom 
Standpunkt der Modifikationen aus behandeln. Hierbei wird sich zeigen, 
daB8 mehrere Modifikationen notwendig sind, um zum Ziel zu kommen. Des- 
halb definieren wir: 

(Def. 3) Die komplexe Mannigfaltigkeit “’M*" heiBt eine R-fache Modi- 
fikation der komplexen Mannigfaltigkeit ’M*, wenn es eine Folge “M", 
(Mn,...,2-1M", “®M" von komplexen Mannigfaltigkeiten derart gibt, 
daB jede dieser ‘”M*" eine Modifikation der vorhergehenden oder der nach- 
folgenden ist. Jede einzelne Modifikation bezeichnen wir als Schritt der mehr- 
fachen Modifikation und nennen die letztere stetig bzw. analytisch, wenn jeder 
Schritt eine stetige bzw. eine analytische Modifikation ist. 

Wie sich die Saitze der Abschnitte 2 und 3 auf mehrfache Modifikationen 
iibertragen, ist unmittelbar klar; es gilt zusammenfassend der 

Satz 12. ‘)M™ sei eine R-fache stetige Modifikation von  M*; alle Modi- 
fikationsabbildungen seien eigentlich und es werde bei jedem Schritt beziiglich 
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einer analytischen Menge modifiziert. Dann gibt es zu jeder holomorphen Funktion, 
meromorphen Funktion bzw. analytischen Menge in “M*" eine ebensolche 
Funktion bzw. Menge in ‘®)M*, die im Restgebiet von ‘” M" zu der Beschriinkung 
der in  M" gegebenen Funktion bzw. Menge auf das Restgebiet von ' M" ana- 
lytisch dquivalent ist. 

Das bedeutet also, daB unter den obigen Voraussetzungen die Ringe der 
holomorphen und die Kérper der meromorphen Funktionen bei mehrfachen 
Modifikationen isomorph sind. 

Aus dem lokalen Charakter des o”.*-Prozesses folgt unmittelbar, daB man 
in ein und derselben Mannigfaltigkeit o”“i-Prozesse beziiglich beliebig vieler 
k,-dimensionaler irreduzibler und singularitatenfreier analytischer Mengen N*i 
ausfihren kann, wenn diese punktfremd zueinander sind. Diese einfache Tat- 
sache ist wichtig fiir die Modifikationen mehrfach projektiver Raiume, fiir die 
folgender Satz gilt: 

Satz 13. Jeder mehrfach projektive Raum 8,,) ist eine durch o”.*-Prozesse 
erzeugbare mehrfache analytische Modifikation jedes anderen mehrfach pro- 
jektiven Raumes S,) gleicher Dimension. 

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daB ein zweifach projektiver Raum, etwa 
S* x S* eine analytische Modifikation eines einfach projektiven Raumes S"** 
ist, die sich durch o"-*-Prozesse erzeugen laBt. Denn daraus folgt, daB man 
die Faktoren von S,,) und ebenso die von S,2) in aufeinanderfolgenden Schritten 
vereinigen kann, bis man je einen (einfach) projektiven Raum erhalt. Wir 
geben nur den Gedankengang des weiteren Beweisveriaufes und ersparen uns 
die relativ einfache Rechnung. Das uneigentliche Gebilde von £**+* besteht 
aus einer h + k — 1-dimensionalen Ebene Z, dasjenige von S* x S* ist redu- 
zibel und besteht aus zwei h + k — 1-dimensionalen Ebenen E, und E,. Ver- 
sucht man die kanonische Abbildung 7” von S**+*-E auf S* x S*— (2, U E£,) 
zu einer Abbildung 7' von S*** in S* x S* fortzusetzen, so sieht man, daB 7’ 
fiir zwei Teilmengen A bzw. B von E unbestimmt wird, die k —1- bzw. 
h — 1-dimensional und punktfremd zueinander sind. T' ist also keine analyti- 
sche Abbildung, sondern nur noch eine ,,meromorphe. In A ist ein o**+*, *~1- 
ProzeB und in B ein o***.*~1-ProzeB auszufiihren, das ergibt die komplexe 
Mannigfaltigkeit M***, und die der Abbildung 7’ entsprechende Abbildung 
von M*** in S*x S* ist dann eine analytische Abbildung. Andererseits kann 
T’-+ auch nur zu einer meromorphen Abbildung 7’! von S* x S* in S*** 
fortgesetzt werden, die fiir Z,-\ Z, unbestimmt wird. Ein o**+*.**+*-*-ProzeB 
in dieser Menge ergibt ebenfalls die komplexe Mannigfaltigkeit M***, und die 
der Abbildung 7’! entsprechende Abbildung von M*** in S*** ist ana- 
lytisch. Das bedeutet, daB M*** eine analytische Modifikation sowohl von 
S*** wie auch von S’ x S* ist, und man hat damit unmittelbar die mehrfache 
Modifikation samt den zugehérigen analytischen Modifikationsabbildungen 
gewonnen: Sie ist von der Gestalt 


Sa+k <— M*+k-~ S*x SF, 


( Ringegangen am 1. Juli 1954.) 
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